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TTeber  einen  Codex  des  Klosters  Salem. 

Von  Moritz  Cantob. 


Unter  den  Handschriften,  welche  früher  dem  Kloster  Salem  am 
Bodensee  angehörten,  jetzt  im  Besitze  der  Heidelberger  Universitäts- 
bibliothek sich  befinden ,  dürfte  eine  der  Aufmerksamkeit  derjenigen  Mathe* 
matiker  empfohlen  werden,  welche  für  die  Geschichte  ihrer  Wissenschaft 
Interesse  empfinden.  Bei  der  Seltenheit  mathematischer  Handschriften  in 
Deutschland  glaubten  wir  sogar  keine  überflüssige  Mühe  zu  übernehmen, 
wenn  wir  den  Abdruck  in  dieser  Zeitschrift  veranlassend  die  vielen  Ab- 
kürzungen, durch  welche  das  Lesen  solcher  Handschriften  häufig  be- 
trächtlich erschwert  wird ,  auflösten  und  einzelne  Stellen  mit  Anmerkungen 
begleiteten.  In  diese  Anmerkungen  haben  wir  auch  verwiesen,  was  allen- 
falls für  Folgerungen  aus  gewissen  Sätzen  gezogen  werden  dürften,  und 
um  uns  nicht  zu  wiederholen ,  begnügen  wir  uns  als  Einleitung  nur  kurze 
Andeutungen  über  das  Aeussere  der  Handschrift  vorauszuschicken. 

Der  Quartband  Manuscripten  der  Heidelberger  Bibliothek,  welcher 
mit  „Schrank  IX,  Nro.  23*^  bezeichnet  ist,  enthält  eine  ziemliche  Anzahl 
verschiedener  Gegenstände ,  welche  ohne  inneren  Zusammenhang  unmittel- 
bar auf  einander  folgen,  in  der  Weise,  dass  keine  Seite  unnöthig  frei  ge- 
lassen wird,  ja  dass  sogar  auf  derselben  Seite,  auf  welcher  eine  Schrift 
endigt,  sogleich  eine  neue  beginnt.  So  finden  wir  am  Anfange  den  Solinus 
Polyhistor ,  dann  eine  Schrift  des  heiligen  Methodius  von  Tyvus,  darauf 
ein  Über  de  miraculis  sanctae  Mariae,  einen  tra'cialus  de  arte  rhelorica  und  nun 
folgt  die  .Abhandlung ,  welche  gegenwärtig  veröffentlicht  wird.  Die  sehr 
sauber  geschriebene,  nur  auf  einigen  Seiten  bedeutend  abgcblasste  Ab- 
handlung füllt  15  grosse  Quartseiten.  Das  Material  der  Handschrift  ist  Per- 
gament. Die  Buchstaben ,  sowie  die  vorkommenden  Zahlzeichen ,  besonders 
die  fast  jedes  Wort  verunstaltenden  Abkürzungen  deuten  etwa  auf  das 
Jahr  1200  als  die  Zeit,  zu  welcher  der  Codex  geschrieben  wurde,  vielleicht 
noch  etwas  früher.  Wir  bemerken  ausdrücklich,  dass  dieses  die  Meinung 
von  Prof.  Wattenbach  ist,  welcher  uns  auch  zuerst  auf  die  Existenz 
des  Manuscriptes  aufmerksam  machte,  und  später  bei  der  Collationirung 
aufs  freundlichste  unterstützte. 

Z^Uscbnn  r.  Mathtimlik  a.  Physik.  X,  t.  V 
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.* ;.  l^cipit  über  algorizmi. 

Omuis  sapieA|ijEi-aive  scientia  a  domino  Deo ;  sicut  scriptum  est:  Hoc 
qnod  contjnet  VDCMira' scientiam  babet,  et  iterum:  Omuia  in  mensura  et  pon- 
dere  et  puihpro  constitnisti.  Qaoniam  mnlti  mnlta  de  scientia  bujns  artis, 
quap^^^lg^xv^nius^)  inscribitur,  scriptis  suis  nobis  tradiderunt,  qnibns  necesse 
jiio&^'t  quidqnam  addere,  sed  nee  licet  aliqnid  demere,  sapientibus  quidem 
^  I^atis'fecerunt.  Quapropter  visum  est  nobis  parvulis,  nobis  consimilibus, 
Mac  non  escam  potum  propinare.  Igitur  de  numeris  in  qnibus  sacramenta 
profundissima  sunt ,  sicut  testantur  divina  eloquia  novi  et  veteris  testamenti, 
exordium  snmamns.  Igitur  numerus,  sicut  a  sapientibus  describitur,  est 
collectio  uuitatum.  Quid  enim  aliud  sunt  duo  nisi  unitas  duplicata?  Quid 
tria  nisi  unitas  triplicata.  Sic  omnis  numerus  ab  nna  generatur,  ipsa  a 
nullo').  Praeterea  sciendum  est,  qnod  numerus  aut  generatnr  per  multi- 
plicationem ,  aut  per  duplicationem ,  aut  per  addicionem.  Verbi  gratia  per 
mnltiplicationem ,  bis  duo  sunt  quatuor ,  ter  tria  sunt  IX.  Per  duplicationem 
autem  sie,  bis  tria  sunt  VI,  bis  IIII  sunt  octo,  bis  V  sunt  decem.  Per 
additionem  ita ,  duo  et  tria  erunt  V,  tria  et  quatuor  fiunt  VII,  Septem  et 
tria  faciunt  X.  Igitur  aliud  in  numero  est  digitus ,  aliud  articulus ,  alind 
numerus  compositus.  Digiti  dicuntur  I.  II.  HI.  IIII.  V.  VI.  VII.  VIII.  IX. 
Decem,  C,  M  articnli  sunt.  Compositus  est  ex  digito  et  articulo.  Igitur 
sicut  numerus  infinitus,  sie  differentiae')  infinitae.  Est  itaqne  differentia 
unitatum  ab  uno  usqne  ad  IX,  difierentia  decenorum  a  decem  usque  ad  XC, 
differentia  centenornm  a  C  usqne  ad  nongenta,  sie  usque  in  iufinitum. 
Ilnjus  artis  scientia  plurimum  est  utilis  et  necessaria,  bis  maxime  qni  vo- 
lunt  in  quadruvio  proficere^).  Novem  itaque  inventae  sunt  figurae,  nt 
quodammodo  per  finitum  comprebendatur  inünitum^).  Nam  omne,  quod 
dici  aut  excogitari  potest  de  numeris,  scribi  et  legi  potest  bis  IX  figiiris, 
addita  istaO,  quae  cifra  vocatur  nicbil  habens  significare,.  praeter  locnm 
absque  numero  demonstrare. 

IX  VIII  VII  VI  V 

9  8  7  6.5 

Nongecies     octagies     septies  mille  millia     sexcenta     quinquaginta 

IIII  III  II  I 

4  3  2  1 

quatuor  milia     trecenti     viginti     nnus^). 

Significationem  naturalem  numerus  superior,  sed  accidentalem  denotat 
inferior.  Verbi  gratia  haec  figura  1  in  prlmo  loco  posita  unitatem  signi- 
ficat,  in  secnndo  decuplat  10,  in  tercio  centum  denotat  100,  in  quarto  mille 
significat  1000.  Sic  quotiens  versus  sinistram  movetur,  totiens  usque  in 
infinitum  decuplatur.  Similiter  haec  figura  9  in  primo  novem,  in  secnndo 
XC,  90,  in  tercio  nongenta  900,  in  quarto  posita  novem  milia  significat,  sicut 
Aaec  descnptio  denotat:  9000,  ita  usque  in  infinitum   semper  decuplatnr. 


Von  Moritz  Cajjtor. 

Qood  de  prima  diximus  et  ultima  de  reliquis  intelligantar  similia.  Hujus 
diseipHnae  non  plures  quam  VII  habentur  species.  Additio,  Subtractio, 
Dupplatio,  Dimidiatio,  Multiplicatio ,  Divisio  et  radicum  extractio'). 
Quomodo  legendus  seu  pronunciandus  sit  numerus  quantumcunque  fuerit 
magnus  paucis  innotescimus.  Notandum  quot  ternarii  tot  fiunt  puncti®), 
et  qnoft  fuerint  puncti  tociens  mille  debet  pronuntiari.  Et  notandum  quot 
figurae  seqnantur  punctum,  aut  una  aut  duae  aut  tres.  Si  una  tantum 
secundum  proprietatem  differentiae  unitatum  denominari  debet.  Si  duae 
secnndum  proprietatem  differentiae  decenorum.  Si  tres  secundum  pro- 
prietatem centenorum  pronuncietur. 

Exemplum.  495.827.361 .052.951.  Ecce  V  ternarii  et  quatuor  puncti. 
Qua  propter  secundum  numerum  punctorum  repetatur  denominatio  mille* 
nornm,  in  ultimo  pluraliter,  in  penultimo  singulariter ,  in  reliquis  adver- 
bialiter,  excepto  ternario  primo  ad  dextram  posito.  Nota:  Quadringecies 
nonages  quinquies  milies  milies  mille  milia.  Octingecies  vigies  septies  milies 
mille  milia.  Trecenties  sexagies  mille  milia.  Quinquagies  bis  millo ,  vel 
duo  milia.    Nongenti  quinquaginta  unus. 

Igitur  prima  species  algorizmi  additio  dicitur.  Additio  itaque  nil 
aliud  est,  quam  ex  diversis  numeris  unum  consummare.  Scribantur  ergo 
duo  ordines,  quorum  alter  alteri  addiciatur.  Sed  notandum  cum  iigurae 
figura  addicitur^,  id  est  numerus  per  figuram  significatus ,  aut  excrescit^^ 
in  digitnm,  aut  in  articulum  vel  articulos,  aut  in  digitum  et  articulum.vel 
articulos.  Si  in  digitum  superior  est  delendus,  iste  scribendus;  si  in  arti- 
culum vel  articulos  nichilominus  superior  deleatur,  inibi  cifra  scribatur,  et 
articulus  vel  articuli  primae  differentiae  versus  sinistram  imprimantur. 
Quod  si  iterum  in  articulum  vel  articulos  surgat,  lege  qua  supra  fiat,  id  est 
cifra  scribatur  et  articulus  transferatnr ,  sed  si  in  digitum  et  articuluui 
digitus  ex  directo  figurae  superponatur  et  articulus  lege  qua  supra  trans- 
feratur.  Verbi  gratia  sexcentis  LX.  VI  addamus  CXLIIII.  Scribantur  ergo 

duo  ordines  in  hunc  modum.    .      adice  itaque  quatuor  sex  et  sunt  deceni. 

Dele  6  et  scribe  0,   unitatem,  per  quam  decem  intelliguntur ,  proximae 

figurae  appone  secundum  boc  exemplum       .   Iterum  adice  4,  7  et  eruntXI. 

Dele  7,  et  ibi  scribe   digitum,  et  transfer  articulum  secundum  reguluni 

710 
supradictam,  et  talem  videbis  inscriptionem         id  est  septingenti  decem. 

Adice  nunc  1  ad  7  et  erit  baec  summa.  810 

Desubtractione.  Si  autem  probare  volueris,  an  bene  vel  male 
foceris,  eidem  sommae  subtrahe  per  easdem  figuras  numerum;  quem  ad- 
didisse   seias.     Si  redeuot    eaedem    figurae    bene,    sinautem  male.     Sic 

operare.    .^  Qnoniain  a  nichilo  nichil  potest  8ttbtt»\\\,  «vt«\^fe  «t^o  ».  %«.- 
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canda  differentia  nnitatem,  in  qua  X  intelliguntur.    Inde  subtrahe  IUI  et 

remanent  VI,  quae  inscribas  primae  difiercntiae.    Sed  ibi  scribe  0,  ne  locus 

806 
vacuus  remaneat,  eritque  talis  forma       .  Per  secundam  figuram  lege  qua 

supra  subtrahe.   Accipe  ergo  a  proxima  differentia  unitatem  et  remanent  1, 

a  qua  IUI  auferas  et  remanent  VI.    0  deleatur  et  talis  figura  egreditur 

766     T^  ^  •         *  X  £  t:,        660 

.   Iterum  a  7  unum  accipe  et  reversae  sunt  figurae.   Ecce       . 

Aliud  exemplum.  Ad  non^enta  nonaginta  novcm  adicere  vis  unum. 
Ita  facito  999.  Addice  1  ad  9  et  fiunt  10.  Unitatem  eandem,  per  quam 
intelliguntur  X;  transfer  in  differentiam  secundam  et  similiter  fiunt  X,  quae 
iterum  oportet  transferri.  Et  iterum  erunt  10,  quae  nicbilominus  trans- 
ferantur,  et  talis  figura  formabitur  1000.  Si  autem  subtrahere  vis  1  a 
praedicta  summa,  accipe  1  articulum  a  milibus  et  remanent  900.  Item  ab 
hoc  articulo ,  qui  continet  C,  iterum  subtrahe  articulum ,  et  remanent  990, 
a  quo  unitatem  dcme ,  et  reversae  sunt  figurae.    Ecce  999. 

Epilogus  brevis.  In  additione  et  dupplatione  et  muUiplicatione 
quando  numerus  surgit  in  articulum  proximae  figurae  versus  sinistram 
unitas  pro  X  apponenda  est.  In  subtractione  et  dedupplatione  et  divisione 
e  converso  unitas  in  proximam  versus  dextram  transferatur  differentiam 
non  scribendo  sed  intelligendo ,  a  qua  demendum  est  quod  subtrahendnm 
est,  sed  inibi  reliquum  est  exarandum.  Verbi  gratia  si  a  10  snbtraxeris  5, 
unitatem  tollis  et  loco  cifrae  reliquum  scribis ,  id  est  5.  Similiter  de  roli- 
quis  est  intelligendum  articulis.    Sequitur  de  dupplatione  et  dimidiatione. 

Notandum  quando  in  addicione  vel  dupplatione  seu  in  muUiplicatione 
numerus  numero  additur,  si  in  digitum  consummatur,  figura  superior  dcbet 
deleri,  digitus  ibidem  scribi.  Si  in  articulum  cifra  scribatur,  articulus  ad 
proximam  differentiam  transferatur.  Hoc  memoriae  imprimeudum,  quod 
articulus  semper  transferatur  de  differentia ,  in  qua  generatur ,  sed  inibi 
aut  0  aut  digitus  inscribatur.  Ecenverso  in  subtractione  et  dimidiatione  et 
divisione  quando  articulus  ab  aliqua  sequestratur  differentia,  et  inde  de- 
mitur  mcnte  quod  necessarium  est,  in  secunda  differentia  ad  dextram  ejus 
reliquum  scribendum  est,  quia  in  translationc  versus  dextram  per  1,  X  in- 
telliguntur. Sic  econverso  in  translatione  articuli  versus  sinistram  per  X,  1 
scribitur,  quod  ctiam  supra  dixisse  me  memini. 

Igitur  numerus  dupplandus  scribatur  in  ordinibus  duobus ,  ut  figura 
depingatur  sub  figura  similis  sub  simili ,  et  figura  addatur  figurae  secnndum 

532 
hoc  exemplum       .     Hoc  sciendum   est,  quod  in  dupplatione   et  muUipli- 
catione inuUimis^^)   differentiis   est    incipiendum,    econverso    in   reliquis. 
Addanms  itaque  5  ad  5  et  erunt  X.    Deleatur  superior  figura,  0  scribatur, 

articulus  secnndum   regulam   transferatur   secundum  hoc  exemplum     .^^. 


Von  Moritz  Cantor. 

1062 
Addico  nunc  3  ad  3  et  fiunt  6.    Aspice    ^  .    Copula  2  ad  2  et  nascuntur  4. 

1064 
532  ^^^^- 

Si   vis  probaro  an  bcno  feccris,  deme  quod  apposuissc  scis  te.    A  4 

aufer  dno ,  et  talis  erit  praescriptio    .«.  .    Item  a  6,  3  deme ,   et  erit  exem- 

plura  tale         .   Adbuc  5  dobos  demere.   Articulus  itaquc  tollatur,  quinarius 

auferatur,    et  rosidnum   articuli    in    loco   cifrae   scribatur.     Ecce   redicre 

n  532 

^^'""^  532- 

Sic  sie  species  a  spocie  examinantur ,  quemadmodum  bic  est  demon- 
stratnm.  Nota:  sicnt  omnis  numerus  potest  dupplari,  sie  et  potest  dimidiari, 
excepta  unitate ,  quae  quidem  potest  dupplari  sed  non  dimidiari ,  in  quo 
magnum  latet  sacramentum. 

De  multiplicatione.  Multiplicatio  quanto  praecedentibus  utilior 
tanto  et  difficilior.  Quapropter  quam  summam  constituat  numerus  per 
alium  multiplicatus  excrcitatio  computationis  necessaria  est,  cujus  rci  gratia 
ut  sciri  possit  corapendiosius  regulas  bas  praescribimus.  Digitus  si  digitum 
multiplicat  a  V  et  supra,  differentiam^^)  alterius  ab  altere  subtrabas,  in 
residuo  articulos  intelb'gas ,  deinde  dififerentiam  per  di£Perentiam  multiplica, 
et  summam  totalis  numeri  babes.  Dififerentiam  dicimus  quicquid  est  inter 
digitum  et  X.  Verbi  gratia  novies  9  quid  sunt?  Respondeo  81.  Unde  boc 
scis?  Regula.  Die  rognlam.  Subtrabe  dififerentiam  a  digito  et  remanent 
VIII,  duc  dififerentiam  per  dififerentiam  et  surgit  1,  ecce. 

Aliter:  novies  9  exceptis  9  sunt  90.  Sic  novies  8  sunt  absquc  8,  80^^). 
Octics  8  quid  sunt?  Respondeo  64.  Unde  boc  scis?  Regula.  Die.  Subtrabe 
dififerentiam  a  digito  et  remanent  0,  duc  dififerentiam  per  dififerentiam  dicens 
bis  duo  quot  sunt?  4  ecce.  Cetera  ex  usu  sciuntur.  Quis  enim  non  sciat, 
quod  quinquies  5  sunt  25?  Quater  quatuor  sunt  16,  ter  3  sunt  9,  bis  duo 
sunt  4,  semel  1  est  1.    Ergo  per  prima  et  novissima  intelligantur  et  media. 

Igitur  in  multiplicatione  disponantur  lineae  duae  multiplicans  et  mul- 
tiplicanda,  ita  tamen  ut  multiplicantis  prima**)  sub  ultima  multiplicandae 
figura.  Deinde  singulae  multiplicandae  per  omnes  ducantur  multiplicantes. 
Ab  ultimis  incipiatur  dififerentiis ,  ac  terminetur  in  primis.  Et  notandum, 
cum  figura  figuram  multiplicat,  an  digitum  vel  articulum  aut  digitum  et 
articulum  generat.  Si  digitum  figurae  ducenti^*)  superponatur,  si  articulus 
transferatur  et  0  scribatur,  si  digitum  et  articulum  digitum  figurae  super- 
scribas,  articulum  transferas.  Cum  autem  figura  fuerit  per  omnes  multi- 
plicata,  ipsa  scilicet  multiplicata  debet  deleri  et  digitus  aut  0,  si  articulus 
fuerit,  scribi.  Hoc  poracto  transferantur  omnes  figurae  multiplicantes,  et 
prima  ponatur  sub   penultima  scilicet  mul tiplicanda.    \)\\^«».lut  ^\.  y^^^  ^N- 
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>;0>^^«^^^^ 


ultima.    Ita  facias  usque  dum  singnlas  per  omnes  dncas.   Verbi  gratia  128 

12 
19 


128 
ducamus  per  10  et  9.    Exemplum         .    Die  semel  1  est  l,  pone  1  super  1, 


sie    ,  eandem  unitatem,  id  est  100,  dnc  per  9  et  ecee  1928.  Dele  superiorexn, 

ibidem  scribe  inferiorem  seeundum  hoc  exemplum  _    •   Transfer  lineam 

inferiorem,   ut  prima  figura  sit  sub  penultima  seeundum  quod  superius 

1928 
dictum  est.   Exemplum    _  .  Die  modo  semel  2  sunt  2,  appone  ea  9  et  ecce  11, 

2128 
scribe  digitum,  transfer  articulum.    Exemplum    ^  .   Modo  per  novem  duc 

eandem ,  erunt  pro  certo  18 ,  scribe  digitum ,  transfer  articulum  seeundum 

2288  .  •         •  2288 

hoc  exemplum    _  .     Transfer  iterum  lineam  inferiorem   sie      .q.     Duc 

etiam  nunc  per  ultimam  primam  snperiorem.    Die  semel  8  sunt  8,  8  ad  8 

sunt  16,   superiorem  dele,   digitum    scribe,    ibidem   articulum  transpone. 

2368 
Exemplum  inspice ,  ecce      .g.    Duc  modo  8  per  9  et  surgunt  72.    Superior 

debet  deleri ,  digitus  ibidem  poui ,  articulus  transferri ,  ibique  erit  13.  Scribe 
digitum ,  transfer  articulum ,  eritque  hoc  exemplum  2432.  Ecce  quomodo  128 
per  10  et  0,  sive  10  et  9  per  128.  Haec  excrevit  summa.  Si  vis  probare, 
av  bene  feceris  necne,  per  casdem  figuras  dividito,  per  quas  facta  sit  multi- 
plicatio.    Plane  si  figurae  revertuntur  per  quotiens  bene ,  sinaytem  male. 

De  divisione.  Divisio  plane  difficilis  et  laboriosa,  sed  utilis,  sed 
fructuosa,  sed  jocunda.  Quaerit  curiosos  non  fastidiosos»  sed  ingeniöses. 
Divisio  nil  aliud  est,  quam  quaedam  consideratio,  quociens  minor  in  majori 
uumero  rcperiatur.  Scribatur  uterque  numerus,  dividens  scilicet  et  divi- 
dendus,  in  ordinibus  plane  duobus  ita  sane,  ut  dividentis  ultima  sit  penul- 
tima^^) dividendi  differentia,  si  par  aut  minor  fuerit,  nam  major  a  minori 
non  potest  subtrahi.  Si  major  scribi  ultima  sub  dividendi  debet  penultima. 
Ex  bis  nempe  duobus  surgit  ordo  tercius.  Inferior  ipse  est  divisor,  aut 
certe  dividens  denominetur.     Secundus  dividendus  dioitur.    Tertius  egre- 

2432 
diens ,  aut  certe  quociens  intituletur.   Divisionis  exemplum  .^    .    Computa, 

curiose,  quociens  1  possis  a  2  extrahere,  ut  9  tociens  possis  a  reliquo  de- 
mere.  Reliquum  dicitur  omne ,  quod  est  ab  ipso  divisore  usque  in  finem. 
Quociens  potes?  Semel.  ünde  hocscis.  Regula.  Die.  Quota  fuerit  ab 
ultimo  divisore  subtractio,  tota  debet  a  singulis  fieri  de  reliquo.  Nam  si  bis 
unum  de  duobus  subtrabis,  remanent  4,  a  quibus  9  bis  demere  non  poteris. 
Quapropter  deme  semel  et  remanent  14.  Ipsam  denominationem^^  super 
primum  divisorem  pone,  et  denominationem  9  subtrahe,  supererunt 5  plane. 

1  12 

1432  Modo  transfer  ordinem  dividentem  seeundum  hoc  exemplum  532. 
10  10 
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Iternm  eoiuidera,  quociens  a  5  possis  1  subtrahere,  ut  9  tociens  a  reliquo 
posflis.   Bis  tantam«  Scribe  denominationera.  Tociens  extrabe  9  de  reliquo. 

128 
Adhnc  sunt  15.  Detransferas  dividentes  figuras.  Exemplum  152.   Iterum  1  a 

19 
15  quociens  possis,  deme,  fac  octies,  scribe  quociens,  et  remanent  72.   Ab- 

strahe  0  tociens,   et  nicbil  remanet.     £cce    _.   Kodiere  figurae,  perfecta 

Xu 

diyisio,  per  quam  examinata  est  multiplicatio.     Duc  iterum  si  placet  or- 

dinem  egredientem  per  ordinem  dividentem ,  et  surget  plane  eadem  summa, 

quae  nunc  a  nobis  est  divisa.   Sic  sie  una  examinatur  ab  altera.    Aliter. 

DiTidamus  100  libras  inter  XI  mercatores.    Haec  namque  propositio  quam- 

ris  brevior  tamen  longo  difficilior. 

100 
Exemplum  librarum  C.     ...  Per  ultimum  divisorem   subtrabere 

potes  9  et  remanet  1  respectu  divisoris  ejusdem,    secundum    hoc   exem- 

9 

plam  10.    Snbtrafae  nunc  per  primum  quantum  subtraxeras  per  divisorem 

U 

9 

secundum,  eritque  boc  exemplum   1.    Ecce  unicuique  crunt  IX  librae ,  ei 

11 

una  ad  buc  superest  libra,   quae  dividi  non  potest  intcr  tot  mercatores. 

Cujus  rei  gratia  redigatur  in  minutias,  id  est  in  XL  solides  ^^),  eosque  divi- 

40 
damus  inter  ipsos  ...   Ter  1  a  40,  et  remanent  10  respectu  figurae  prioris. 

Deme  tociens  per  priorem ,  et  remanent  solidi  7,  quos  nicbilominus  duc  in 

84 
denarios.  7  enim  solidi  sunt  84  nummi,  quod  adbuc  dividere  debes.  ... 

1  septies  ab  8  abstrabere  potes,  et  remanent ...     Per  primum  abstrabe  7, 

supererunt  adbuc  7,  quos  si  in  obulos  redigam ,  per  hoc  forsan  ipsos  con- 

fundam.    Quapropter,  ut  bonestati  eorum  parcatur ,  placuit  nobis ,  ut  ova 

emantur.   Mercatores  eninx  sunt,  delapidationem  substantiae  pati  nosciunt. 

Emamus  ex  eis  ova ,  sunt  pro  certo  ad  prandium  sibi  profutura.    Dabuntur 

denique  nobis  13  pro  singulis  denariis,  et  ecce  91.    Modo  per  artem  inve- 

91 
nire  libet,  quod  unusquisque  in  portionem  accipere  debeat.       Subtrabc  8  a  9, 

et  remanent  11  respectu  figurae  prioris.  Per  primum  divisorem  simili  modo 
subtrabere  debes  8,  et  adbuc  tria  supersunt  ova.  Quae,  si  placet,  demus 
divisori  pro  mercede  aut  certe  pro  sale.  Ecce  9  librae  et  tres  solidi,  7  quo- 
que  nummi  unicuique  veniunt  institori,  et  ex  aliis  7  denariis  8  ova,  insuper 
pro  sale  tria. 

Placuit  nobis  boc  in  loco  de  aggregatione  ^^)  pauca  et  breviter  diccrc^ 
quae   quidem  magis  redolent  vanitatem  quam  utiUlaleui.    IL&iQ.  ^\  uq\^ 
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multum  necessarie,  scd  gloriose,   sed  subtilissime ,  sod  exercitationi  pro- 
futurae. 

Si  contiDgat,  ut  aliquis  numerus  crescat  in  infinitum  usque  ab  uno  in- 
cipiens  nullum  transsiliens ,  scire  autem  cupis ,  quis  sit  numerus  totalis,  tali 
ingenio  utcre.  Numerus  in  quo  terminatur  reliquus  aut  est  par  aut  impar. 
Si  par  per  ejus  mediam  partem  duc  majorem  se  sequentem.  Verbi  gratia 
ab  uno  usque  decem  et  octo  totalis  numerus  quis  sit  scire  vis.  Dedupla 
ultimum,  id  est  18,  babesque  0,  duc  per  9  majorem  ipsum  sequentem,  id 
est  19,  surgitque  171.  Si  fuerit  impar ,  per  majorem  ejus  partem  duc  ipsum 
eundem,  babebisque  nuraerum  totalem.  Verbi  gratia  ab  1  usque  novem  scire 
vis  quot  sint.  Accipo  majorem  ejus  partem,  id  est  5,  duc  eundem  ipsum,  id 
est  9,  surguntque  45.  Aliter.  Si  contingat,  aliquem  numerum  per  omnes 
pergredi  impares  sie  I,  III,  V,  VII,  IX,  interrogatusque  fueris,  quotus  est 
numerus  totalis,  bac  arte  utere  Majorem  ultimi  numeri  partem  accipe, 
ducasque  ipsam  per  se ,  summam  totalis  numeri  producetque.  Verbi  gratia 
de  9  accipe  majorem  partem,  id  est  5,  duc  ipsam  per  se  surguntque  25. 
Alia.  Si  aliquis  numerus  protentatur  per  omnes  pares  sie  II,  IIII,  VI,  VIII, 
quaesitusque  fueris ,  quotus  sit  numerus  totalis ,  ita  experire.  Dedupla  ulti- 
mum, addcque  uni  parti  1,  deinde  duc  alteram  partem  per  alteram,  vide- 
bisque  totalem  summam..  Verbi  gratia  8  dedupla,  duc  modo  4  per  5,  et 
surgct  numerus  iste  20.  Aliter.  Si  quis  proponat  numerum ,  qui  excrescat 
per  duplum  sie  I,  II,  IIII,  VIII,  et  scire  cupiat,  in  quam  summam  ex- 
crescat, dupla  ultimum,  reice  1,  ipse  est,  tene  eum.  Nota,  locus,  in  quo 
fuerit  binarius,  intelligatur  esse  primus,  et  ipse  est  radix  loci  secundi,  se- 
cundus  quarti,  quartus  octavi,  per  continens  contentum  intellige,  sie  usque 
in  infinitum  procede.  Si  per  binarium  sumpserit  initium,  ultimum  debes 
duplare,  duo  abicere,  summamque  totalem  tali  ingenio  tene.  Verbi  gratia 
I,  II,  IIII,  VIII  quot  sunt?  15.  Unde  hoc  scis?  Regula.  Die.  Ultimum 
duppla,  ]  reseca,  ecce  totalis  summa.  Si  per  binarium  incboaveris  sie  II, 
IIII,  VIII,  interrogatusque  fueiis,  quot  sunt,  responde  14.  Unde  hoc  scisV 
Regula.  Die.  Ultimum  dupla,  2  reseca,  ecce  totalis  summa. 

De  radicum  subtractione.  Igitur  radicum  subtractio  necessaria 
magis  quidem  mathematicis  quam  algoristis^^).  His  plane  ad  inVestigan- 
dum  constellationis  ortum,  istis  ad  inveniendam  radicem  numerorum. 
Omnis  sane  numerus  radix  est  alterius,  sed  non  e  converso.  Est  igitur 
numerorum  alius  linealis,  alius  superficialis ,  alius  vero  solidus^).  Primus 
numerorum  est  binarius,  cujus  partes  cum  sint  duae  unitates ,  secundum 
solam  longitudinem  disponi  possunt.  Quocunque  modo  ordinentur,  linea 
pingitur,  quapropter  linealis  dicitur,  nam  partes  ejus  secundum  solam 
disponi  possunt  longitudinem.  Superficialis  duas  habet  dimmensiones,  longi- 
tudinem scilicet  et  latitudinem,  quorum  primus  est  ternarius,  cujus  partes 
cum  sint  tres  unitates,  possunt  disponi  in  modum  trianguli,  et  ita  est  ibi 
longitudo  et  latitudo.    Omnis  superficialis  potest  esse  linealis,  sed  non  e 
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converso.  Tantum  solus  excipitur  binarius.  Superficialis  a  superficie  dici- 
tur,  quia  superfaciem  id  est  lineam  aliquid  habet  inscriptum.  Solidus  a 
soliditate  dictus.,  quia  omne  solidum  corpus  est  dictum  et  e  converso,  et 
tres  reeipit  dimmensiones ,  longitudinem  scilicet  et  latitudinem  et  spissi- 
tudinem.  Inde  numerus,  cujus  partes  disponi  possunt  secundum  illas  tres 
dimmensiones,  illorum  primus  est  quaternarius.  Cujus  partes  cum  sint 
quatuor  unitatQs ,  tres  illarum  possunt  disponi  in  modum  trianguli  et  quarta 
eis  in  modum  piramidis  imponi,  et  sie  longitudo,  latitudo  et  spissitudo  con- 
siderari.  Nota  quod  omnis  solidus  potest  esse  superficialis  aut  linearis, 
sed  non  omnis  superficialis  aut  linearis  potest  esse  solidus,  quod  probat 
temarius  atque  binarius.  Superficialium  ergo  numerorum  alius  est  super- 
ficialis ctcubicus  sive  quadratus^^)  alius  superficialis  et  non  cubicus.  Super- 
ficialis et  quadratus  qui  tres^  reeipit  dimensiones  ita,  ut  equalia  habcat 
latera  quatuor,  sicut  in  nullorum  primo  potest  considerari  scilicet  quater- 
narius. Nam  si  in  modum  quadranguli  disposueris,  IUI  equalia  latera 
habebis ,  et  unumqnodque  latus  duas  habet  unitates.  Quadratus  namque 
a  Uli  equalibus  lateribus  est  dictus.  Omnis  sane  cubicus  ^^)  in  Uli  lateribus 
tot  reeipit  ordines,  quot  habet  radix  denominationes.  Verbi  gratia  nove- 
narius  III  reeipit  ordines**),  quia  radix  ipsius  est  temarius.  Quis  sit  cubi- 
cus^) sie  scire  poteris.  Omnis  numerus  per  se  ductus  consurgit  ex  se  cubi- 
cus^). Sic  bis  bin!  sunt  IUI,  ter  trini  sunt  IX.  Item  solidorum  alius  est 
solidus  quadratus ^^),  alius  solidus  et  non  quadratus^).  Solidus  quadratus*^) 
est,  cujus  partes  disponi  possunt  secundum  tres  praedictas  dimmensiones 
ita,  quod  IIII^)  latera  habeat  aqualia.  Herum  primus  est  octonarius,  cujus 
partes  cum  sint  VIII  unitates,  IUI  illarum  intelligantur  dispositae  in  modum 
quadranguli  et  aliae  IUI  Ulis  eodem  modo  superpositae.  Sic  ergo  dispo- 
sitis  in  longitudinem ,  latitudinem ,  spissitudinem ,  notare  poteris  latera  esse 
equalia.  Erunt  enim  in  longitudine  unitates  duae ,  in  latitudine  duae ,  in 
spissitudine  duae.  Omnis  numerus  solidus  et  quadratus^)  tantum  habet 
in  spissitudine,  quantum  in  latitudine  aut  longitudine  et  tribus  excrescit 
denominatibus  (sie !).  Sic  bis  bini  bis  VIII,  ter  trini  ter  XXVII,  quater 
quatuor  quater  LXUII.  Ecce  numerorum  quadratorumque  omnium  lex. 
Omnis  numerus  aut  simplex  aut  compositus.  Simplex  omnis  dicitur  digitus, 
insuper  deconus,  centenus,  millenus.    Omnes  reliqui  compositi  sunt. 

Fecimus  excursum  quidem  magnum,  sed  necessarium.  Redeamus  ergo 
tempus  est  ad  propositum.  Igitur  numerus,  cujus  radix  queritur,  in  linea 
una  scribatur,  deinde  numerus  excogitetur,  qui  totumsubtrahotsuperpositum, 
quod  si  non  potest,  demat  quanto  magis  potest.  Si  impares  fuerint  figurae, 
sub  ultima  excogitatum  debes  scribere,  si  pares  snb  penultima  ipsum  ponere 
debes.  Ipsum  duppla.  Pone  sub  proximam  versus  dextram.  Iterum  alium 
excogita,  quem  pones  sub  proximam  ipso  dupplato,  scilicet  figura,  secundum 
cujus  denominationem  abstrahas  dupplatum.  Nichilominus  novltet  ^xs.^- 
gitatum  eundem  ipsum  similj  modo  dnpplcs,  et  omnes  du^'gVflA.OÄ  ä^xsv^^x  n^x- 
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sus  dextram  moveas.  Sic  semper  alium  excogites,  donec  sab  primam  figu- 
ram  pervenias,  secandam  cujus  denomiuationem  dupplatos  omnes  subtrahas, 
nichilominus  eundem  ipsum.  Verbi  gratia  2222.  Excogita  ergo  numerum 
secandam  regulam  superius  positam :  Nameras  cxcogitetar  etc.  Sit  iste  4, 
alias  enim  non  potest  esse.  Die  qaater  4  sunt  16,  deme,  et  istae  remaneut 
figurae  622.  Isto  dapplato  4,  alioque  cx<:og]tato  scilicet  isto  7,  modo  die 
septies  8  erant  56^).  Eisdem  sublatis  a  reliquo  istae  adhoc  manent  figarae 
62,  ab  bis  sabtrahe  septies  7  et  remanent  istae  figarae  Id^).  Perpende, 
qaod  nameras  iste  est  sine  radice.  Sed  cujus  radicem  inveneris,  ita  ex- 
periri  poteris:  Dedupla  duplatos  et  ecce  radix.  Sed  cujus  si  scire  vis,  duc 
eam  per  se,  dicetque  ipsam  tibi  certissime.  Si  probare  vis,  an  bene  fece- 
ris,  adde  haic  reliquum,  et  si  rediere  priores  figarae  bene,  sinaatem  male. 

Epilog^  de  examlnatione  onminm  specienmi. 

De  addicione.  Singulus  numerus,  qui  alteri  est  adiciendas,  per  9  prius 
divido^).  Si  nicbil  sapererit  0  scribe,  si  aliquid  reliquum  anius,  adice  reliquo 
alterius,  et  per  0  divido.  Si  quid  sapererit  pinge,  si  nil  cifram  scribe  et 
pro  nota  tene.  Hoc  itaqae  peracto  nameras  addatur  namero,  et  haec  tota- 
lis summa  per  9  est  dividenda.  Si  apparebit  nota  addicio  est  vera,  sin  au- 
tem  sine  dabio  falsa.  Eodem  modo  probari  debet  subtractio,  dapplatio, 
dedupplatio,  ipsa  quoque  multiplicatio  excepto  quod  notae,  scilicet  maltipli- 
cantis^)  et  maltiplicandi ,  altera  per  alteram  daci  debet,  sed  simili  modo 
per  subtractionem  novenarii  debet  examinari.  De  divisione  sea  radicam 
extractione  nichil  planius  dici  potest ,  quam  quod  superius  explanatum  est. 

Nee  praetereundum  est,  quod  0  per  omnia  omnibus  algorizmi  utitur  le- 
gibus quemadmoSum  et  alia  figura,  excepto  quod  nullum  numerorum  mul- 
tiplicat,  sed  et  ipsa  a  nullo  multiplicatur.  Quid  enim  si  dixeris  milies  ni- 
cbil quam  nichil  ?  aut  nichil  ad  mille  quam  mille  ?  Facit  tamen  quandam 
multiplicationem ,  sed  tandum  per  decuplationem.  Verbi  gratia  praepone 
0  uniet  fiunt  X,  praepone  deceiio  et  surguntC,  praepone  centeno  et  erunt  M. 
Et  sciendum,  quod  in  hoc  magnum  latet  sacramentum.  Per  hoc,  quod  sine 
inicio  est  et  fine,  figuratur  ipse,  qui  est  vere  alpha  et  co,  id  est  sine  inicio  et 
fine;  et  sicut  0  non  äuget  nee  minuit,  sie  ipse  necrecipit  aucmentum' nee  de- 
trimentum ;  et  sicut  omnes  numeros  decuplat ,  sie  ipse  non  solum  decuplat, 
sed  millificat|  immo  ut  verius  dicam  omnia  ex  nichilo  creat,  conservat  at- 
que  gubemat. 

Haec  autem  omnia  superius  commemorata  quamvis  non  verborum  le- 
pore  sed  forsan  non  inutili  simplicitate  sint  explanata,  perfectius  discuntur 
in  pulvere  ^0  quam  in  deaurato  codice,  qua  propter  appellatur  opus  pul - 
veris,  non  gloriosi  codicis.  Sicut  scriptum  est:  Da  sapienti  occasionem  et 
sapientior  erit.  Cujus  rei  gratia  sapientibus  haec  sufficiant,  simpliciores  in 
eisdem  per  eosdem  proficiant. 
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Inoipit  ezplanatio  super  algorizmum'^. 

Qaoniam  spiritns  est,  qui  vivificat,  caro  non  prodest  qaidquam,  quemad- 
modum  veritas  testatar,  qnapropter  ut  nuglens  gastetur  testa  abiciatur,  igi- 
tur  Vn  species  sunt  algorizmi ,  quia  VII  sunt  dona  spiritus  sancti.  Sicut 
I  a  nnmero  nnllo,  sicut  omnis  nameras  ab  ipso,  ita  deas,  qni  vere  semper  idem 
est,  sieut  dicit  psalmista,  est  et  vere  unus,  nnde  Moyses:  Dens  tuus  deus 
Unna  est  in  saecala  saecalornm.  Omne  quod  est  ab  ipsa,  qni  vere  est,  ha- 
bet esse  et  est,  sed  ipse  a  nallo.  Seqaitnr  binarius,  qnamvis  sit  infamis  eo, 
quod  discedat  ab  nnitate  primus.  Similiter  et  in  misterio ,  id  est  dens  fac- 
tns  est  homo,  infamis  habetur,  sed  inter  gentes  et  ivdeos,  non  sie,  impii,  non 
sie  inter  fideles  et  christianos.  Qaapropter  si  placet  istnm  recipiamus  in 
misterio  binarinm,  id  est  in  prineipio  creavit  dens  caelnm  et  terram,  vel  an- 
gelicam  et  humanam  natnram ,  vel  aliter :  Plasmavit  dens  hominem  de  limo 
terrae,  mascnlnm  et  feminam  creavit  ipsum.  Aliter:  Fecit  dens  hominem, 
et  ipsum,-  qnem  creavit,  eundem  ipsum  qui  creavit  assumpsit,  ut  ipse,  qui 
est  Creator,  sit  creator  et  creatura,  gigas  geminae  substantiae  assumendo 
creatoram  et  creando  assumpsit ,  non  in  confusione  substantiae  sed  in  uni- 
täte  personae.  Quid  ternarius,  nisi  pater  et  filius  et  spiritus  sanctus?  Qna- 
propter tria  sunt  tempora,  tempus  ante  legem,  tempus  sub  lege,  tempus  gra« 
tiae,  ut  intelligamus  qui  salvantur  in  bis  tribus  temporibus  per  fidem  sancte 
sanentur,  et  Ezechiel  praecipit,  ut  thau  litera  trinitatis^)  signet  eos,  qui 
salvandi  sunt«  Per  thau  CCC  intelliguntur,  per  CCC  hü,  qui  perfecte  habent 
fidem  trinitatis.  Sequitur  quatemarius,  in  cujus  figura  sunt  IUI  partes 
innndi,  IUI  tempora  anni,  et  IIU  fuerunt  archae  circuli  et  IUI  evangelistae 
sancti ,  et  nomen  domini  ineffabile  detragramathon  IUI  quidem  literis  scri- 
bitur,  joth  he  vav  he,  quamvis  minime  pronuntietur.  Et  notandum,  quod 
in  numeris  primus  hie  invenitur  par^)  quadratus.  Quod  nam  quadratum 
est,  in  quocunque  latere  fuerit,  firmiter  et  equaliter  stabit.  Sic  electi  et  di- 
leoti  IUI  virtutibus,  scilicet  prudentia,  justicia,  fortitudine  et  temperantia, 
saffulti  sieut  in  prosperis  non  extolluntur,  sie  neo  in  adversis  praecipitantur. 
Sive  venti  imping^nt,  sive  fluminafluant,  movere  eos  non  possunt,  quia  qua- 
drati  sunt,  et  supra  petram  fundati  sunt.  Quinarius.  Deus  hominem,  quem 
fecerat,  V  sensibus  ditaverat,  quos  ipsepeccando  corruperat,  sed  ipse  ipsum 
misericorditer  quinquepartita  passione  restauraverat.  Senarius  numerus 
est  saoratus,  constat  namque  ex  partibus  suis^).  Nam  unus,  duo,  tres  sunt 
sex.  In  eo,  sicnt  sacra  testatur  scriptura,  mundus  est  creatus ;  sed  non  ideo 
sacratns,  quia  mundus  in  ipso  est  creatus,  sed  mundus  in  eo  ideo  est  creatusi 
quia  numerus  ipse  est  sacratus ,  sicut  in  libro  de  sancta  trinitate  sanctus 
testatar  Augustinus.  Sex  alae  referuntur  cherubin  uni,  et  VI  alae  cherubin 
alteri,  et  VI  dies  sunt  operationis ,  VII  us  requietionis ,  VIII  us  gaudii  et 
perfmitionis.  Item  septimus  numerus  sacratus  propter  septiformem  gratiam 
spiritus  sancti,  et  sapientia  domuro,  quam  sibi  edificavit,  NW  ^cj\cniK^xaa  i^- 
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civit.  Octavus  propter  octo  beatidines  non  immerito  sacratas  judicatur ,  et 
quia  Christus  octava  die  resnrrcxisse  creditur,  et  omnis  resurrectio  octavo 
die  a  fidelibus  futura  expectatur,  creditur  et  exoptatur,  unde  propheta:  Da 
partes  VII,  nee  non  et  octo,  septem  propter  septimam  diem  et  VII  ebdo- 
madam  et  VII  mensem  et  VII  annum,  quibus  sollempnizabant  patres  vcteris 
testamenti.  Nee  non  et  VIII,  id  est  fidem  resurrectionis ,  quae  octavo  die 
ex  parte  est  celebrata  et  octava  die  celebratura.  Quapropter  ecclesia  oc- 
tavo die  in  misterio  sabbatizat.  Et  notandum,  quod  octonarias  numerorum 
est  primus  solidus  quadratus '^),  in  quo  figurantur  omnes,  qui  plenam  resur- 
rectionis habent  fidem.  Suat  enim  quadrati  et  solidi,  quia  neque  mors,  ne- 
que  vita  separabit  eos  a  karitate  Christi.  Nam  quod  quadratum  et  solidum 
est,  in  quocumque  latere  erit,  firmiter  semper  consistit,  quapropter  occidi 
possunt  et  flecti  nequeunt  Sequitur  per  novenarium,  qui  deceno  est  pro- 
ximus.  Figuratur  sanctorum  spirituum  exercitus,  qui  specialius  contem- 
plantur  eum,  de  quo  scriptum  est:  Vacate  et  videte,  quod  ego  sum  deus. 
Et  notandum,  quod  si  novenario  unum  adiciatur,  ad  X  pervenitur.  Per  haue 
unitatem  pul  ehre  satis  intelligitur  sponsus  et  sponsa,  caput  et  membra,  quia 
sumptus  est  a  filio  dei  in  unitate  personae,  ut  deus  esset  et  liomo  unus  Em- 
manuel, et  nos  cum  ipso  erimus  in  deo  Spiritus  unus,  sicut  scriptum  est: 
Qui  adheret  deo  unus  Spiritus  est  cum  ipso.  Et  hie  est  perfectus  denarius, 
cum  deus  erit  omnia  in  omnibus.  De  cifra  quod  sentimus  in  primo  opus- 
cnlo  compendiose  diximus. 

Deadditione.  In  principio  creavit  deus  coelum  et  terram  et  angli- 
cam  creaturam,  cui  addidit  hominem,  quem  de  limo  terrae  plasmaviU 

De  subtractione.  Dominus  dicit  quando  et  ubi  facta  sit  in  evan- 
gelio  :  Vidi  sathan  quasi  fulgur  de  coelo  cadentem.  Item  alia :  In  quocum- 
que die  comederis  morte  morieris.  Comedit  miser  homo,  et  secuta  est  se- 
cunda  subtractio.  Aliter.  Additio  celebrata  est,  quando  deus  parietem 
ex  gentibus  venientem  conjunxit  parieti  ex  ivdeis  consistenti  in  uno  angu- 
lari  lapide  Jesu  Christo,  secundum  quod  dicit  scriptura :  Populus  quem  non 
cognovi,  servivit  mihi:  in  auditu  auris  obedivit  mihi.  Subtractio  facta  est, 
sicut  scriptum  est:  Filii  alieni  mentiti  sunt  mihi,  filii  alieni  inveterati  sunt, 
et  claudicaverunt  a  semitis  suis.  Moralisatio.  Cum  virtuti  virtutem  copu- 
lamus  adicimus,  cum  autem  peccamus  subtrahimus. 

Dupplatio.  Primo  fecit  deus  hominem  de  limo  terrae,  deinde  inspi- 
ravit  in  faciem  ejus  spiraculum  vitae,  et  factus  est  homo  ad  ymaginem  et 
similitudinem  dei,  quae  nichilominus  celebrat  in  siugulis  hominibus.  Sequi- 
tur in  uno  quoque  nostram ,  secundum  quod  propheta  testatur  dicens :  D  e  - 
dupplatio.     Quis  est  homo,  qui  vivit  et  non  videbit  mortem? 

De  multiplicatione.  Omnia,  quae  facta  sunt,  ex  nichilo  facta  sunt. 
Nonne  tibi  vidctur  esse  magna,  mirabilis  et  multiplicatio  ineffabilis?  Item 
fecit  hominem  unum ,  et  multiplicatus  est  super  numerum.  Factus  est  ita- 
gue  innumerabilis  sicut  stellae  coeli,  id  est  electi  et  dilecti,  de  quibus  scrip- 
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tum  est:  Fulgebuut  iusti,  sicut  sol  in  reguo  patris  eoruin.  £t  sicut  arena 
maris,  id  est  reprobi  et  steriles ,  qui  non  ferunt  semen ,  aliud  tricesimum, 
alind  sexacesimüm,  aliud  centesimum,  sedremanent  steriles  et  iufecundi. 
Moralisatio.  Multiplicamus  cum  damus  terraena  pro  coelestibus,  temporalia 
pro  aeternis  secundum  quod  veritas  testatur  dicens:  Omnis  qui  reliquerit 
patrem  aut  matrem  etc.  centuplum  accipiet  et  vitae  aeternae  partem.  Va- 
luit  Zachaeo  pro  dimidio  bonorum  suorum ,  valuit  viduae  pro  duobus  minu- 
tis.  Quantum  habet,  tandum  valet.  Valet  namque  pro  calioe  frigidae 
aqnae.  Sic,  sie  multiplicemus ,  carissimi ,  ut  mereamur  heredes  dei  fieri  et 
cboeredes  Christi,  qui  est  benedictus  in  saecula  saeculorum,  amen. 

De  divisione.  Posuit  deuq  terminos  gentium  ivxta  numerum  ange- 
lorum ,  ex  quibus  Ysrael  e^egit  in  hereditatem  sibi.  Relictis  itaque  in  errore 
gentibus,  notus  tantum  in  Judea  deus.  Vocati  sunt  hü  filii^^),  canes  ap- 
pellati  sunt  illi.  Facta  est  autem  mutatio  dexterae  excelsi,  ut  hü,  qui  prius 
dicebantur  canes,  modo  non  solum  vocitentur  filii,  sed  et  dilecti  et  amici 
dei,  sicut  per  prophetam  pronuntiatum  fuerat:  Populus,  quem  non  cognovi 
Kervivit  mihi ;  in  auditu  auris  obedivit.  Et  alibi:  Vocabo  non  plebera  ple- 
bem  meam,  et  non  diloctam  dilectam?  Sed  de  illis  quidom:  Filii  alieni 
mentiti  sunt  mihi,  fiüi  alieni  inve^erati,  et  claudicaverunt  a  semitis  suis. 
Item :  Circumdederunt  me.c.m.c.m.o.m.  ^^).  Item :  Cum  plcnitudo 
gentium  introierit,  tunc  omnis  Ysrael  salvus  erit.  Et  propheta :  Si  fuerit  Ys- 
rael, sicut  a  .tn  .  reüquiao  s ,  f.  ^^).  Plena  divisio  et  perfecta  adque  terri- 
bilis  erit  in'adventu  judicis,  quando  separabuntur  oves  ab  edis,  et  tunc  dice- 
tur  illis :  Ite  maledicti  etc.,  istis :  Venite  benedicti  et  rel.  Quo  nos  produ- 
cat  qui  vivit  et  regnat. 

De  radicum  extractione.  De  extractione  radicum  Apostolus  ait : 
Quos  praescivit  deus  et  praedestinavit,  hos  et  vocavit;  et  quos  vocavit,  hos 
et  justificavit :  quos  autem  justificavit ,  hos  magnificavit  mirabiüs  extractio. 
Adam  genuit  duos  filios ,  unum  deus  vocavit ,  alium  reprobavit.  Abraham 
duos  genuit,  quorum  unus  eligitur,  alter  reprobatur.  Ysaac  duos  genuit,  et 
cum  adhuc  essent  in  utero  matris,  dictum  est:  Jacob elegi,  Esau  autem  odio 
habui.  Latro  per  crucem  pro  sceleribus  damnatur  et  salvatur.  Infans  in 
utero  matris  moritur  et  damnatur.  Extractio  terribilis ,  justa  quidem  sed 
occulta.  Ist«  puer  vocatur,  moritur  et  salvatur,  sed  per  gratiam;  ille  puor 
reprobatur  et  damnatur,  sed  per  justiciam.  Alius  in  puericia  bonns  et  se- 
neetute  perversus,  quapropter  reprobatur.  Econverso  alius  ab  infancia 
malus  in  senectute  conversus  et  salvatur.  Alius  a  puericia  malus  sed  in 
üne  deterior ,  alius  a  puericia  bonus  sed  in  fine  melior.  Sexquipartita  est 
ista  radicum  extractio,  quorum  tres  salvantur,  sicut  jam  dictum  est,  sed  per 
gratiam,  tres  damnantur,  sed  per  justitiam  terribilem  valde  et  occultam. 
Ilaec  non  sunt  discutienda  sed  timenda.  Justus  est  dominus ,  justus  dam- 
nandis  et  terribilis,  misericors  salvandis  et  amabilis,  unde  canit  propheta; 
Misericordiam  et  jndicium  cantabo  tibi  domine.     AVic^uVs  eat  i^^x^w^  ^X  "c^- 
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probus,  et  gignit  filiam,  qai  est  electus,  et  econverso  alias  est  parens  et 
electus,  et  gignit  filiuni;  et  hie  est  reprobatns.  Alias  est  parens  et  repro- 
batas,  et  gignit  filiam,  et  hic  similiter  reprubatas.  Alias  est  parens  eleetns, 
et  nichilominus  gignit  filium,  et  hic  est  electas.  Alias  est  parens  et  electas 
et  gignit  filiam  aliam  electam,  alteram  reprobatam.  Alias  est  parens  et 
reprobatas,  et  gignit  filiam  aliam  electam,  et  alteram  reprobatam.  Alias 
habet  parentes  atrosqae  bonos,  et  ipse  efficitor  malas.  Alios  habet  paren- 
tes  atrosqae  malos,  et  ipse  efficitar  bonas.  Alias  ambos  malos  et  ipse  ma- 
las ,  alias  ambos  bonos  et  ipse  bonus.  Alias  habet  parentem  unnm  bonam, 
alteram  malam,  et  ipse  malas.  Alias  onam  habet  similiter  malam ,  altemm 
bonum,  et  ipse  bonas.  Hanc  radicnm  extractionem  nemo  novit,  nisi  bis, 
qai  dat  homini  scientiam ,  deas  et  pater  domini  nostri  iesn  christi ,  pater  mi- 
sericordiaram ,  et  deus  tocias  consolationis ,  qai  nos  extrahere  et  abstrahere 
dignetar  ab  hoc  saeculo  neqaam  et  perdacere  in  vitam  aeternam ,  qai  firit 
et  regnat. 


1)  Der  Gebraucli  des  Nominativs  atgorizmtts  beweist,  dass  das  Bewusstsein,  dass 
Aigorizmus  der  Name  eines  Mannes  sei,  bei  dem  Verfasser  der  Abhandlung  schon  ver- 
loren gegangen  war.  Er  hielt  offenbar  dieses  Wort  für  den  Namen  der  Bechenkunst 
selbst. 

2)  Vergl.  Trattati  d'Atilmetica  publUuiti  da  ßaldassare  Boncompagni,  Roma  1857. 
p.  2 :  Non  enim  posstmt  esse  duo  vel  tria,  si  unum  auferaticr.  ünum  vero  poiest  esse  absque 
secundo  vel  tercio.  Igitur  nickU  aliud  sunt  duo,  nisi  uniits  dupHcitas  vel  gemnaiio:  et  simi- 
lUer  tria  nickil  aliud  sunt,  nisi  ejusdem  wiitatis  tiiplicatio:  sie  de  reHqtto  numero  intellige. 

3)  Differentia  bedeutet  demnach  an  dieser  Stelle  Nichts  anderes  als:  Rangord- 
nung, eine  Bedeutung,  welche  diesem  Worte  bei  den  Algorithmikem  inne  zu  wohnen 
pflegt.  Die  Abacisten  dagegen  benutzten  das  Wort  in  dem  Sinne  von  Ergänzung 
besonders  bei  der  Division,  worauf  noch  zurückgekommen  werden  wird. 

4)  Der  in  deip  Worte  quadiioiwn  enthaltene  Begriff  ist  griechisch-römischen 
Ursprunges,  sowie  denn  auch  in  der  That  in  dieser  Abhandlung  Algorithmisches, 
d.  h.  Arabisches  und  Abacistisches ,  d.  h.  Griechisch -Römisches,  bunt  gemengt  er- 
scheinen, ersteres  Element  freilich  überwiegend,  w^e  fast  allgemein  seit  der  Mitte 
des  12.  Jahrhunderts.  Vergl.  Baec  in  quadrivio,  id  est  in  Musica,  Arithmeüca,  Geome- 
trica,  Astrononäa,  Habest  necessitria  et  utilis ,  ut  sine  illa  pene  omnis  labor  studentium  vi- 
deatur  inanis,  (Regulae  Dondni  Oddonis  super  (tbucmn  in  den  von  G  e  r  b  e  r  t  1784  heraus- 
gegebenen Scriptores  ecclesiastiei  de  musica.   Bd.  I.  S.  296.) 

5)  Trattati  d'Aritmetica  pag.  2(5:  Ideo  apertissmis  indis  sub  quibusdtm  reguHs  et 
eertis  limUibus  infinita  mmerositas  coarctatur  ut  de  infinitis  diftnita  disdptina  traderetur. 

6)  Der  Gebrauch,  die  neun  Ziffern,  von  0  abwärts  bis  1,  hinzuschreiben  ist  sehr 
häufig ,  allein  dass  dieselben ,  wie  im  gegenwärtigen  Falle ,  nach  Positionswerth  der 
neun  Zahlen  aufgefasst  werden ,  scheint  unserem  Schriftsteller  eigenthümlich  zu  sein. 

7)  Mitunter  werden  0  species  angcnonunen ,  indem  zu  den  im  Texte  angeführten 
noch  die  numeratio  nud progressio  hinzutritt,  welche  hier  auch  vorkommen,  aber  nicht 
unter  besonderer  Ueberschrift.  Vergl.  Joannis  de  Sacro-Bosco  tractatus  de  arte  nume- 
randi  bei  HaUinell,  Rara  Mathematica  pag.  2.  Andere  wieder,  z.  B.  Lucas  Paciolus 
lassen  die  dttpplatio  und  dinddiatio  weg  und  behalten  die  7  anderen  species, 

8)  Die  durch  Punkte  getrennten  Gruppen  von  je  drei  Ziffern,  Triaden,  finden 
sich  auch  schon  bei  Sacro-ßosco:  Itein  sciendum  est,  quod  supra  qtunnHbet  figuram  lorn 
mUlenarii  positam  componenter  possunt  poni  quidam  punctus  aä  denottdnium  quod  tot  milfe- 
narios  debet  ultima  figio'a  representare ,  quot  fuerunt  puncto  pertransitu  (Rara  Mathe- 
matica pag.  5). 

P^  Das  Wort  f//fdiciiiir  ist  nm  Rande  ergänzt. 
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10)  Vergl.  Saero-Bosco\  Additio  est  numeri  vel  numerorum  aggregatio,  ut  videatur 
summtt  exeresceru, 

11)  UUbna  differentiavsi  immer  die  ftusserste  Rangordnang  nach  links,  also  die 
höchste.  Die  niederste  Rangordnung,  d.h.  die  der  Einer,  heisst  prima  differentia 
oder  figura, 

12)  Dilferentia  hat  hier  den  Sinn  der  Ergänzung  zu  10,  welchen  es  (vergl.  Anmer- 
kung 3)  in  der  sogenannten  complementären  Divisionsmethode  der  Abacisten  zu  be- 
sitsen  pflegt.  Die  hier  auseinandergesetzte  Multiplicationsmethode  ist  die  bei  Schrift- 
stellern des  16.  Jahrhunderts  häufig  wiederkehrende ,  deren  erste  Spuren  bisher  nur 
bis  auf  Regiomontanus  in  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  zurückverfolgt  werden 
konnten.  Die  Frage,  welche  ich  (Mathem.  Beiträge  zum  Kulturleben  der  Völker  S.  216) 
stellte ,  ob  ein  Werk  in  irgend  einer  Sprache  existire ,  welches  die  Anwendung  der 
Differenzmethode  bei  Multiplication  und  Division  gleichzeitig  enthalte ,  ist  damit  aller- 
dings noch  nicht  beantwortet ,  da  in  unserem  Codex  die  complementäre  Division  fehlt. 
Indessen  ist  doch  die  dereinstige  Bejahung  der  Frage  dadurch  wahrscheinlicher  ge- 
worden ,  dass  jetzt  die  Existenz  der  complementären  Multiplication  für  eine  Zeit  nach- 
gewiesen ist,  welche  der  Zeit  der  Anwendung  der  complementären  Division  fast  um 
3  Jahrhunderte  näher  liegt. 

13)  Diese  Art  zu  multipliciren ,  welche  mit  der  complementären  Multiplication  ja 
nicht  verwechselt  werden  darf,  so  nahe  die  Versuchung  auch  liegt,  findet  sich  aus- 
führlicher beschrieben  bei  Sacro-ßosco:  Si  vis  seine  quot  statt  qiuUer  in  octo,  tnde  quot 
suml  unitates  intra  octo  et  decem,  denario  simul  computatOy  et  patet  quot  statt  dtw:  itib- 
trtthatttr  ergo  quateimarius  a  qtutdraginta  bis  et  remanent  32,  et  haec  est  stanma  iotitis  mtäti- 
pHcationis  {Hara  Mathematica  pag.  12).  i^rner  Trattati  d*Atitmetica  pag.  97:  Omnis 
namqtie  nttmerus  infra  demtriian  mtUtiplicattts  in  se  ipsttm  reddit  stanmam  sue  denominationis 
deetitpatae,  stUftracta  inte  multiplicatione  di/ferentie  ipsius  ad  denaritim  facta  inseipsum. 
Verhi  gratia  sexies  sex  dicanttw  fieri.  60.  qiie  est  denominatio  a  sex  demlpata ;  differentia 
oMiem  senarii  ad  denaritim  est  qttatemaiius  j  qui  muUiplicatus  in  sex  facit.  24.  His  ergo,  24. 
äe  9exaginta  stibtractis  remanent.  36. 

14)  Das  Wort  dttcenti  ist  am  Rande  ergänzt. 

15)  Der  erste  bedeutendere  Schreibfehler  in  dem  Manuscripte.  Der  Sinn  erfor- 
dert offenbar  ultima.  Da  von  hier  an  die  Fehler  etwas  häufiger  werden ,  so  ist  viel- 
leicht die  Ansicht  gerechtfertigt,  die  Rechenkunst  des  Schreibers  habe  bei  der  Divi- 
sion ihre  Schranken  gehabt,  und  das  Weitere  habe  er  zum  Theil  ohne  es  zu  verstehen 
abgeschrieben. 

16)  Denominatio  ist  also  hier  Nichts  anderes  als  Quotient;  das  ist  die  Bedeutung, 
welche  das  Wort  bei  den  Abacisten  zu  haben  pflegt,  während  es  bei  den  Algorith- 
mikern  den  Nenner  eines  Bruches  bedeutet  (vergl.  meine  Mathem.  Beiträge  u.  s.  w. 
S.  208),  oder  die  Zahl  selbst,  von  der  zuvor  die  Rode  war.    Vergl.  Anmerkung  13. 

17)  Dass  eine  libra  =  40  solidi  ist  ganz  abweichend  von  den  Angaben,  welche 
man  sonst  zu  finden  pflegt.  Am  häufigsten  ist  1  libra=:  20  solidi,  dann  kommefl  bei 
Ducange^  Glossarium  mediae  et  infimae  latinitatis  (neueste  Ausgabe  Paris  1845,  Bd.  IV 
8.  100)  noch  einige  andere  Gleichungen  vor*.  Libra  =  22  soiidi,  libra  =  4S  solidi ^  aber 
nirgends  l  libra  =s 40  soiidi!  Vielleicht  ist  hier  eine  Doppel-Libra  gemeint,  was  mit- 
unter vorkommen  soll. 

18)  Damit  sind  die  Progressionen  gemeint,  also  dieselben  Sätze,  welche  bei 
Saa'o-ßosco  z.  B.  unter  der  Ueberschrift  progressio  vereinigt  sind.  Vergl.  Anmer- 
kung 7. 

19)  Die  den  Algoristeu,  Rechnern,  gegenübergestellten  Mathematiker  sind  selbst- 
verständlich die  mathematici  damnabiles ,  von  welchen  auch  das  römische  Recht  spricht, 
nämlich  die  Sterndeuter. 

20)  Auch  bei  Sacro-Bosco  {Hta^a  Mathematica  pag.  19)  ist  zwischen  der  Lehre  von 
den  Progressionen  und  der  Wurzelausziehung  ein  Abschnitt  IX.  Perambultan  ad  Radi- 
cton  Extractionem  eingeschoben,  welcher  sich  mit  den  Begriffen  der  linearen  Zahl,  der 
Oberflächenzahl  und  der  Körperzahl  beschäftigt.  Allein  zwischen  Sacro»Bosco  und 
dem  Verfasser  unseres  Codex  findet  derselbe  Gegensatz  statt,  welcher  in  diesem 
Theile  der  Arithmetik  zwischen  den  beiden  griechischen  Zahlentheoretikem  des 
2.  Jahrhunderts  nach  Chr.  Geb.,  zwischen  Theon  von  Smyrna  und  Nikomachus 
existirt.  Sacro-Bosco,  ebenso  wie  Theon  von  Smyrna,  nennt  das  Ptodw^V.  nqw 
zwei  Factoren  Oberflächenzahl,  das  von  drei  Factoren KorpeTza\\\ ,  \\Ti^^<^¥i^\)^^v:\- 
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tionen ,  wie  sie  die  naturgemässen  sind ,  sind  auch  wohl  die  alt-ursprünglichen,  wenig- 
stens stimmen  sie  mit  den  im  platonischen  Timäus  vorgetragenen  Sätzen  überein. 
Nikomachus  dagegen ,  nach  ihm  Boethius  in  seiner  Arithmetik  und  auch  unser 
I  Autor  rechnen  schon  die  Dreieckszahlen  zu  den  Oberflächenzajilen,  welche  daher  bei 

ihnen  identisch  mit  Vieleckszahlen  sind  und  ebenso  rechnen  sie  die  Pyramidalzahlen 
bereits  zu  den  Körperzahlen.  Von  dem  Unsinne ,  den  unser  Autor  auf  eigene  Faust 
hinzufügt,  vergl.  weiter  unten  die  Anmerkungen  21,  22,  23,  25,  26. 

21)  Die  Verwechslung  dessen  ,  was  Quadrat  und  Cubikzahl  ist ,  beginnt  hier. 

22)  Tres  dimensumes  gieht  hier  offenbar  keinen  Sinn;  entweder  müssen  2  oder 
4  Dimensionen  gemeint  sein. 

I  23)  Soll  heissen  quadratus. 

24)  Das  Wort  ordines  ist  am  Rande  ergänzt. 

25)  Soll  heissen  cuhicus, 
!                               26)  Soll  heissen  vm. 

j  27)  Die  Worte :  Modo  die  septies  8  ertott  56  sind  am  Rande  ergänzt. 

i  28)  Die  Worte  :  ab  his  subtrahe  septies  7  et  remtment  tstae  figiirae  13  sind  am  Rande 

ergänzt. 

29)  Die  Neunerprobe  ist  den  Algorithmikern  eigen,  während  sie  bei  den  Aba- 
I                         eisten  zu  fehlen  pflegt. 

30)  Im  Texte  folgt  hier  zum  zweiten  Male  et  tnuitipiicantis ,  welches  aber  durch- 
strichen ist. 

31)  Diese  Stelle  beweist ,  dass  unser  Autor  «auf  einem  Sandbrette  zu  rechnen 
pflegte ,  wie  es  vordem  in  häutigem  Gebrauche  war.  Später  benutzte  man  eine  weisse 
Tafel,  auf  welcher  die  Schriftzüge  leicht  aufgewischt  werden  konnten.  \ ar^.  Leonardo 
PhanuSf  Opera  I,  pag.  7  (Roma  1857):  Scriötmtur  in  tabula  dealbata,  in  qua  lUtere 
lerntet'  deleantur, 

32)  Der  mittelalterlich-mystische  Inhalt  dieses  zweiten  Theiles  der  vorliegenden 
Schrift  dürfte  gerade  für  Mathematiker,  welche  an  derartige  barocke  Aussprüche 
nicht  gewöhnt  sind,  hinlängliches  Interesse  bieten,  um  den  Abdruck  desselben 
gleichfalls  zu  rechtfertigen.     Ich  bemerke ,  dass  die  vielen  Bibelstellen ,  welche  vor- 

^  kommen,  nur  durch  die  Anfangsbuchstaben  der  betreffenden  Worte  angedeutet  sind, 
deren  Interpretation  also  mit  Hülfe  sogen.  Concordanticn  versucht  werden  musste. 
Zweimal  ist  es  mir  nicht  gelungen ,  die  angezogene  Stelle  aufzufinden,  weshalb  auch 
im  Abdrucke  nur  Anfangsbuchstaben  stehen. 

33)  Dieses  bezieht  sich  auf  Heseki  e  1 IX,  4.  Der  Buchstabe  tav^  mit  welchem 
das  Zeichen  des  Kreutzes  auf  die  Stirne  der  Rechtschaffenen  und  Frommen  gemacht 
werden  soll,  bedeutet  übrigens  in  hebräischer  Zahlbezeichnung  nicht  300,  sondern 
400.  Der  folgende  Satz  des  Textes :  Pei'  thav  CCC  intelliguntw  ist  also  der  Unwissen- 
heit des  Verfassers  entschlüpft.  Das  Wort  trinitatis  ist  übrigens  am  Rande  erst 
ergänzt. 

34)  Das  Wort  par  ist  am  Rande  ergänzt. 

35)  Bekanntlich  ist  der  hier  angegebene  Grund  für  die  Heiligkeit  der  Zahl  6 
sonst  als  Definition  der  vollkommenen  Zahlen  angeführt,  und  von  der  Vollkommen- 
heit zur  Heiligkeit  ist  der  Uebergang  leicht. 


l  36)  Das  Wort  filii  ist  am  Rande  ergänzt. 


II. 

lieber  die  idealen  Primfactoren  der  complexen  Zahlen, 

welche  ans  den  Wurzeln  einer  beliebigen  irreductiblen 

Gleichung  rational  gebildet  sind. 

Von 

Dr  Eduard  Selling, 

Ausserord.  Prof.  an  der  Universität  Würzburg. 


I. 

Es  sollen  im  Folgenden  die  complex  •  irrationalen  Zahlen  behandelt 
werden ,  welche  aus  den  Warzeln  ^| ,  g^.  •  .Qn  einer  irreductiblen  algebra- 
ischen Gleichung  Ä«  =  cr^  j^"  +  a,  af^"^  +  . . .  +  o«  =  0  rational  gebildet 
sind ,  und  zwar  soll  die  Zerlegung  dieser  Zahlen  in  ihre  idealen  Prim- 
factoren in  völliger  Analogie  mit  der  von  Kummer  in  Bezug  auf  die  aus 
Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  Zahlen  durchgeführten  Theorie  entwickelt 
werden.  Diese  Zahlen  spielen  seit  der  zweiten  Gauss 'sehen  Abhandlung 
über  die  biquadratischen  Reste ,  wenn  auch  oft  nur  verborgen  oder  durch 
ganz  specielle  Fälle  vertreten,  eine  bedeutende  Rolle  in  der  mathe- 
matischen Literatur.  Sowohl  die  Scheu ,  die  grossen  mit  der  Theorie  dieser 
Zahlen  zusammenhängenden  Fragen  zu  berühren,  als  die  Kenntniss  davon, 
dass  Herr  Kronecker  dieselben  Untersuchungen  seit  lange  pflege  und 
bereits  alle  Schwierigkeiten,  die  mir  zunächst  ein  Ziel  gesetzt  hatten,  tiber- 
wunden habe  und  die  Hoffnung,  dass  das  mathematische  Publikum  sich 
bald  einer  ausgedehnten  Veröffentlichung  seiner  Resultate  zu  erfreuen  habe, 
hatte  mich  bisher  abgehalten,  diese  in  geringerer  Allgemeinheit  schon  im 
Herbste  1850,  noch  bevor  mir  die  Kummer 'sehe  Abhandlung  von  1859  über 
di6  Reciprocitätsgesetze  bekannt  sein  konnte ,  ausgearbeitete  Untersuchung 
zu  veröffentlichen. 

Ich  beschränke  mich  auf  die  Annahme,  dass  die  Coefficienten  a  in  Rn 
gewöhnliche  ganze  Zahlen  sind  und  zwar  sollen  dieselben  ohne  einen  allen 
gemeinsamen  Divisor  angenommen  werden.     Die  so  b«&c\\xliktvV\.^  Y^^^Na^"^ 
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/?n  soll  sich  in  ebenso  beschrankte  Functionen  als  Factoren  nicht  zerlegen 
lassen,  welche  Eigenschaft  ich  hier  mit  dem  Beiwort  irrediictibel  bezeichne. 

Zunächst  können  alle  rationalen  Functionen  der  Wurzeln  ^, ,  Qt  .  >  -  Qh 
als  ganze  Functionen  derselben  dargestellt  werden,  deren  Coefficienten 
rational  sind,  wenn  die  Coefficienten  der  gegebenen  rationalen  Functionen, 
wie  angenommen  werden  soll,  rational  waren.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man 
nur  in  jeder  einfach  gebrochenen  Function  Zahler  und  Neuner  mit  Pro- 
ducten  von  Functionen  zu  multipliciren,  welche  durch  Permutation  der 
Wurzeln  q  aus  dem  gegebenen  Nenner  hervorgehen  und  den  neuen  Nenner 
zu  einer  symmetrischen  Function  der  Wurzeln  (i,  also  zu  einer  rationalen 
Zahl  machen. 

Aus  einer  solchen  Function  ist  man  ferner  jedenfalls  im  Stande,  eine 
beliebige  Wurzel  z.  B.  ^|  ganz,  von  einer  zweiten  z.  B.  p,  die  zweite  und 
alle  höheren,  im  Allgemeinen  von  qa  die  h^''  und  alle  höheren  Potenzen 
zu  eliminiren.  Dividirt  man  nämlich  die  Function  R„  durch  (x — PA-fi) 
(^  —  pA+2)  •  •  •  (•''^  —  Qn)y  so  giebt  der  Quotient,  gleich  Null  gesetzt,  eine 
Gleichung  vom  Grade  ä,  denen  Coefficicnlon  ganze  Functionen  von  ^^^.i, 
PA-f2  •  • .  9«  und  deren  Wurzeln  die  h  übrigen  Wurzeln  9  sind.  Mittels  dieser 
durch  /?A  =  0  zu  bezeichnenden  Gleichung  ist  die  Reduction  von  Qk  auf  die 
(h  —  1)'®  Potenz  auszuführen.  Die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen 
von  Qk  bleiben  dabei  ganze,  wenn  auch  im  Allgemeinen  nicht  ganzzahlige 
Functionen  von  (fA^\  bis  ^,  da  der  Coefficient  von  x^  in  B^  diese  Wnrzeln 
nicht  enthält. 

Bei  vielen  Klassen  von  Gleichungen  tritt  nnn  aber  der  Fall  ein ,  dass 
von  den  aus  ihnen  abzuleitenden  Gleichungen  B^  =  0  einige  durch  Gleich- 
nngeu  niedrigerer  Grade  ersetzt  werden  können,  deren  Coefficienten  auch 
rational  aus  Qh^\  bis  pn  gebildet  sind.  So  können  für  A  ==  1  bis  A  :^  n  —  1 
Gleichungen  vom  ersten  Grad  aufgestellt  werden  bei  den  Kreistbeilungs- 
gleichnngen  und  den  nach  Kronecker  auf  diese  zurückzuführenden 
AbeTschen  Gleichungen  mit  ganzzahligen  Coefficienten,  für  A  =  1  bis 
Ä  =  w  —  2  Gleichungen  vom  ersten  Grad  bei  den  algebraisch  auflösbaren 
Gleichungen  mit  ganzzahligen  Coefficienten  und  von  einem  Primzahlgrade. 
Wenn  es  eine  Gleichung  giebt,  deren  Coefficienten  nur  die  Wurzeln  ^;i^i 
bis  Q„  enthalten,  und  welche  einen  Divisor  mit  der  Gleichung  /?>i=0  ge- 
nieinsam  hat,  so  lässt  sich  der  gemeinsame  Divisor  vom  höchsten  Grad  ge- 
trennt darstellen  mit  Coefficienten,  welche  ebenfalls  nur  die  Wurzeln  ^^^i 
bis  pn  enthalten.  Als  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  x  lässt  sich 
hierin  immer  eine  gewöhnliche  ganze  Zahl  annehmen,  denn  der  Multi- 
plicator,  welcher  nötbig  ist,  um  im  Quotienten  zweier  ganzer  FunctioÄen 
von  Qj,^i  bis  Qn  den  Nenner  rational  zu  machen  ,  enthält  die  Wurzeln  ^| 
bis  p/i  symmetrisch ,  welche  demnach  aus  ihm ,  also  auch  aus  dem  neuen 
Zähler  ganz  entfernt  werden  können ,  etwa  mittels  der  durch  die  Coeffi- 
cienten der  Gleichung  i?^  =  0  gegebenen  bymmetrischen  Functionen  dieser 
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Wurzeln.  Ist  5;  =  0  eine  solche  in  der  Gleichung  Bjk  '=■  0  enthal- 
tene  Gleichung,   deren   Wurzeln  ich    mit  Q/^y    Qh—i-'-Qh^i-^i  bezeichne, 

o 

80    können    jedenfalls     die    Gleichungen    Si  =  0,    5,_i  = —  =  0, 

^ —  Qh 

Si-.2= r-T ^  =  0  etc.  zur  Eeduction  von  respective  p^,  Oh-u 

^4.2  etc.  auf  die  Grade  i  —  1,  i — 2,  i — 3  etc.  dienen,  es  ist  jedoch  möglich, 
dass  auch  diese  Gleichungen  von  der  zweiten  oder  dritten  etc.  an  wieder 
in  Divisoren  niedrigerer  Grade  zerfallen,  deren  Coefficieuteu  auch  nur 
Functionen  von  respective  den  Wurzeln  p^  bis  p„,  pÄ_i  bis  p„  etc.  sind,  welche 
Divisoren  dann  anstatt  der  Gleichungen  5£_i  =  0,  Si_2  =  0  etc.  zur  Re- 
duction  ihrer  Wurzeln  zu  benutzen  sind  etc.  Analoges,  wie  für  diese 
f  Wurzeln  wird  noch  für  andere  Gruppen  von  /r,  /  etc.  Wurzehi  aus  den 
n — h  —  t  noch  übrigen  stattfinden,  wobei  in  den  Coefficienten  einer  für 
irgend  eine  Wurzel  q  geltenden  Gleichung  immer  alle  Wurzeln  q  mit 
höherem  Index  vorkommen  dürfen. 

Die  Anzahl  m  von  Producten  von  Potenzen  verschiedener  Wurzeln  p 
je  mit  rationalen  Coefficienten,  welche  eine  Function /*  (9,,  Qf..Qn)  als 
ganze  Function  dargestellt,  nach  all  diesen  Reductionen,  welche  bei  den 
Wurzeln  q  mit  dem  niedrigsten  Index  zu  beginnen  haben,  noch  besitzen 
kann,  ist  gleich  dem  Producte  der  Anzahlen  der  verschiedenen  Potenzen, 
mit  Einschluss  der  pullten,  in  welchen  die  einzelnen  Wurzeln  g  noch  vor- 
kommen können,  also  höchstens  gleich  1.2.3.... n,  im  Allgemeinen  gleich 
einer  Zahl,  welche  aus  diesem  Producte  dadurch  hervorgeht,  dass  man 
Producte  von  bestimmten  t,  k,  l  etc.  aufeinanderfolgenden Factoren  desselben 
ersetzt  durch  die  Producte  1  .  2  ....  1,  1 .  2  ....  /r,  1.2..../  etc.  und  in 
diesen  wieder  Producte  von  x,  X  etc.  auf  einander  folgenden  Factoren  durch 
die  Producte  1  .  2  ....  x,  1  .  2  ....  A  etc.  Jedenfalls  ist  also  die  gesuchte 
Anzahl  m  ein  Divisor  von  1  .  2  . .  .  .  ;i. 

In  der  nun  besprochenen  Form,  welche  ich  die  normale  nenne,  und 
welche  offenbar  von  der  zum  Theil  willkürlichen  Annahme  der  Reihenfolge 
der  Wnrzeln  ^  abhängt,  hat  jede,  immer  als  rationale  angenommene 
Function  der  Wurzeln  q  die  Eigenschaft,  nicht  anders  gleich  Null  sein  zu 
können  als  indem  alle  ihre  Coefficienten  gleich  Null  sind.  £s  soll  nämlich 
immer  angenommen  werden,  dass  zur  Reduction  jeder  Wurzel  die  Gleich- 
ung vom  möglichst  niedrigen  Grade  angewandt  worden  ist.  Würde 
nun,  ohne  dass  alle  Coefficienten  in  /*(^|,  ^f  •  •  •  ^n)  gleich  Null  sind, 
fiQx^  ^f  •••^fi)  =  0  sein,  so  würde  diese  Gleichung  selbst  eine  unbenutzt 
gebliebene  Gleichung  sein,  mittelst  deren  die  höchste  darin  vorkommende 
Potenz  der  Wurzel  q  von  dem  niedrigsten  Index,  welche  darin  vor- 
kommt, noch  hätte  eliminirt  werden  können.  Functionen  der  Wurzeln 
g  in  der  normalen  Form  nenne  ich  complexe  Zahlen.  Es  können 
also  zwei  complexe  Zahlen  nur  dann   einander  ^\q\Ocl  ^«\\i^ 
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wenn  ihre  tn  einzelneu  Cocfficienton  respective  einander 
gleich   sind. 

Es  seien  9^  ■  |i  q\^2  —  ^i  beliebige  in  beliebiger  Reihenfolge  genom- 
men n  —  h  aus  den  n  Wurzeln  g  und  bedeute  Ä^  ,  S^  ^  etc.  die  aus  respec- 
tive Rh  i  Si  etc.  durch  die  Verwandlung  der  Wurzeln  p  in  die  Wurzeln  pW 
von  demselben  Index  entstehenden  Functionen.  Wenn  nun  die  Gleichung 
Ä;i=  0  in  zwei  Factoren  Si=  0  und  7^^%=  0  von  den  Graden  1  und  h  —  i 
und  mit  Functionen  von  qj^i  bis  Qn  &ls  Coefficienten  zerfallt,  so  zerflillt  die 

Gleichung/?^  -'c^  0  in  die  zwei  Factoren  5^  ^=0  und  J^.=  0,  deren 
Coefficienten  wie  die  von  Rj^  Functionen  von  gj^  bis  q^  sind ;  denn  das 
Product  von  S'^  und  T^^  wird  sich  durch  die  Gleichungen  R]^{  =  0, 
R^I^^  =  0,,..R^^^=0,    Rn=^0  in    dieselbe  Form  Ä^^^  als  Function  der 

Wurzeln  pW  bringen  lassen,  welche  Ä/j  als  Function  der  Wurzeln  q  hat, 
und  in  welche  das  Product  von  5,-  und  T^-^i  als  durch  die  Gleichungen 
Rk^i  =  0,  Ra^2==  0, . . .  7?„«i  =  0,  /?n  =  0  gebracht  angesehen  werden  kann. 
Nur  wenn  h  der  grösste  Index  ist,    bei  welchem  R^  in  der  betrachteten 

Weise  zerfällbar  ist,  können  als  p^ ,  ^  bis  9^  ^  beliebige  n — h  Wurzeln  q  ab 
den  Wurzeln  Qjt^\  bis  gn  entsprechend  angenommen  werden,  durch  diese 
ist  dann  eine  Gruppe  von  /Wurzeln  pJ_J. ,  bis  g)^  'bestimmt,  welche  in  noch 
willkürlicher  Reihenfolge  den  f  Wurzeln  gk—i-^i  bis  gk  entsprechen.  Die 
analoge  Behauptung  gilt,  wenn  eine  der  Gleichungen  S,_i  :^^  0,  5/— 2  =  0  etc. 
wieder  in  Factoren  zerfällt  etc.    Wenn  in  dieser  Weise  zwischen  den  Wur- 

zeln  g^  1  ^2  •  *  *  ^n  dieselben  zur  Heduction  zu  benutzenden  Gleichungen 
bestehen,  wie  zwischen  den  Wurzeln  Pit  Pt,  •  .  •  pn  von  respective  denselben 
Indexen,  so  nenne  ich  diese  beiden  Reihenfolgen  der  Wurzeln  g  con- 
jugirt.  Um  alle  zu  der  ursprünglichen  conjugirten  Reihenfolgen  zu  er- 
halten, ist  gu  mit  allen  Wurzeln  p,  den  Wurzeln  von  /^„  =  0  zu  vertauschen. 

Nachdem  statt  dieser  eine  bestimmte  Wurzel  g    ^genommen  ist,  wird  an  die 

erst  von  ^«^1  eingenommene  Stelle  irgend  eine  Wurzel  g^^J^  von  Ä^jj  =  0 
gesetzt  etc.,  endlich  an  die  erst  von  gj^i  eingenommene  Stelle  irgend  eine 
Wurzel  pL.j  von  ÄJ^^j=0,  dann  an  die  erst  von  94  eingenommene  Stelle 

irgend  eine  Wurzel  (»^  ^  von  5^  ^;=  0  etc.  Die  Anzahl  aller  con- 
jugirten Reihenfolgen  wird  demnach  gleich  dem  Product  der  Grade 
der  Gleichungen,  welche  zur  Reduction  für  gn^  ^n^if  . .  .  Pf ,  pt  zu  dienen 
haben,  also  gleich  der  Anzahl  m  der  willkürlichen  Coefficien- 
ten einer  com plexen  Zahl.    Die  m  coraplexen  Zahlen,   welche  durch 
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Vertauschang  der  m  conjngirten  Reihenfolgen  der  q  aus  einander  liervor- 
gchen,  nenne  ich  conjugirte  complexe  Zahlen.  Die  symmetrischen 
Functionen  dieser  m  Zahlen  sind  symmetrische  Functionen  aller  n  Wurzeln^, 
denn  es  ist  durch  den  Schluss  von  v  —  1  auf  v  zu  zeigen,  dass  die  symme- 
trischen Functionen  der  conjngirten  Zahlen ,  welche  durch  die  zulässigen 
Vertauschungen  der  Wurzeln  Qi  bis  qv  aus  /"(pi,  ^f,  •  • .  Qn)  hervorgehen, 
symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  ^i  bis  gv  sind.  Es  giebt  also  eine 
Gleichung  vom  Grade  m,  deren  Coefficienten  rational  und  deren  Wurzeln 

1  .  2  .  . .  .  /< 
die  m  betrachteten    conjngirten   complexcn  Zahlen  sind.     Die    - — ' ' '  * 

durch   alle  Permutationen  der  Wurzeln  q  aus  einer  complexen  Zahl  her- 

1  •  2», ,  ,n 
vorgehenden  Functionen  der  Wurzeln  q  zerfallen  in  - — ^ — -^ —  Gruppen 

von  je  m  conjngirten  Zahlen,  wobei  k  die  Anzahl  der  zur  Heduction  zu  be- 
nutzenden Gleichungen  vom  ersten  Grad  bezeichnet,  durch  welche  die  be- 
troffenden Wurzeln  ganz  oliminirt  werden.  Wenn  eine  der  Gleichungen 
S/=  0,  Si^i  =  0  etc.  eine  weitere  Zerlegung  in  Factoren  als  bisher  zuliesse, 
«ach  Adjunctiun  von  Wurzeln  von  7A-.i=0,  d.  h.  nachdem  man  in  die 
Coefficienten  der  Factoren  auch  diese  Wurzeln  hätte  eintreten  lassen  oder 
wenn  Aehnliches  in  anderen  abgeleiteten  Gleichungen  stattfände ,  wäre  es 
möglich,  dass  die  Zahl  m  durch  eine  kleinere  Zahl  ersetzt  werden  könnte, 
dadurch ,  dass  man  anstatt  der  Gleichung  <S<=  0  einen  anderen  Factor  der 
Gleichung  lih=0  zuerst  benutzte,  oder  das  Aehnliche  mit  anderen  abge- 
leiteten Gleichungen  vornähme.  Da  die  Anzahl  der  denkbaren  Reihen- 
folgen dieser  Gleichungen  eine  endliche  ist,  so  wird  sich  immer  diejenige 
Reihenfolge  derselben  finden  lassen,  welche  zum  kleinsten  Werth  von  m 
führt,  wenn  man  überhaupt  die  Auflösbarkeit  unserer  Gleichungen  in 
Factoren  der  betrachteten  Art  entscheiden  kann ,  wozu  zwar  allgemeine, 
sogar  directe,  aber  praktisch  ganz  unausführbare  Methoden  angegeben 
werden  können.  Uebrigens  ist  sowohl  das  Bisherige  als  das  Folgende 
nicht  von  der  Annahme  abhängig,  dass  m  den  kleinsten  in  dieser  Art  mög- 
lichen Werth  habe ,  es  dürfen  nur  die  zur  Rcduction  für  gv  dienenden 
Gleichungen  nicht  weiter  in  Factoren  zerlegbar  sein,  deren  Coefficienten 
nur  Q9^i  bis  q^  enthalten. 

Sind  zwei  von  den  m  conjugirten  Zahlen  einander  gleich,   ist  z.  B. 

f(Qiy  Qti  •••^«)=/^(?i  >  ^2  »  •••^n  )'  ®®  niuss  dioso  Gleichung  identisch 
erfüllt  sein,  es  müssen,  nachdem  die  zweite  Zahl  in  die  normale  Form  der 
ersten  gebracht  worden  ist,  die  m  beiderseitigen  Coefficienten  respective 
einander  gleich  sein.     Führt  die  Vertauschung,  durch  welche  die  Reihen- 

folge  ^^  1^2  j  •••^»  ^^^  ^®'  ursprünglichen  ^, ,  ^,,  ...9«  hervorgeht, 
erst  nach  t  maliger  Anwendung  auf  die  je  dieselben  Stellen  einnehmenden 
Wurzeln  zu  der  ursprünglichen  Reihenfolge  zurück^  bo  &m^  dL^muouOti  mvok- 
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destens  je  t  von  den  m  conjagirten  Zahlen  einander  gleich.   Nimmt  man  je 

eine  aus  je  /  solchen  Zahlen,  so  sind  die  symmetrischen  Functionen  der  — 

so  erhaltenen  conjngirten  complexen  Zahlen  ebenfalls  symmetrische  Func- 
tionen aller  Wurzeln  q. 

Jedes  Product  von  m  oder  weniger  conjugirten  complexen  Zahlen, 
welches  eine  rationale  Zahl  ist,  bezeichne  ich  als  Norm  dieser  complexen 
Zahlen ,  wobei  die  Anzahl  der  Factoren  besonders  anzugeben  ist. 

Ausser  der  hier  aufgestellten  normalen  Form  Hessen  sich  die  zu  be- 
trachtenden complexen  Zahlen  noch  in  mannigfachen  anderen  Formen  be- 
bandeln, welche  bei  speciellcn  Untersuchungen  besondere  Vortheile  ge- 
währen, jedoch  im  Allgemeinen  willkürlicher  und  weniger  unmittelbar 
erscheinen  und  zu  dem  zunächst  hier  Durchzuführenden  noch  nicht 
nothwendig  sind.  Insbesondere  Hessen  sich  alle  hier  betrachteten  com- 
plexen Zahlen  als  ganze  Functionen  jeder  m  werthigen  solchen  Zahl  dar- 
steHen.  Setzt  man  die  für  diese  geltende  Gleichung  vom  Grade  m  an  die 
Stelle  der  Gleichung  /?„=  ^i  so  erkennt  man  diese  Form  als  eine  specielle 
der  hier  behandelten.  Da  die  Functionen  der  Wurzeln  mehrerer  irre- 
ductibler  Gleichungen  sich  ebenfalls  als  ganze  Functionen  einer  solchen 
Function  darstellen  lassen,  ist  auch  die  Theorie  solcher  Functionen  in 
einem  gewissen  Umfange  in  der  vorliegenden  Darstellung  enthalten. 

II. 

Ich  gehe  nun  mit  Unterdrückung  der  früher  hier  eingeschalteten  Auf- 
suchung der  Zahlen ,  welche  durch  die  gewöhnlichen  Methoden  in  Factoren 
zerlegt  werden  können  (deren  Classenanzahl  =1  ist),  unmittelbar  zur 
Theorie  der  idealen  Primfactoren  unserer  Zahlen  über,  deren  Einführung 
sich  nun  im  Verlauf  von  selbst  rechtfertigen  soll.  £s  ist  dabei  die  Gleich- 
ung /?„  r=  0  als  Congrnenz  zu  betrachten  nach  den  verschiedenen 
gewöhnlichen  Primzahlen  und  ihren  Potenzen  als  Moduln,  weshalb 
über  Congruenzen  im  Allgemeinen  Einiges  vorauszuschicken  ist.  Es 
sei  Rn=  a,x^  +  a,  x"-«  + .  .  .  +  a„=  (6o  a:^  +  6,  J'^  +  , ,  ,  +  bß)  {c,x^-fi 
+  c,a:"""P-"^  +  .. .+  c„^ß)  +  pf^F{x)^  wobei  p  eine  gewöhnliche  Primzahl, 
II  eine  positive  ganze,  die  Coefficienten  b  und  c  rationale  Zahlen,  F{x) 
eine  beliebige  ganze  ganzzahlige  Function  von  x  sei,  so  können,  wie  dies 
von  den  Coefficienten  a  vorausgesetzt  wird,  auch  die  Coefficienten  6,  ebenso 
die  Coefficienten  c  weder  Potenzen  von  p  im  Nenner  enthalten,  noch  alle 
eine  solche  Potenz  als  gemeinsamen  Divisor  besitzen,  es  sei  denn,  was 
vermieden  werden  kann,  da§s  eine  solche  Potenz  Divisor  aller  c  und 
Nenner  der  b  oder  umgekehrt  sei;  denn,  wenn  k  der  niedrigste  Index  ist, 
für  welchen  bx  einen  Factor  />*,  und  v  der  niederste  Index ,  für  welchen  cv 
einen  Factor  p^  enthalt ,  wo  h  und  i  die  kleinsten  auch  negativen  als  vor- 
kommend gedachten  Exponenten  bezeichnen,  so  wird  der  Coefficient  von 
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x^'*'~^  in  dem  entwickelten  Product  p*+*  und  werden  alle  anderen  Coeffi- 
eienten  in  demselben  dieselbe  oder  eine  höhere  Potenz  von  p  als  Factor 
enthalten.  Es  muss  also  A  +  i  •=  0  sein,  was  zu  beweisen  war.  Coefficien- 
ten  b  oder  c  mit  anderen  Factoren  im  Nenner  können  auf  bekannte  Weise 
durch  ganze  Zahlen  ersetzt  werden.  Man  schreibt  für  obige  Gleichung 
kürzer  Ä„=  (^0^''+  •••  +  ^ß)  {^0^""^+  •••  +  <^n-/J)  (modp^),  nennt  /?„ 
congruent  dem  Product  dieser  Functionen,  theilbar  durch  diese  Functionen, 
diese  selbst  Factoren  von  Rn,  Alles  nach  dem  Modul //A^.  Ist  0{x)  eine 
solche  ganze  ganzzahlige  Function  vom  Grade  /,  welche  sich  nach  dem 
Modul  p  nicht  in  Factoren  zerlegen  liisst,  so  nennt  man  die  Congruenz 
<P(.t')  ^0  (mocf/>)  irreductibel.  Ich  benutze  hier  die  von  Galois  (^Bulletin 
de  Ferussac^  T.  XIII,  wieder  abgedruckt  in  Liouville's  Journal  T.  XI) 
eingeführte,  mir  nur  aus  der  Darstellung  von  Serret  (Coiirs  d" Algehre  su- 
peneure,  2"**  ed.)  bekannte  Theorie  der  imaginären  Congruenzwurzeln, 
welche  mir  hier  eine  für  alle  Fälle  gleichmässige  einfache  Ausdrucksweise 
gestattet.  Man  vergleiche  darüber  auch  eine  Abhandlung  von  Schöne- 
mann, Crelle's  Journal  Bd.  31  und  32  und  von  Dedekind,  dasselbe 
Journal  Bd.  54. 

Wurzel  der  Congruenz  O  (x) ^^  0  (moä p)  kann  nach  den  Annahmen 
keine  rationale  Zahl  sein,  es  steht  zwar  nichts  im  Wege,  als  solche  eine 
wirkliche  irrationale  reelle  oder  complexe  Zahl  sich  zu  denken,  jedoch 
auch  abgesehen  davon  führen  wir  ein  Symbol  ^  für  eine  solche  Wurzel  ein 
und  nennen  diese  eine  imaginäre  Congruenzwurzel.  Eine  Congruenz 
f{j):=0  {mod  p)  soll  dann  lediglich  ein  abkürzender  Ausdruck  für 
f{x)^  <I>(x)  f{x)  (modp)  sein,  wo  f(x)  und  F(x)  ganze  ganzzahlige 
Functionen  der  willkürlich  Veränderlichen  x  darstellen.  Da  keine  solche 
Function  mit  O  (x)  nach  dem  Modul  p  einen  anderen  Divisor  als  <Z>  {x) 
selbst  oder  die  Einheit  gemein  haben  kann,  ist  es  gerechtfertigt,  dass  hier 
*  zunächst  eine  Unterscheidung  .zwischen  etwaigen  verschiedenen  Wurzeln 
von  <P(x)  ==0  (mod p)  nicht  gemacht  wird,  wenn  nur  in  derselben  Formel y 
immer  dieselbe  Wurzel  bezeichnet.  Ist  f^  (x)  eine  eben  solche  Function 
wie  f{x)^  ist  also  ausser /"OO^O  {mod p)  auch/*,  (J)^0  {modp)y  so  ist 
auch  f(J)  +  f\  U)  ^  ö  (^odp)y  *st  ausserdem  /*,  {x)  eine  beliebige  ganze 
ganzzahlige  Function ,  so  ist  auch  f{J) .  /*,  (J)  ^  0  (modp).  Auf  zwei  ganze 
ganzzahlige  Functionen  vony  lässt  sich  immer  die  Methode  des  grössten 
gemeinsamen  Divisors  anwenden,  wobei  die  einzelnen  Dividenden  und 
Divisoren  um  Producte  von  p  oder  O  (j)  in  beliebige  ganze  ganzzahlige 
Functionen  von y  vermehrt  oder  vermindert,  mit  beliebigen  durch  p  nicht 
tbeilbaren  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen  multiplicirt  werden  können.  Man 
wird ,  den  Grad  der  Functionen  successive  verringernd ,  jederzeit  auf  einen 
Keat  Nnl!  kommen  können.  Ist  der  letzte  Divisor  eine  gewöhnliche,  natür- 
lich durch  p  nicht  theilbare  Zahl,  so  haben  die  zwei  Functionen  nach  dem 
Modul  p  keinen  gemeinsamen  Divisor  ausser    der  EmWvt  oti^t  %.\i^«x«Vk 


24  Ueber  die  Primfactoren  der  complexen  Zahlen  etc. 

durch  p  nicht  theilharen  gewöhnlichen  gansen  Zahlen,  welche  hier  Tpn 
keiner  anderen  Bedentnng  sind ,  als  die  Einheit.  Dnreh  Anwendung  dieser 
Methode  auf  die  Functionen  f(j)  und  O  (J)  lässt  sich  au  jeder  gansen  gans- 
sahligen  Function /'Q'),  welche  nicht  durch  ;»  theilbar,  nicht  ^  0  (moi//i) 
ist,  eine  zugehörige  Function  ^0)  finden,  sodass  f(j)  •  ^(J)  ^  ^  {modp) 

ist.    Unter  dem  Quotienten         >  ist  diese  Function    ^^  {j)  zu   verstehen. 

Das  Product  zweier  Functionen  f{j)  und  g)  (/)  kann  nicht  durch  p  theilbar 
sein,  ohne  dass  eine  derselben,  z.  B.  <p{j)  durch  p  theilbar  ist,  da,  wenn 
f  (J)  nicht  durch  p  theilbar,  9  (j)  ^=q>{J)f  U)  •  ^ (/)  {jnodp)  ist.  Jede  ganze 
Function  von  j  lässt  sich  auf  eine  Function  Tom  Grade  l  —  1  reduciren, 
und  eine  solche  kann  nur  dann  ^0  {modp)  sein,  wenn  ihre  I  Coef&cienten 
^0  {modp)  sind,  da  sie  auf  keine  andere  Weise  durch  0(J)  theilbar  sein 
kann  nach  dem  Modul  p.  Die  {p^ —  l)**  Potenz  jeder  ganzen  ganzzahligen 
nicht  durch  p  theilbaren  Function  f{j)  ist  ^  i  {modp\  welcher  Satz  nichts 
ist  als  der  Fermat'sche  Satz  auf  diese  Functionen  ausgedehnt,  und  ebenso 
bewiesen  werden  kann,  wie  dieser  fQr  gewöhnliche  Zahlen,  z.  B.  dadurch, 
dass  die  Producte  von  f{j)  in  alle  p^  —  1  weder  unter  einander,  noch  der 
Null  congruenten  solchen  Functionen  wieder  alle  diese  Functionen  dar- 
stellen, dass  also  fU)^^"^  multiplicirt  mit  dem  Producte  dieser  Functionen 
congruent  ist  dem  Product  dieser  Functionen.  Dass  eine  Congruenz  nach 
dem  Modul  p,  wenn  ihre  Coefßcienten  gewöhnliche  ganze  Zahlen,  oder 
selbst  schon  Functionen  von  J  sind,  Dicht  mehr  Functionen  vonj  oder  einer 
ähnlichen  imaginären  Congruenzwurzel ,  als  ihr  Grad  beträgt,  als  Wurzeln 
zulässt,  ist  ganz  wie  für  gewöhnliche  Zahlen  zu  beweisen.  Die  Congruenz 
xP^'^^l  {modp)  hat  also  die  p' — l  überhaupt  möglichen  unter  sich  und 
der  Null  nicht  congruenten  Functionen  f{j)  und  nur  diese  zu  Wurzeln. 
Da  fiirj  selbst,  welches  eine  dieser  Functionen  ist,  keine  specielleren  Vor- 
aussetzungen gemacht  wurden,  so  folgt,  dass  alle  Wurzeln  aller  irre- 
ductiblen  Congruenzen  nach  dem  Modul  p  vom  Grade  i  Wurzeln  der  Con- 
gruenz xP^'^^  1  (mo4p)^  also  Functionen  /*C;)  sind.  Als  solche  Functionen 
f{j)  lasson  sich  auch  alle  Wurzeln  aller  irreductiblen  Congruenzen  nach 
dem  Modul  p,  deren  Grad  h  Divisor  von  t  ist,  und  nur  diese  ausdrücken; 
denn  diese  sind  Wurzeln  der  Congruenz  xv'^"^ — 1^0  (mot/p),  welche 
Divisor  der  Congruenz  x^^—^  —  1^0  (morfp)  ist,  wenn  h  Divisor  von  /, 
und  ist  f{j)  Wurzel  einer  irreductiblen  Congruenz  nach  dem  Modul  p  vom 
Grade  Ä,  so  lassen  sich  p* — 1  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  f{j) 
bilden,  welche  die  p* —  1  Wurzeln  der  Congruenz  x^-* —  1^0  (modp)^ 
und  gleichzeitig  als  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  j  Wurzeln  der  Con- 
gruenz x'*'""  ^ — 1^0  (mo(fp)  sind,  es  muss  also  die  erstere  Congruenz 
Divisor  der  letzteren  sein ,  was  nur  möglich ,  wenn  h  Divisor  von  t  ist 
Dass  es  bei  gegebenem  Modul  p  von  jedem  Grade  i  wirklich  irreductible 
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Congraenzen  giebt,  beweist  sieb  aus  dem  leicht  angebbaren  Ausdrucke  für 
die  Anzahl  aller  Wurzeln  aller  verschiedenen  irreductiblen  Congruenzen 
Yom  Grade  /•  Bezeichnet  man  mit  q>(t)  diese  Anzahl,  mit  2>  (/)  jeden 
Divisor  von  i  und  bezieht  sich  das  Snmmenzeichen  Z  auf  alle  solche  Divi- 
soren, ist  ferner  t=^a^.b^ .cy . ,  ,y  wo  a,  ft,  c, . . .  verschiedene  Primzahlen 
sind ,  so  ist  nach  dem  eben  Entwickelten ,  da  sich  offenbar  jede  Function 
f{j)  als  Wurzel  irgend  einer  und  nur  einer  irreductiblen  Congruenz  an- 
sehen IKsst,  p'— 1  =  2:9 [Z>(0]=2:<p[i> (fr'^.cy )]  +  Zfp[a  .  D  {ifi .cy ....)] 

+  . . .  +  Zqi  [«".  D[br  .cy  ,. . .)] ,  also ,  da  das  Analoge  auA  für  a  —  1  statt 

«  gilt,  p' — p^^=  £q>[a^.  D  {h^ .  cy ,  ...)]>  hieraus  durch  Wiederholung  des- 
selben Uebergangs  (p'— p«  j  —  \^p*_p^j  =  Ztp  [«"  .ifi  .D^c* )]  etc. 

bis  die  Primfactoren  von  t  erschöpft  sind.    Die  hier  auftretenden  Differenzen 

sind  off'enbar  immer  grösser  als  Null.    Man  erhält  schliesslich  für  tp  (t)  den 
t  t  i 

Ausdruck  p' —  Sp*+  Sp'^  —  Sp*"**H ...,  wo  unter  den  Summenzeichen 

S  für  a,  ab,  abCy ,  . ,  alle  Combinationen  von  1,  2,  3,  . . .  verschiedenen 
der  Primzahlen  üy  b,  c  etc.  zu  setzen  sind.  Die  übrigen  Wurzeln  von 
(P  (ar)  ^  0  {modp)  ausser  j  sind  /P,  j^^^ . .  .y^~\  denn  nach  einem  bekannten 
Schlüsse  ist  <I>  {xV^)  ^  O{x)'^(modp) ,  wenn  k  eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  ist,  indem  in  der  Entwickelung  der  (p*y«°  Potenz  des  Polynoms  0{x) 
alle  Producte  von  Potenzen  verschiedener  Glieder  c^xf*  desselben  mit  durch 
p  theilbaren  PolynomialcoefGcienten  multiplicirt  sind,  und  die  Potenzen 

c^ .x^r'^Cfji.  xP  ''(modp)  nach  dem  Fermat'schen  Satze  sind,  und  die 
angegebenen  Potenzen  von  J  sind  sämmtlich  von  einander  verschieden  nach 
dem  Modul  p,  da  ausserdem   für  einen  Werth  von  s  <^t  die  Congruenz 

j^  ^  ^fl^  {tnod p)  und  in  Folge  derselben  die  Congruenz  yp'"~*^  1  {mod  p) 
erfüllt  sein,  also y  Wurzel  einer  irreductiblen  Congruenz  sein  müsste,  deren 
Orad  von  t  verschieden  ist.  Aus  denselben  Gründen  sind  allgemein,  wenn 
f{j)  eine  Wurzel  einer  irreductiblen 'Congruenz  vom  Grade  Ä,  einem  Divisor 
von  t  ist ,  die  übrigen  Wurzeln  derselben  Congruenz  fU^t  fUY  i  •  •  •/'O')'*"*! 
oder,  was  nach  dem  Modul  p  dasselbe  ist,  fU'*)^  fU^*)*  •••/*C/'*~*)»  ^^ 
Producte  von  irreductiblen  Factoren  gleich  hoher  Grade  h  kann  man  die 
Congruenz  i{„^0  {modp)y  nachdem  man  aus  ihr  die  congruenten  Wurzeln 
entfernt  hat,  zerlegen  durch  Aufsuchung  derjenigen  ihrer  gemeinsamen 
Divisoren  mit  Congruenzen  xP^"^  — 1^0  (modp),  welche  nicht  schon  Divi- 
soren von  Congruenzen  äP  ~^ — 1^0  (mod  p)  sind,  in  denen  k  Divisor 
von  h.  Es  sei  nun  t  das  kleinstmögliche  Multiplum  aller  dabei  wirklich 
vorkommenden  Grade  h  und  sei  <2^  (o:)  ^  0  (modp)  eine  irreductible  Con- 
gruenz vom  Grade  /,  so  werden  sich  als  Functionen  f(^j)  einer  Wurzel  y 
dieser  Congruenz  alle  Wurzeln  der  Congruenz  i^n^Oi^modp^  ^%x^\.^^\x 
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Ijusen.  Für  diese  Functionen,  «ofern  »le  nicht  ^0  sind,  können  einfache 
Potensen  von^  angenommen  werden,  wenn^  eine  primitive  Wiirsel  der 
Cougrxieinz  ocP'''^^l{modp)  ist,  in  welchem  Falle  die  Exponenten  der- 
jenigen Potenzen  von^,  welche  Wurzeln   irrednetihler  Congrnenzen  Tom 

Grade  A  geben,  durch  -v theilbar  sind.    Hier  sollen   diese  Functionen 

p*  —  l 

al«  ganse  ganKzahlige  Functionen   (/—])'*'"  Grades  dargestellt   werden. 

Durch   Aufstellung    aller  p^ —  1   Functionen  f{j)  und  Vergleicliung    der 

Coefificienten  der    aufzulösenden  Cnngrnenzen   oder   der   Summen   gleich 

hoher   Potenzen    ihrer  Wurzeln    mit  den    analogen    aus   allen    zulässigen 

(irnppen   von   Functionen  f{j)  gehihleten  Werthen,   ist   die   Darstellung 

dieser   Wurzeln    durch  Functionen  f{j)  zu    finden,    wenn   dies   nicht    in 

directerer  Weise  möglich  sein  sollte. 

Es  sei  nun  q  eine  Primzahl,  welche  weder  im  Coefficient  a^  von  x*  in 

/?n,  noch  in  der  Discriminante,  dem  Product  der  Quadrate  der  Differenzen 

je  zweier  Wurzeln,  der  Gleichung  Rn=^0  als  Factor  enthalten  ist,  sodass 

die  Congruenz  Rn^O{modg)  wirklich  vom  n^'"  Grade  iht,  und  keine  con- 

gruenten  Wurzeln  zulässt.    Dann  lässt  sich  für  jede  positive  ganze  Zahl  fi 

iA  — 1  ß 

aus  jeder  Wurzel     r   der   Congruenz  /?„  ^  0  {mod  ^''"~*)    eine   Wurzel  r 
der   Congruenz   Ä«  ^  0    {mod  qi^)    ableiten ;     denn ,    setzt   man    r  ^    r 
+  5r**-*.y  {mod  q/^)j  so  geht  die  letztere  Congruenz  für  x  ==  r  über  in 

Ä,+!^.,«-,.;+j.^^.,.,-v+... 

l  d"  Rn       .       ,.  n. 

•••■•'  1 :2~Tn  rfP^ ^  "    ^" - " '"""' *  ^' 

worin  nach  dfn  Diiferentiationen  r  für  x  zu  setzen  ist.  Da  in  dieser 
Congruenz  alle  Coefficienten  höherer  Potenzen  von  y  durch  qf^  theilbar  sind, 
der  Coefficient  von  y  aber  nur  durch  qf*"^,  durch  welches  auch  das  erste 
Glied  theilbar  ist,  so  kann  man  beide  Seiten  der  Congruenz  sammt  dem 
Modul  durch  qf^'"^  dividiren  und  erhält  nach  der  Multiplication  mit  dem 
reciproken  Ausdruck  des  Coefficienten  von  y  eine  ganze  ganzzahlige 
Function  von^  für  y  nach  dem  Modul  q,  also  eine  eben  solche  Function  für 
mach  dem  Modul  g^,  sodass  sich,  wie  für  die  erste,  so  für  jede  |ü**  Potenz 
von  q  als  Modul  genau  n  Wurzeln  der  Congruenz  J?„  ^  0  angeben  lassen, 
welche  ich  mit  r^  r^^  »».r^  bezeichne. 

Wie  sich  nun  aus  der  Gleichung  /?„=  0  Gleichungen  Ä^==0  ableiten 

Hessen  durch  Division  mit  linearen  Fnctoren  von  i?«,  auf  dieselbe  Weise 

lassen  sich  für  jede  Potenz  von  q  als  Modul  aus  der  Congruenz  R^^O 

^ — <rnienzen  Ri^^O  ableiten,  deren  Wurzeln  h  Wurzeln  r,  z.  B.  r,  bis  r^ 

^d  deren  Coefficienten  ebenso  aus  deu  n  —  h  übrigen  Wurzeln  r,  wie 

^cienten  der  Gleichung  /?a=0  aus  den  Wurzeln  ^a+i  ^^^  Qn  g«- 

ind.    Wenn  die   Gleichung  /?a=0  wie  oben   einen  Factor  5^=0 
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enthält,  so  enthült  die  Coiigruenz  Ä/i^O  einen  Factor  Si^=0  von  dem- 
selben Grade,  dessen  Coefficienten  ebenso  aus  r^^i  bis  r^  gebildet  sind,  wie 
die  Coefficienten  in  5^=  0  aus  p^+i  ^^^  Pa*  Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf 
andere  solche  Factoren  und  Factoren  solcher  Factoren  etc.  leb  nehme  nun 
an,  dass  die  Wurzeln  Tj,  r,,  ...Ti,  eine  solche  Reihenfolge  bilden,  dass  die 
zur  Reduction  für  ^i,  ^t f  •••  ^n  benutzten  Gleichungen,   welche  alle   auch 

für  respective  p}  ',  ^^  \  ...q^^  gelten,  durch  die  Wurzeln  r, ,  r^y.,.rn 
von  respective  denselben  Indexen  als  Congruenzon  erfüllt  werden.  Die 
Einsetzung  der  Congruenzwurzeln  Tj  ,  r2,...r„  Hir  die  Gleichungswurzeln 

Q^  ,  ^2  , . . .  pj^  '  von  respective  denselben  Indexen  in  irgend  einer  Func- 
tion der  letzteren  nenne  ich  die  Substitution  ^(^)=r,  oder  auch  die  Sub- 
stitution Q  =  rt^\  wenn  die  Congruenzwurzeln  r^^^  durch  dieselbe  Permu- 
tation aus  den  Congruenzwurzeln  r  hervorgehen,  durch  welche  die  Gleich- 
ungswurzeln Q  aus  den  Gleichungswurzeln  q^^^  hervorgehen.  Diese  Per- 
mutationen, durch  welche  die  m  ebenfalls  conjugirte  zu  neunenden 
Reihenfolgen  r,^>,  r,W,  ..,rn^^^  aus  einander  hervorgehen,  beruhen  auf  allen 
möglichen  Permutationen  der  Wurzeln  der  Congruenzen,  in  welche  die 
zur  Reduction  für  die  Wurzeln  q  benutzten  Gleichungen  übergehen. 
Verwandelt  man  in  den  Functionen  von^,  durch  welche  die  Wurzeln 
r/*?),  rf^^\  ...  rn^^^  dargestellt  werden, ^  in^v,  so  stellen  die  neuen  Functionen 
nach  dem  oben  Entwickelten  dieselben  Wurzeln  r  dar,  nur  in  einer  anderen 
Reihenfolge,  welche  aus  der  ersteren  durch  cyclische  Permutation  der 
Wurzeln  von  je  denselben  irreductiblen  Congruenzen  hervorgeht.  Diese 
neue  Reihenfolge  J6t  wieder  eine  der  m  conjugirten;  denn  jede  Congruenz, 
welche  zwischen  Functionen  von^  erfüllt  ist,  bleibt  wegen  der  Irreducti- 
bilitlit  der  Congruenz  O(x)^0  (mod  q)  zwischen  denselben  Functionen 
von  y*  bestehen. 

Es  sei  nun  das  folgende  System  von  Congruenzen  gegeben : 

1)  /(/•<>/),  r.C). . . .  r'ü"'))  =gr,  (mod  qf^), 

worin  den  m  Werthen  von  tj  entsprechend  die  m  conjugirten  Reihenfolgen 
der  r  successive  einzusetzen  sind,  während  durch  die  m  Zeichen  ^i^  ganze 
ganzzahlige  Functionen  vony  bezeichnet  werden,  welche  beliebig  gegeben 
sein  können  mit  der  einzigen  Beschränkung,  dass,  wenn  die  linke  Seite 
von  einer  der  Congruenzen  1)  aus  der  einer  anderen  durch  die  Verwand- 
lung von^  \nj9  hervorgeht,  auch  die  Function  gjjin  der  ersteren  aus  der 
in  der  letzteren  durch  dieselbe  Verwandlung  hervorgeht.  Die  Auflösung 
dieses  Systems  von  m  Congruenzen  nach  den  m  in  f(Qi ,  Qt^  •  >>  Qn)  vorkom- 
menden willkürlichen  Coefficienten,  in  welche  wegen  der  eben  gemachten 
Voraussetzung y,  y^,  ...y^~  symmetrisch  eintreten  werden,  erkennt  man 
folgendermassen  als  ausführbar.  Wenn  die  zur  Reduction  für  ^  be- 
nutzte   Gleichung   vom   zweiten    Grade  war   und    f  Ir^vl)^  r^^^^..,r^^^ 
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=  V  {'•J''\  »-M  •  •  •  »•«^''^)  +  '•/''^  Vi  ('•/''\  r/n\  . , .  r,('»))    ist,   80    ist 

sodass  sich  aus  je  zwei  Functionen  gr,  vr eichen  f  {rfii\  r,('?^, . . . r„W)  und 
/*(r,W,  r,(''^,  ...Tn^'?)),  congruont  werden  sollen,  zwei  Functionen  von^  be- 
rechnen lassen,  welchen  <p  (r,W,  r/^>, .  ..r^^'?))  und  g>,  (r.C'»),  r/'?),  •..r«^'»)) 
congruent  werden  müssen.  War  nun  die  zur  Reduction  für  q^  benutzte 
Gleichung  vom  dritten  Grade,  und  ist  <p  (r , W,  r/*?), . . .  rj^^)) = tf;  (r/^), . . .  rj^^) 

=  *  (r/'^^  . . .  r.W)  +  r,(n)  ^,  (r,W,  .  .  .  r^^V)^  +  r,W  ^^  (r.W,  . . .  r.C'?)) 
und  <p  {rSv\  r,W,  . .  .  r,W)  =  ip  (r,('l), .  . .  r«('7))  +  r/»?)  ^^  (r,W, . . .  r^V)) 
+  rj(')  ifff  (r/% . .  .-r„('?)),  sodass  sich  aus  den  drei  Functionen  von  y, 
welchen  die  drei  eben  angeschriebenen  Functionen  g)  congruent  werden 
sollen,  drei  Functionen  von  y  berechnen  lassen ,  welchen  die  drei  ange- 
schriebenen Functionen  t^,  ^i,  tf;,  congruent  werden  müssen,  und  dasselbe 
gilt  offenbar  in  Bezug  auf  die  mit  q>^  bezeichneten  Functionen.  Auf  die- 
selbe Weise  kommt  man  immer  von  m  Functionen  von  k  Wurzeln  r  auf 
m  Functionen  von  k —  1  Wurzeln  r,  sei  es  nun,  dass  die  Grade  der  betrach- 
teten Reductionsgleichungen  für  die  auf  einander  folgenden  g  immer  um 
eins  wachsen,  oder  dass  sie  mehrmals  auf  eins  zurücksinken.  Bei  dem 
letzten  solchen  Uebergang  für  A:=:l  erhält  man  die  gesuchten  Coefficieutcn 
bestimmt  nach  dem  durchaus  benutzten  Modul  ^^,  und  zwar  wegen  der 
Symmetrie,  in  welcher  in  dieselben  die  verschiedenen  imaginären  Con- 
gruenzwurzeln  derselben  irreductiblen  Congruenzeu  cii^^reten,  als  gewöhn- 
liche ganze  Zahlen.  Dass  die  bei  diesen  Auflösungeu  auftretenden  Deter- 
minanten in  dem  hier  betrachteten  Falle  nicht  durch  q  theilbar  werden 
können ,  folgt  aus  dem  bekannten  Satze ,  nach  welchem  sich  dieselben  als 
Producte  der  Differenzen  der  betreffenden  Wurzeln  r  darstellen. 

I**^  9rj^0  {modqt^\  wird  also  die  ganze  complexe  Zahl  f{qu  ^ti 
...^„)nach  der  Substitution  p W  =  r  durch  ^  theilbar,  so  ge- 
brauche ich  den  Ausdruck:  die  complexe  Zahl  /"(^if  ^tf  •  •  •  ^n)  ent- 
hält den  zur  Substitution  ^W==  r  gehörigen  idealen  Prim- 
factor  von  q  fi  mal,  und  zwar^sage  ich:  /*(^i,  ^)  . .  •  ^n)  enthält 
diesen  idealen  Primfactor  genau    jii  mal,   wenn  gleichzeitig 

f{Q\y  ^t»  ••  •  ^1»)  nach  der  Substitution  p(^^=  r  nicht  durch  ^r/H-i 
theilbar  wird.  Da  diejenigen  je  l  Substitutionen,  welche  durch  die  Ver- 
wandlung vony  inyvaus  einander  hervorgehen,  in  der  hier  betrachteten 

Hinsicht  zu  demselben  Resultat  führen,  so  kann  nur  von  —  verschiedenen 

idealen  Primfactorcn  von  q  gesprochen  werden;  dass  diese  von  einander 
unabhängig  sind ,  dass  ganze  complexe  Zahlen  angegeben  werden  können, 
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welche  beliebige  derselben  je  eine  beliebige  Anzahl  mal  enthalten,  geht 
ans  der  Auflösbarkeit  des  betrachteten  Systems  von  Congrnenzen  hervor. 
Die  Auflösung  des  letzteren  wäre ,  auch  wenn  m  <^  1 .  2 . . . .  it  ist,  ebenso 
möglich  gewesen,  wenn  man  jede  Wurzel  riy^\  oder  also  Qji  in  der  nullten 
bis  (Ji  —  1)'^'^  Potenz  hätte  auftreten  lassen,  und  1 .  2  . . . .  n  Congrnenzen 
wie  die  1)  aufgestellt  hätte,  woraus  folgt,  dass  die  hier  betrachteten  Eigen- 
schaften von  einander  unabhängig  sind  nicht  nur  in  den  einzelnen  Gruppen 

1  .  2  .  •  •  •  n 

conjngirter  complexer  Zahlen,  sondern  in  allen  ~ — '-^-^-^—  solchen  Gruppen 

m 

zusammen ,  welche  aus  einer  ]  .  2  • . . .  n  werthigen  Function  der  Wurzeln 

f 1 1  ^t  9  •  •  •  ^n  <lurch  Vertauschung  derselben  hervorgehen. 

Es  seien  q^^>=.  r,  q^^^=  r^. .  .q^^  =  r  diejenigen  Substitutionen,  welche 
aus  der^<*>  =  r  durch  wiederholte  Verwandlung  von  y  in  y  hervorgehen, 
so  lässt  sich  jederzeit  eine  ganze  complexe  Zahl  q>  (9l^^^  qt^^\  •  •  •  ^n^^O  ^^' 
geben,  welche  =  q>  (qP,  ^.W,  • . .  e«^^>)  =  <p  (^.(^^^  ^(8),  . . .  ^^(3))  =  . . . 
=  9  (^i^'^i  ^t^'^  •  •  •  Qn^^)  ist,  von  deren  m  conjugirten  Werthen  also  je  die- 
jenigen t  einander  gleich  sind ,  welche  durch  dieselben  Vertauschungen  der 
dieselben  Stellen  einnehmenden  Wurzeln,  wie  die  angeschriebenen   aus 

einander  hervorgehen ,  während  die  — ■  willkürlich  bleibenden  conjugirten 

Werthe  nach  der  Substitution  ^^*)=  r  Functionen  yty.\  von  j  congruent  sind, 
welche  beliebig  gegeben  sein  können  nur  wieder  mit  der  Beschränkung, 
dass  sie  aus  einander  oder  aus  sich  selbst  durch  die  Verwandlung  vony  in 
y*  hervorgehen ,  wenn  die  entsprechenden  Functionen  9  (r,(^^,  r^^^\  . . .  r^^^) 
ans  einander  oder  aus  sich  selbst  durch  dieselbe  Verwandlung  hervor- 
gehen. Man  kann  z.  B.  als  solche  Zahl  q>  (9t^^\  ^t^^\  •  •  •  ^«^^0  ®^^®  Summe 
/'(?,<",  ?.">....*,»>)+ /•(P.'*>,  (?.«>,  ...«,<*>)  +  .  . .  +  /'(«.M,  ?,<'>,...?.<'>) 
annehmen ,  wobei  die  m  Functionen  ^„,  welchen  die  m  conjugirten  Zahlen 

^(^,(^),  Qt^^\  •  • ,  qJ'^')  nach  der  Substitution  ^<*)  =  r  congruent  werden 
sollen,  so  anzunehmen  sind,  dass  die  Summen  von  je  t  bestimmten  der- 
selben congruent  gegebenen  Functionen  y«  von^  sind.    Geht  einer  von  den 

9(r^^^\  rt^^\ '  --rn^^^)  bildenden  Summanden  f(ri^^\  r,(^),  .  .  .  rj^^))  aus 
einem  anderen  derselben  durch  die  Verwandlung  von^  iny?   hervor,  so 

gehen  -r  von  diesen  t  Summanden  durch  dieselbe  Verwandlung  ausein- 
ander hervor,  indem  sowohl  die  Permutationen  von  bestimmte  Stellen  ein- 
nehmenden Wurzeln  r,  durch  welche  die  /  Summanden  auseinander  hervor- 
gehen, als  die  mit  der  Verwandlung  von y  in/»  verbundenen  Permutationen 
aus  cyclischen  Permutationen  zusammengesetzt  sind,  sich  also  wiederholen 
lasten,  bis  sie  zur  ursprünglichen  Reihenfolge  zurtlckfllbt^ti.     ¥\S\vt\.  \£i^\x 
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in  jedem  solcher  j  Summanden  ein  und  dieselbe  Permutation  der  be- 
stimmte Stellen  einnehmenden  Wurzeln  aus,  welche  aus  einem  derselben 

zu  einem  der  übrigen  t r-  Summanden  führt,  so  erhält  man  —  neue  von 

n  n 

den  t  Summanden,  welche  wieder  durch  die  Verwandlung  vouj  inj^  aus- 
einander hervorgehen,  da  sie  wie  die  •—  ersten  als  ein  und  dieselben  Func- 
tionen von  respective /,y9  ,  y«*  , .../«'"  angesehen  werden  können.  Es 
gehen  demnach  von  allen  '  j^  T  durch  die  Verwandlung  von  j  in  ß  aus- 
einander hervor.  Ist^  die  kleinste  Zahl,  welche  die  besprochene  Eigen- 
schaft   in  Bezug   auf  ^(riW,  r,W, .  .  .  rn^^^^)   besitzt,   so  kommen   neben 

(p  (r/^),  rt^^\  .  .  .  rj^^i)  unter  den  —  willkürlichen  Functionen  y  congruent 

zu  setzenden  conjugirten  Functionen  noch  diejenigen  h  —  1  vor,  welche  aus 
dieser  durch  die  Verwandlung  von 7  in 7', 7*«*, . . .7'*  ""  hervorgehen,  wäh- 
rend die  entspreciienden  Functionen  y  durch  respective  dieselben  Ver 
Wandlungen  aus  einander  hervorgehen  und  bei  der  Verwandlung  vony  inj^ 
ungeändert  bleiben  müssen.  Theilt  man  nun  y-  in  sonst  beliebiger  Weise 
in  ^  Theile /i;.  von  derselben  ebengenannten  Eigenschaft,  und  iheilt  jede 

solche  Function  rv^  in  --  Functionen  g  von  j\  welche  durch  die  Verwand- 
lung von^  in ^9^  cyclisch  ans  einander  hervorgehen,  indem  man  z«  B«  eine 
dieser  Functionen  g^^  v  .  w^.  0"*+^*'  +>**'+  ...  +>***"')  (modqf^)  setzt, 

wobei  V  durch  die  Congruenz  v  0*  +  >*^'+  ...  +j*^^^^)  ^  1  {mod  q^)  be- 
stimmt ist,  und  k  eine  beliebige  ganze  nicht  negative  Zahl  ist,  für  welche 
jk^jicq^  ...  +y*''""^  nicht  ^0  {modq)  ist,  so  erhält  man  nach  Verwand- 
lung vony  iny«,  >'*,..•  y^~^  genau  ht  Functionen  wie  g^y  durch  welche 
den  durch  die  h  betrachteten  Functionen  y  gestellten  Bedingungen  genügt 
wird,  man  erhält  rUq  im  Ganzen  m  Functionen  wie^i,,  durch  welche  den 

m 
durch  alle  —  Functionen  y  gestellten  Bedingungen  genügt  wird.   Eine  durch 

diese  m  Functionen  (/„  mittels  der  Congruenzen  l)  bestimmte  Function 
/*((^i  f  ^t)  *.*  Qn)  erfüllt  dann  den  angegebenen  Zweck,  es  lässt  sich  also,  wie 
auch  auf  andere  Art  zn  zeigen  gewesen  wäre,  eine  Function  9  (p,,  p«,  ...p») 

angeben,  welche  nur  —  verschiedene  conjugirte  Werthezulässt,  und  welche, 

w/nin  y,  duich  ^'*~^  aber  nicht  durch  qf^  theilbar  ist,  und  wenn  keine  der 
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übrigen  Functionen  y  dnrch  ^  theilbnr  ist,  den  zur  Subtjtitution  (»<*>  =  r 
gehörigen  idealen  Primfactor  von  q  genau  ^  —  1  mal  und  keinen  anderen 
idealen  Primfactor  von  q  enthält. 

Der  Grundgedanke  bei  der  Einführung  der  idealen  Primfactoren  be- 
steht darin,  die  complexen  Zahlen  nicht  im  Gan^cen,  sondern  getrennt  in 
Beziehung  auf  die  einzelnen  gewöhnlichen  Primzahlen  zu  untersuchen,  da 
sich  in  Bezug  auf  die  einzelneu  Primzahlen  die  Functionen  der  Gleichungs- 
wurzeln durch  Functionen  von  Congruenzwurzelu  ersetzen  lassen,  welche 
die  zur  Zerlegung  in  Primfactoren  nöthigen  Eigenschaften  besitzen,  da  sich 
die  Methode  des  grössten  gemeinsamen  Divisors  auf  sie  anwenden  lägst. 
In  Bezug  auf  die  Primzahl  q  kann  nun  jede  complexe  Zahl  als  ganze 
complexe  Zahl  angesehen  werden,  deren  Coefficienten  nur  nicht  9  im 
Nenner  enthalten.  Jeder  andere  Bruch  kann  nach  dem  Modul  g^  durch 
eme  ganze  Zahl  ersetzt  werden.  Ist  der  Quotient  zweier  complexer  Zahlen 
in  diesem  Sinn  eine  ganze  complexe  Zahl,  so  kann  die  eine  in  Bezug 
auf  die  Primzahl  q  als  durch  die  andere  th  eil  bar  angesehen  werden. 
Aus  unserer  Entwickelung  folgt  nun  unmittelbar  eine  Gruppe  von  Sätzen, 
welche  vollständig  mit  denen  von  Kummer  tibereinstimmen  (s.  Abhand- 
lungen der  k.  Akademie  d.  W.  zu  Berlin  für  1836): 

l}Da8  entwickelte  Product  zweier  oder  mehrerer  in  Be- 
zug auf  die  Primzahl  q  ganzer  com  plexer  Zahlen  enthält 
genau  dieselben  idealen  Primfactoren  von  ^  und  jeden  genau 
ebenso  oft,  als  die  Factoren  zusammengenommen,  und  um- 
gekehrt: Wenn  eine  in  Bezug  auf  9  ganze  complexe  Zahl  alle 
idealen  Primfactoren  von  q  mindestens  ebenso  oft  enthält, 
als  eine  andere,  soistsie  durch  diese  in  Bezug  auf  ^  theilbar 
und  enthält  der  Quo4ient  genau  den  Ueberschuss  der  idealen 
Primfactoren  des  Dividenden  über  die  des  Divisors,  wie  man 
unmittelbar  aus  den  Functionen  g^  erkennt,  in  weiche  die  drei  complexen 
Zahlen  durch  die  betreffenden  Substitutionen  übergehen.  Würde  man  in 
dem  gemeinsamen  Nenner  der  Coefficienten  im  Quotienten  eine  Potenz 
vou  q  eintreten  lassen,  so  würden  alle  dem  von  diesem  Nenner  befreiten 
Quotienten  eutsprechnndeu  Functionen  g^  durch  mindestens  dieselbe  Potenz 
von  q  theilbar  werden,  würden  also,  da  von  den  bei  der  Auflösung  der 
Congruenzen  1}  auftretenden  Determinanten  keine  durch  q  theilbar  ist, 
auch  alle  Zähler  der  Coefficienten  des  Quotienten  durch  dieselbe  Potenz 
von  q  theilbar  werden.     Durch  Specialisirung  folgt  hieraus: 

2)  Wenn  eine  complexe  Zahl  alle  verschiedenen  idealen 
Primfactoren  von  7  enthält  und  zwarjeden  mindestens  fi  mal, 
80  ist  siedurch  9^  theilbar,  enthält  siejedengenau|iimal,  so 
erschöpft  9^  alle  in  ihr  enthaltenen  idealen  Primfactoren 
von  ^,  da  hier  alle  Functionen  g„  durch  die  ^^%  in  dem  besonderen  FqlIV 
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genaa  dnrch  die  i»}^  Potenz  von  q  tboilbar  sind.  Aas  den  Sfttaen  1)  und  2) 
folgt  wieder  unmittelbar : 

3)  Wenn  eine  in  Bezng  anf  ^  ganse  eompleze  Zahl  genau 
|ii  ideale  Primfactoren  Yonq  enthält,  dieselben  mögen  ver- 
schieden, oder  auch  zum  Theil  oder  alle  einander  gleich 
sein,  so  enthält  die  aus  den  m  conjugirten  Werthen  derselben 

gebildete  Norm  den  Factor  g  genau  fi/ mal.  Die  aus  den ---  ver- 
schiedenen conjugirten  Werthen  gebildete  Norm  einer  complexen  Zahl, 
wie  die  oben  mit  tpigu  ^9  •••^n)  bezeichnete,  welche  nur  den  zur  Sub- 
stitution p<^)  =  r  gehörigen  idealen  Primfactor  von  g  und  diesen  genau 
fi  mal  enthält ,  enthält  den  Factor  g  genau  (i  mal. 

Complexe  Zahlen,  welche  wie  die  von  Kummer  mit  y?{nr)  bezeich- 
neten alle  idealen  Primfactorcn  von  g  ausser  einem  enthalten ,  Hessen  sich 
als  complexe  Zahlen  /"(p, ,  ^, . . .  q„)  oder  9  (9, ,  pti  •  •  •  Qm)  nach  dem  Ent- 
wickelten immer  darstellen  und  Hessen  sich  hier  in  derselben  Webe  wie 
bei  Kummer  benutzen.  Dasselbe  lässt  sich  in  Bezug  auf  alle  noch  zu 
behandelnden  Primzahlen  behaupten. 

Durch  jede  Wurzel  der  Congruenz  nach  dem  Modul  g ,  welche  der 
Gleichung  für  die  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  a:*  =  1  entspricht, 
lassen  sich  alle  Wurzeln  dieser  Congruenz,  auch  alle  Wurzeln  der  Con- 
gruenz x"^!  (modg)  ausdrücken,  welche,  wenn  n  nicht  durch  g  theilbar 
ist,  sämmtlich  unter  einander  incongrueut  sind.  Es  folgt  hieraus,  dass  die 
erstgenannten  Wurzeln  sämmtlich  Wurzeln  irreductibler  Congruenzen  von 
ein  und  demselben  Grade  sind,  der  mit  t  zu  bezeichnen  ist,  dass  demnach 
x^"^—  1  nach  dem  Modul  g  durch  af — 1  theilbar  ist,  und  dasselbe  für 
keine  kleinere  Zahl  als  die  Zahl  i  der  Fall  ist.  Hieraus  folgt,  dass  g^ —  1 
durch  n  theilbar  ist,  und  dass  auch  dies  für  keine  kleinere  Zahl  als  die 
Zahl  i  der  Fall  ist. 

III. 

Es  sei  nun  zweitens  p  eine  Primzahl ,  welche  nicht  im  Coef^cient  a^ 
von  x^  in  Rn ,  aber  in  der  Discriminante-  der  Gleichung  Rn  =  0  als  Factor 
enthalten  ist,  sodass  die  Congruenz  Rn^O{modp)  zwar  noch  wirklich  vom 
Grade  n  ist,  dass  aber  unter  ihren  n  Wurzeln  r  auch  unter  einander 
congruente  vorkommen.  Diese  Wurzeln  r  sind  im  Allgemeinen  Func- 
tionen einer  imaginären  Congruenzwurzel  j  einer  irreductiblen  Congruenz 
O(x)^0{modp)j  deren  Grad  der  möglichst  niedrige  i  sei.  Ich  werde  jedoch 
im  Folgenden  der  Einfachheit  wegen  von  solchqp  Functionen  wie  von  ge- 
wöhnlichen Zahlen  sprechen,  so  oft  nur  Eigenschaften  derselben  in  Be- 
tracht kommen ,  welche  sie  nach  dem  Obigen  mit  gewöhnlichen  Zahlen  ge- 
mein haben.     Als  Wurzeln  der  Congruenz  Rn^O{rnodpf)  können   auch 
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hier  nur  n  bestimmte  Werthe  r, ,  r, ,  . . .  r„  anerkannt  werden ,  durch  welche 
auch  hier  Ä„  ^  «o  (^  —  ''i)  (^  —  r,)  . .  .  (a:  —  r„)  {moilp^)  wird,  wobei 
jedoch  die  Ausdrücke  r,  deren  Anfangsglieder  r  einander  congrucnt  sind, 
nicht  sXmmtlich  nach  der  fi^*^",  sondern  nur  einer  niedrigeren  Potenz  von  p 
als  Modal  bestimmt  sind.  Da  durch  Multiplication  von  R^  mit  einer  durch 
p  nicht  theilbaren  Zahl  der  Coefficient  von  x^  congrnent  der  Einheit  nach 
jeder  Potenz  von  p  als  Modul  gemacht  werden  kann ,  so  kann  man  sich  auf 
die  Annahme  a^^l  nach  jedem  solchen  Modul  hier  beschränken.  Es  lässt 
sich  nun  zunächst  für  jede  Potenz  von  p  als  Modul  und  nur  auf  eine  Weise 
Rn  in  diejenigen  Factoren  zerlegen,  welche  ^ 0  (morf/?)  gesetzt,  die  ein- 
zelnen Gruppen  von  unter  einander  congruenten  Wurzeln  geben«  Es 
sei  nämlich,  wenn  r,  genau  ß  mal  unter  den  n  Wurzeln  r  vorkommt, 
eine  Function  ^,  ^  (or — r^)?  {jnod  p),  Ist  nun  R^^  B P  {mod pt^-^)^  wo 
B=  ^1  +  pJ?,+  .  .  .  +  pf^-^Bfi^i  {mod  />'*-«)  und  />=  />,+/>/>,  +  ... 
+  /)^~^  Pß^i  {modpf^^)  Functionen  von  x  von  den  Graden  ß  und  n  —  ß 
sind ,  in  denen  die  Coefficienten  von  respective  xß  und  x^^ß  congruent  eins 
nach  dem  Modul  p^  sind,  so  lassen  sich,  da  die  Functionen  B  und  i^  von 
jedem  durch  p  theilbaren  gemeinsamen  Divisor  frei  sind ,  durch  Anwen- 
dung der  gewöhnlichen  Methode  des  grösstcn  gemeinsamen  Divisors  zwei 
Functionen  Bg^  und  P^  von  respective  den  Graden  ß — 1  und  n  —  ß  —  1,  und 
zwar  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmen,  äsL8aR„^{B-{-pf^—^Bfj)  {P+p'^''^Pn) 
(modpf^)^  nämlich,  wenn  Ä»  —  BPzs=pß-^M  gesetzt  wird,  iJf  =  B^Pf^ 
+  i^i  B^  (modp)  wird. 

Es  werde  nun,  nachdem  r^  +  y  für  x  eingesetzt  worden,  der  Factor 
B+pf^"^  Bß^  den  ich  wieder  mit  B  bezeichne,  ^yß+  ^i^''""*  +  &,  ^^"^ 
+  ...  +  ft^  {modpß)^  und  sei  jeder  Coefficient  b^  genau  durch  eine  Ar^*®  Potenz 

von  p  theilbar.    Ist  dann  jeder  Quotient  —  ^  1 ,    so    geht  die    Congruenz 

B^O{modpf^)  durch  Einsetzung  von  j^z  für  y  und  Division  mit  p^^  in  eine 
nur  noch  nach  dem  Modul  pf^~ß  aufzulösende  Congruenz  über.  Die  Wurzeln 
der  Congruenz  B^=0  (rnodp^)  sind  dadurch  offenbar  nur  nach  dem  Modul 
p^+i-P  bestimmt,  wenn  die  nun  vorliegende  Congruenz  nach  dem  Modul /i 
keine  congruenten  Wurzeln  mehr  zulässst,  ausserdem  einige  derselben  oder 
alle  nur  nach  einer  noch  niedrigeren  Potenz  von  p  als  Modul.  Ist  /  der 
kleinste  Divisor  von  i  von  der  Art,  dass  die  Coefficienten  der  nun  vor- 
liegenden Congruenz  bei  der  Verwandlung  von  y  inj^  ungeändert  bleiben, 
80  werden  neben  dieser  bei  der  Auflösung  der  Congruenz  Rn^O  {mod  pf^) 
nach  / — I  ähnliche  Congruenzen  erhalten  werden,  welche  durch  die  Ver- 
wandlung vony  inj'fy  yp*,  ,..jP^~^  aus  der  ersteren  hervorgehen.  Das  ge- 
wöhnliche Zahlen  als  Coefficienten  enthaltende  Product  dieser  /  Con- 
gruenzen giebt  die  / .  ß  Wurzeln  dieser  Congruenzen  zunächst  nach  dem 
Modul  p  als  Functionen  einer  Wurzel  einer  irreductiblcn  Con^vw^iii.^  ^^\^tw 
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Grad  /  oder  ein  Maltipluin  von  /  sein  wird.  Die««  Wurzeln  kann  man  auch 
durch  j  in  Vorbindung  mit  einer  anderen  imaginären  Congruenzwurzel  aus- 
drücken ,  wie  man  sie  auch  unmittelbar  aus  den  Congruenzen  vom  Grade  /? 
mit  Functionen  von  j  als  Coefficienten  ableiten  kann.     Sind  zweitens  die 

Verhältnisse  — ■  nicht  sämmtlich^l,  so]ässtsichdieCongruenzP^0(mo^j9^) 

in  keiner  der  bisher  betrachteten  Weisen  in  lineare  Factoren  auflösen.    Es 

ist  in  diesem  Falle  eine  neue  Art  fingirter  Congruenzwurzeln  einzuführen, 

kl. 
nämlich  zunächst,  wenn  f  der  grösste  Werth  von  h  ist,  für  welchen  ~  den 

kleinsten  vorkommenden  Werth  hat,  und  wenn  t  =  6  .  y  und  A:<  =  d  .  x  ist, 
wo  d  den  grössten  gemeinsamen  Divisor  von  t  und  A:,- bezeichnet,  ist  eine 
Wurzel  der  Congruenz  yV ^j»  (worfp**)  einzuführen,  welche   keiner  der 

y 

bisher  betrachteten  Arten  angehörige  Wurzel  man  mit  y^  bezeichnen,  und 
als  welche  man  eine  algebraische  }'^^  W^urzel  ausp  ansehen  kann.    Anstatt 

y  .      y  y 

y/p)**  schreibe  ich  Yf^*    Man  setze  nun  z  .  Y P    ^ür  y  in  B  ein ,    dividire 

y  ,  y 

durch  ^/>*P,  lasse  die  noch  mit  J//?    multiplicirten    Glieder  weg,    dividire 

durch  zP""'  und  setze  das  so  aus  B  Erhaltene  B'^0{tnodp).  Es  können 
darin  nur  ganze  Potenzen  von  2^  vorkommen,  weil,  wenn  A,«/  -| (ß  —  i+l) 

=  —  /3,  also  ki^-=  —  (t  —  l)  sein  soll,  /  durch  y  theilbar  sein  muss.    Sind 

die  t  wie  in  dem  eben  betrachteten  Fall  durch  y  in  Verbindung  mit  einer 
anderen  imaginären  Congrnenzwnrzel  jedenfalls  ausdrnckbaren  Wurzeln 
der  so  gebildeten  Congruenz  sämmtlich  unter  einander  incongruent  und 

y  y  y 

setzt  man  v=  yfi  — /5x,  so  kann  man  r,  +  z^Yp  +  ZiYP^+  '*+  ^vYP^"^ 
für  z  und  eine  beliebige  dieser  t  Wurzeln  für  ?,  in  B  einsetzen.  Die  Con- 
gruenz, durch  welche  darauf  die  Summe  der  nur  mit  der  niedrigsten  in  B 

y 

noch  vorkommenden,  der  (j3x  +  1)**^"  Potenz  von  Yp  multiplicirten  Glieder 
irzO  {modp)  gesetzt  wird,  enthält  von  den  noch  unbekannten  Zahlen  nur  z„ 
diese  aber  in  der  ersten  Potenz  und  mit  einem  durch  p  nicht  theilbaren 
Coefßcienten.     Nach  Einsetzung  des  hierdurch  zu  findenden  Werthes  Zf 

y 
erhält  man  aus  den  die  {ß%  +  2)^**  Potenz  von  }  p   enthaltenden  Gliedern 

2,  etc.,  endlich  z».  Kommt  jedoch  von  jenen  i  Wurzeln  eine,  welche  ich 
mit  ^i  bezeichne,  genau  l  mal  unter  denselben  vor,  so  zerfalle  man  B^ 
in  zwei  Factoren,  von  denen  der  eine  ('|  £:zl  ^^2  —  c,)^  {mod p)  sei,  und  setze 

y  Ä  y  >  y 

ß  =  ^;,ffx,r./)(mo<//iM),   wo   C^C\  +  (\t  p^(\Yp^  +  ..,  +  t\YP'''^ 

y  y  ^ 

und  />  =  />!+  /^ //'  +  .••  +  J*v}  P        Fuwclionou  von  :  von  rcspective 

Y 
den  Graden  k  und  ß  —  l  beicichnen«  deren  Jo  mit  I  p^  inultiplicirte  Glieder 


Von  Dr.  Eduard  Selling.  35 


^04.1  und  Da^\  8Ucce88ivo  für  a  =  l  biso  =  v  —  1  mittels  der  Methode  des 
{^rössten  gemeinsamen  Divisors  zu  finden  sind,  als  Functionen  von  respective 
den  Graden  k  —  1  und  ß  —  \  —  1,  nämlich  aus  Oongruenzcn  C,  D^^^x 
'V  J^%  Ca^t^M  {mod  p),    welche    die    Bedingung    ausdrücken,    dass    in 

B — ypP*.  C .  D  die  Summe  der  mit  der  {ß%  +  «)*«"  Potenz  von  yp  multi- 
plicirten  Glieder  ^ 0  (wocf/i)  wird,  nachdem  dieselbe  Bedingung  für  die 
niedrigeren  Potenzen  bereits  erfüllt  ist.  Durch  ein  ähnliches  noch  ein- 
facheres Verfahren  Hesse  sich  die  die  t  zunächst  betrachteten  Wurzeln 
gebende  Congruenz  unmittelbar  darstellen  und  zwar  mit  Beibehaltung  der 
Variablen  y  ohne  Benutzung  von  Wurzeln  aus  p.  In  dieser  Congruenz  sind 
die  durch  respective  ;>*,  p^^^  ...p  «~*,  p  *  theilbaren  Coefficienten  von  y'-y, 
y*~*^,  ...yy,  1  die  Coefficienten  von  respective  y^^^,  y^"'^'^^  ...y^~*"^^  yP~^ 
in  B  abgesehen  von  den  durch  noch  höhere  Potenzen  von  p  theilbaren 
Gliedern  derselben  und  es  können  die  durch  mindestens  dieselben  Potenzen 
vonp  theilbaren  Coefficienten  von  respective y*"y"+'^,  y'~^y'*'*,. .  .yy+^  y gleich- 
seitig mit  den  Coefficienten  von  y^~*~*'"+"*,  yP— '-2y+i^ ...  in  dem  anderen 
Factor  von  B  durch  immer  auflösbare  nur  je  eine  Unbekannte  enthaltende 
Congruenzen  bestimmt  werden ,  ebenso  successive  die  übrigen  Coefficienten 
und  die  höheren  Glieder  der  schon  bestimmten.  Es  soll  nun  die  Unbe- 
kannte in  C  sowohl  als  in  D  so  bestimmt  werden,   dass  diese  Functionen 

y  y 

durch  ^p*' theilbar ,  oder  wie   ich  dies   ausdrücke  ^0  {modyp^)  werden. 

y 

Die  Congruenz  />  ^  0  (mod  yp^)  ist  sofort  in  Factoren  zu  zerlegen,  welche 

y 

gleich   der  Congruenz  C^O  (modyp^)  gebildet,  und  wie  diese  weiter  zu 

y 
behandeln  sind.    Einer  dieser  Factoren  ist  ^  z^~'(mo(/^ju).    Da  die  Auf-' 

lösung  der  Congruenz  B'^  0  {modp)  vom  Grade  t  auf  die  Aufsuchung  der 

incongruenten    oder    congruenten  Wurzeln   einer  Congruenz   vom   Grade 

6  =  —  und  die  Auflösung  binomischer  Congruenzen  vom  Grade  y  zurück- 
kam, so  erkennt  man,  da  alle  Wurzeln  einer  Congruenz  a:P'*^A:(/;io(/p) 
einander  congruent  sind ,  dass ,  wenn  y  =  / .  p*',  und  /  nicht  durch  p  theil- 
bar  ist,  mindestens  y'  verschiedene  Gruppen  gefunden  werden,  welche 
darch  p<^theilbare  Anzahlen  A  von  congruenten  Wurzeln  enthalten.    In  den 

y  , 

solche  congruente  Wurzeln  gebenden  Congruenzen  ^p**.  C^O  und  folglich 

auch  je  in  dem  übrigen  Factor  von  B  werden  nicht  mehr  y*®,  sondern  nur 

noch  /^Wurzeln  aus  p  vorkommen ,  wie  in  dem   eben  Betrachteten  alle 

Wurzeln  ans  p  verschwanden ,  und  wie  man  unmittelbar  erkennt,  wcim  man 

Y   .  y  a 

in  dem  Factor  )Kp**  C,  eez  ^p^**  (z  —  r,)*  die  frühere  Unbekannte  y  wieder 

einfuhrt  und  denselben,  welcher  offenbar  in  den  zunächst  in  Betracht  kom- 
menden Gliedern  die  genannte  Eigenschaft  hat,  aus  B  v^eiUt  ^wVV\^V^\\., 
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Zur  ferneren  Zerlegnng  der  Congruenz  C^O  kann  man  durch  Sabstitution 
von  u  =  z  —  r,  C  in  die  Form  w^  +  Cj  u^""^ +  ...+ C;^  bringen ,  in  welcher 

alle  Coefficienten  c  durch  jK/>  theilbar  sind,   woraus  man  leicht  erkennt, 

r 

dass  die  fernere  Zerlegung  dieser  Congruenz  nach  einer  Potenz  von  yp  als 
Modul  völlig  analog  der  Zerlegung  der  Congruenz  5^0  nach  einer  Potenz 
von  p  als  Modul  ausgeführt  werden  kann.  Dasselbe  gilt  für  alle  Factoren 
von  By  dann  für  die  Factoren  dieser  Factoren  etc.  Die  Ausziehung 
pter  w^urzeln  aus  Wurzeln  von  p  soll  und  kann  dabei  wie  bisher  vermieden 
oder  wiederaufgehoben  werden.  Nach  jeder  neuen  Wurzelansziehung  kann 
man  alle  vorkommenden  Wurzeln  aus  p  als  Potenzen  einer  einzigen  s**** 
Wurzel  ausdrücken,  wobei  also  s  niemals  durch  p  theilbar  wird. 

Es  wird  schliesslich  eine  bestimmte  solche  $*®  Wurzel  aus  p  ausreichen, 
um  die  Auflösnng  der  vorliegenden  Congruenzen  auf  die  Auflösung  von 
verschiedenen  Gruppen  von  Congruenzen  zurückzuführen,  deren  Grade 
eins  oder  Potenzen  you p  und  von  deren  Coefficienten  der  erste  eins,  die 

*    .   ,  '      ■       ■■   s      ■ 

übrigen  durch  yp  theilbare  Functionen  von  yp  und  von  den  neu  einzu- 
führen gewesenen  imaginären  Congruenzwurzeln  sind,  welche  Congruenzen 

s 

endlich  nur  durch  die  Einführung  y^'  Wurzeln  aus  yp  weiter  zerlegt  wer- 
den könnten.  Denn  so  lange  solche  Congruenzen  noch  nicht  erreicht  sind, 
lassen  sich  noch  weitere  Zerlegungen  vornehmen;  da  mit  jeder  neuen  von 
den  anzuwendenden  Wurzelausziehungen  eine  wirkliche  Scheidung  der 
Congruenzwurzeln  verbunden  ist,  kann  nicht  ein  unendlich  grosser  Werth 
von  s  nöthig  werden,  und  da  die  Discriminante  der  Congruenz  /?„ ^ 0  nach 
einer  beliebig  hohen  Potenz  von  p  als  Modul  nur  durch  eine  bestimmte 
endliche  Potenz  von  p  theilbar  ist,  können  nicht  ohne  bei  immer  neuen 
Wurzelausziehungen  von  einer  bestimmten  Stelle  an  immer  nur  noch  con- 
gruente  Wurzeln  erhalten  werden,  wodurch  die  weitere  Scheidung  un- 
möglich würde.  .Die  Coeificienten  der  schliesslich  gefundenen  Congruenzen 

s 

können  dann  bis   zu  den  beliebig  hohe  Potenzen  von  yp  oder  also  von /> 

enthalteiiden   Gliedern  '  entwickelt    werden.      Ausser   bei    der   Congruenz 

^  ....... 

a:P  — /rP J/p^^O  würde  die  .weitere  Auflösung  bei  keiner  Congruenz  von 
einem.  Grad  p**,  welche  sofort  die  Einführung  p«'**^  Wurzeln  nöthig  machte, 
zu  einer  vollständigen  Trennung  der  Wurzeln  führen,. und  würde  immer 
weitere  Wurzelausziehungen  nöthig  machen,  und  gleichwohl  nicht  bis  zu 

s   '       ' 

den  beliebig  hohe  Potenzen  von  ^p  enthaltenden  Gliedern  führen. 

.  Wenn. nun  die  Bestimmung  einer  Congruenzwurzel  r,-  auf  die  Wurzel 
einer  solchen  Congruenz  zurückführt,  so  gebrauche  man  für  diese  Wurzel 
das  symbolische  Zeichen  r,-,  sodass  r,  sich  als  Function  von  einer  imaginären 

5 

Congruenzwurzel /,, von  ^>  und  von  r,  darstellen  lässt,   nämlich  in  einer 
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Form  cTo  +  «I  ?^P  +  «i  Ki»*  +  . . .  +  «a  VP^  +  («a+i  +  ß^i)  Vp^'^^^  "^  wel- 
cher die  a  und  /3  ganze  ganzzahlige  Fanctionen  vony*  sind.  Es  ist  übrigens 
zu  bemerken,  dass  der  Fall,  in  welchem  diese  schliesslich  gefundenen 
Congruenzen  nicht  vom  Grade  eins  sind,  nur  einen  Ausnahmefall  unter 
den  Primzahlen  p  darstellt,  welcher  nur  bei  manchen  Gleichungen  B„=0 
möglich  ist,  während  die  Primzahlen  p  selbst  nur  einen  Ausnahmefall  aus 
allen  Primzahlen  darstellen.    In  der  Regel  wird  sich  also  die  Wurzel  r^  der 

Congruenz  i?„^0  (modpf*)  als  ganze  ganzzahlige  Function  vony*  und  jK/> 
darstellen  lassen.  /?|,kann,  wie  leicht  ersichtlich  und  schon  oben  in  einem 
speciellen  Falle  besonders  bemerkt  ist,  durch  p^  theilbar  sein,  während 
r,nur  nach  einer  niedrigeren  als  der  (fi*)*®",  einer  (fis — x)*^"  Potenz  von 

s 

Yp  bestimmt  ist.    Da  jedoch  die  Wurzeln  r  nur  nach  bestimmten  endlichen 

Potenzen  von  yp  unter  einander  congruent  sein  können,   hat  x  nur  einen 

bestimmten  endlichen  Werth.    Soll  r,-  genau  nach  dem  Modul  y p^  bestimmt 

sein ,  so  muss  Ä^,  durch  eine  höhere ,  die  {k  +  x)*®  Potenz  von  yp  theilbar 
werden.  Der  Zahl  fi  soll  nun  in  allem  Folgenden  ein  zu  dem  jeweilig  zu 
Besprechenden  hinreichend  hoher  Werth  beigelegt  werden. 

Da  s  nicht  durch/?  theilbar  ist,  giebt  es  s  verschiedene,  im  Allge- 
meinen eine  imaginäre  Congruenzwurzel,  aber  niemals  eine  Wurzel  aus /> 
enthaltende  Ausdrücke  e,  welche  der  Congruenz  «'^1  (morf/)'*)  genügen. 

Die  5 Ausdrücke  ty p  sind  dann  die  5  Wurzeln  derCongruenz/i^*^5/>(woc?/>^). 

■  •         ■  g  • 
Wenn  nun  yp  zu  der  geschilderten  Darstellung  von  r,-  nothwendig ,  so  wird 
ri eine  von  s  Wurzeln  r  sein,  von  welchen  auf  völlig  gleiche  Weise  je  eine 

s 

ans  je  einem  der  «  Ausdrücke  e ^p  gebildet  ist,  sodass  auch,  wenn  in  r^ 
eine  Wurzel  »<  vorkommt,  iti  jeder  dieser  s  Wurzeln  r  je  eine  Wurzel  v  von 
je  einer  der  s  Congruenzen  vorkommt,  von  welclien  auf  völlig  gleiche  Weise 

je  eine  aus  je  einem  der  s  Ausdrücke  typ  gebildet  ist.  Dies  zeigt  sich 
für  5  aus  der  analogen  Erscheinung  für  die  successive  aufgetretenen 
Factoren  wie  y^  von  s^  welche  sich  unmittelbar  aus  der  Art  der  Einführung 
dieser  Wurzelausziehungen  z.  B.  der  y^***"  Wurzeln  ergiebt.  Dass  mit  einer 
Verwandlung  von  Vi  in  eine  andere  Wurzel  derselben  Congruenz,  in  welcher 

typ  ungeändert  bleibt,  eine  Verwandlung  von  r,in  eine  andere  Wurzel  r 
verbunden  ist,  ist  von  selbst  klar.  Ist  endlichst  eine  Wurzel  einer  irre- 
dactiblen  Congruenz  von  einem  möglichst  niedrigen  Grade  /i,  durch  welche 
sich  alle  diejenigen  imaginären  Congruenzwurzeln  ausdrücken  lassen, 
welche  zur  Darstellung  der  Wurzel  r,  nothwendig  waren ,  so  ist  r,  eine  von 
<i  Wurzeln,  welche  durch  die  wiederholte  Verwandlung  Yoaj\\ü  j^f  w^x^i- 
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einander  hervorgehen.  Die  mit 7,7,,  7*  bezeichneten  oder  zu  bezeichnen- 
den imaginären  Congruenzwurzeln  brauchen  nur  als  Wurzeln  einer  Con- 
gruenz  nach  dem  Modul  p  angenommen  zu  werden ,  die  Coeflficienten  der 

s 

Potenzen  von  p  oder  jKp  in  r^  sind  bestimmte  Functionen  dieser  einmal  ge- 
wählten Wurzeln.  Mit  f  soll  endlich  eine  Wurzel  einer  irreductiblen  Con- 
gruenz  von  einem  möglichst  niedrigen  Grade  S  bezeichnet  werden,  durch 
welche  sich  alle  diejenigen  imaginären  Congruenzwurzeln  ausdrtlcken 
lassen,  welche  zur  Darstellung  aller  Wurzeln  r,  jedoch  nicht  nur  aus- 
schliesslich zur  Darstellung  der  Wurzeln  t  nothwendig  sind. 

Es  sei  nun  wie  früher  r, ,  r^,...rn  eine  Reihenfolge  der  Wurzeln  r, 
in  welcher  dieselben  die  zwischen  respective  ^j ,  j^t  *  •  •  •  Pm  stattfindenden 
Gleichungen  als  Congruenzen  nach  dem  Modul  p^  erfüllen,  und  seien  allge- 
mein den  verschiedenen  Werthen  von  iy  entsprechend  r/''),  r/^\  . . .  rjv)  je 
diejenigen  Reihenfolgen  derselben  Wurzeln,  welche  aus  r„  r„  ...  r«  durch 
dieselbe  Permutation  hervorgehen ,  durch  welche  die  Reihenfolge  ^19  ^,  • . .  ^» 
aus  je  der  Reihenfolge  ^/^),  Qt^^\  . . .  QiS^^  hervorgeht.  Da  eine  Con- 
gruenz  immer  genau  so  viele  Wurzeln  hat  als  die  Gleichung  aus  der 
sie  hervorgeht,  so  sind  durch  die  aus  den  erwähnten  Gleichungen  her- 
vorgehenden Congruenzen  die  m  conjugirte  zu  nennenden  Reihenfolgen 
rjf'?),  r,W,  . . .  r^W  bestimmt,  nur  mit  Ausnahme  der  Anordnungen  der 
Wurzeln  r,  welche  sich  durch  Wurzeln  v  ausdrücken,  welche  Wurzeln  der- 

s 

selben  durch  yp  ausdrückbaren  Congruenzen  sind.  Die  Anzahl  der  unter 
den  m  conjugirten  vorkommenden  Reihenfolgen ,  welche  sich  nur  durch  die 
Anordnungen  solcher  Wurzeln  von  einer  unter  ihnen,  z.  B.  r, ,  r,,  .  .  .  r„ 
unterscheiden,  will  ich  mit  a  bezeichnen.  Denkt  man  sich  durch  eine  be- 
stimmte Permutation  r/'?),  r^^^\  . . .  rn^*?)  in  r,,  r„  .  . .  r„  verwandelt,  diese 
Reihenfolge  in  eine  der  genannten  a — 1  verwandelt,  und  in  dieser  die 
ursprüngliche  Permutation  in  umgekehrter  Ordnung  ausgeführt,  so  unter- 
scheidet sich  auch  die  neue  Reihenfolge  von  r/'?),  r^^^\  . . .  rj^^  nur  durch 
die  Anordnungen  der  mehrgenannten  Wurzeln  und  ist  ebenfalls  eine  con- 
jugirte Reihenfolge.  Es  ist  daraus  zu  erkennen,  dass  je  a  der  m  conjugir- 
ten Reihenfolgen  durch  Vertauschungen  von  Wurzeln  r  aus  einander  her- 
vorgehen, welche  sich  durch  die  Wurzeln  v  von  je  ein  und  derselben  durch 

s 

yp  ausdrückbaren  Congruenz  darstellen  lassen.  Verwandelt  man  in  allen 
Wurzeln  r,  auch  in  den  Coefficienten  der  Congruenzen  für  die  Wurzeln  v 

'  '  m 

eine  Wurzel  yp  in  eine  andere  f  Vp^  so  geht  aus  einer  jener  —  Gruppen 

0 

von  a  conjugirten  Reihenfolgen  der  Wurzeln  r  eine  andere  derselben  her- 
vor; denn  ausserdem  müsste  für  eine  Reihenfolge  der  ersten  Gruppe  eine 
Congruenz  erfüllt  sein ,  welche  für  keine  Reihenfolge  der  aus  ihr  hervor- 
gchcuden  Gruppo  erfüllt  wäre,  was  man,  etwa  nach  Elimination  der  Wur- 
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sein  v^  leicht  als  anmöglich  erkennt,  da  die  Congruenz  w'^p  {mod pß} 
keinen  Divisor  zulässt,  dessen  Coefficienten  nicht  selbst  schon  Wurzeln 

an»  p  enthielten.  Es  zerfallen  also  die  genannten  —  Grupen  in  —  Gruppen 

von  je  5  Gruppen  der  ersteren  Art,  welche  durch  die  Verwandlung  einer 

Wurzel  yp  in  eine  andere  i  Yp  aus  einander  hervorgehen.     Von  den  — 

Gruppen  gehen  wieder  je  B  durch  die  Verwandlung  von  /  in  f^  aus  ein- 
ander hervor.  Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass,  wenn  fi  so  klein  an- 
genommen wird ,  dass  statt  der  Zahlen  s  und  6  noch  kleinere  hingereicht 
li&tten ,  dann  von  den  genannten  $  und  6  Gruppen  aliquote  Theile  noch 
unter  einander  identisch  sind. 

Für  das  Folgende  ist  noch  mehrfach  die  Einführung  von  Brüchen  mit 
Potenzen  von  p  im  Nenner  als  Wurzeln  von  Congruenzen  nothwendig.    Ist 

in  der  Congruenz  Ax^  B  {modpf^)  A  =  A\yp^^  sind  -4' und  B  ganze  nicht 

s  s 

durch  yp  theilbare  Functionen  von  yp,  und  ist  Ä x'^B  (modpf^),  so  kann 
man  für  x  den  Quotient  - —  annehmen ,  in  welchem  wie  in  x'  die  Coeffi- 

cienten  von  Potenzen  von  p  bestimmt  sind ,  deren  ganze  oder  gebrochene 
Exponenten  innerhalb  eines  Intervalles  von  der  Grösse  (i  liegen.  Die 
Coefficienten  der  niedrigeren  negativen  Potenzen  sind  als  Null,  die  der 
höheren  als  nicht  bestimmt  anzusehen. 

In  den  Congruenzen 
•     2)  /'(rMr,<'»),...r,('»))  =  e,,(morfy) 

S 

seien  nun  mit  g^  m  Functionen  von  den  Wurzeln  e?,  den  Wurzeln  t  yp  uud 
von/  bezeichnet,  von  welchen  gleichzeitig  mit  den  Reihenfolgen  der  Wur- 
zeln r  auf  den  linken  Seiten  der  Congruenzen  je  a  durch  die  zulässigen 

t 
Vertauschungen  der  Wurzeln  r,  je  s  durch  die  Verwandlungen  von  yp  in 

s 

die  analogen  Wurzeln  e  yp,  und  je  S  durch  die  Verwandlung  von  /  in 
y  auseinander  hervorgehen.  Wie  in  dem  Fall  der  Primzahlen  q  lassen 
sich  aus  diesen  m  Congruenzen  m  andere  ableiten ,  in  deren  jeder  nur  je 
einer  der  m  unbekannten  Coefficienten  in  /'(r,f'?\  r^^^\  . . .  rj^^^)  vorkommt. 
Diese  sind  hier  mit  durch  p  theilbaren  Zahlen  multiplicirt,  sodass  sich  nicht 
immer  ganze ,  aber  doch  immer  gebrochene  Werthe  für  dieselben  angeben 
lassen.  Diese  werden  weder  Wurzeln  v,  noch  Wurzeln  aus  p,  noch  ima- 
ginäre Congrucnzwurzeln  mehr  enthalten,  weil  alle  Wurzeln  dieser  ein- 
zelnen Arten  je  in  symmetrinchor  Weise  in  dieselben  eingetreten  sind, 

s 

Wenn  in  der  durch  yp  ausdrückbaren  Congruenz  von  ft\w^m  öx«^^^  p^ 
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$ 


für  eine  Wurzel  v  das  constante  Glied  durch  ^p*theilbar  ist,  so  kann  man 
V  als  eine  Wurzel  ansehen,  welche  nach  Potenzen  von  p  mit  steigenden 
gebrochenen  Exponenten  geordnet  ein  durch  die  x^^  Potenz  einer  {p'^.sy*^ 
Wurzel  aus  p  theilbares  erstes  Glied  erhält.  Denn  würde  diese  Congrnenz 
beim  Versuch  einer  der  früheren  analogen  Auflösung  nicht  zu  einem  sol- 
chen Anfangsglied  für  ihre  Wurzeln  führen,  so  müsste  sie  nach  dem 
Früheren  in  Factoren  niedrigerer  Grade  zerlegbar  sein.  Ebenso  lässt  sich, 
wenn  das  Product  von  a  durch  blosse  Vertauschung  von  Wurzeln  v  aus- 
einander hervorgehenden  Ausdrücken  gr^  durch  Yp^  theilbar  ist,  jeder  dieser 
Ausdrücke  als  eine  Congruenzwurzel  ansehen,  welche  in  derselben  Weise 

ein  durch  ^p*  theilbares  erstes  Glied  erhält,  weil  diese  cf  Wurzeln  in  keiner 
Weise  von  einander  zu  unterscheiden  sind,  also  auch  alle  das  nämliche 
erste  Glied  erhalten  müssen.  Die  einfachen  symmetrischen  Functionen  von 
einem  Grade  h  von  diesen  <j  Ausdrücken ,  die  Ä*®'*Coefficienten  der  für  sie 

ff* 
geltenden  Congruenzen ,  sind  dann  mindestens  durch  Yp^^  nämlich  durch 

s 

eine  nicht  niedrigere  Potenz  von  YP  theilbar.  Es  sei  nun  i  der  kleinste 
positive  Werth,   welcher  an  der  Stelle  von  A  auftreten  kann,    wenn   für 

Qj.  beliebige  ganze  oder  gebrochene  Functionen  der  Wurzeln  v,  s  Yp  und 
/  angenommen  werden.  Dieser  Werth  d  muss  offenbar  ein  Divisor  von  tf 
sein,  indem  man  ausserdem  zwei  ganze  Zahlen  h  und  k  finden  könnte, 

durch  welche <  —  werden   würde.     Die  Zahl  d  ist  dadurch   zu 

CS       s       as 

finden,  dass,  wenn  man  eine  Function  der  Wurzeln ^y  darstellen  wollte  als 

lineare  Function  der  a  durch  Vertauschung   der  Wurzeln  v  aus  einander 

entstehenden  Werthe,  und  wenn  alle  diese  Werthe  zum  ersten  Gliede  1 

öS 

hätten,  die  Coefficienten  dieser  Werthe  den  Factor  YP^  i™  Nenner  er- 
halten würden. 

Die  sämmtlichen  Ausdrücke  g^j  werden  nach   dem   Entwickelten  ein 

erstes  Glied  g'  .  Yp  geben ,  wo  g'  eine  ganze  durch  p  nicht  theilbare 
Function  von  /,  und  v  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Erfüllen  nun  die 
Coefficienten  einer  complexen  Zahl  /"(^i,  ^t»  •  •  •  Qn)  die  Congruenzen  2), 
und  ist  von  den  m  Zahlen  v,  welche  den  m  Ausdrücken  g^,  entsprechen,  keine 
negativ,  so  soll  die  complexe  Zahl  f^Qty  Qt^*''Qn)  eine  ganze  com- 
plexe  Zahl  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  genannt  werden,  auch 
wenn  von  den  Coefficienten  derselben  einige  p  im  Nenner  als  Factor  ent- 
halten. Ferner  soll  eine  complexe  Zahl  durch  eine  andere  theilbar  in 
Bezug  aufdie  Primzahlp  genannt  werden ,  wenn  der  Quotient  in  der 
eben  definirten  Weise  eine  ganze  complexe  Zahl  in  Bezug  auf  die  Prim- 
zahl p  ist.     Ferner  gebrauche   ich  nun  den  Ausdruck:  die  complexe 
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Zahl  f{Qi ,  Qti  - '  'Qn)  enthält  den  zur  Substitution  q  =  A''^)  ge- 
hörigen idealen  Primfactor  von  p  v  mal,  wenn  das  erste  Glied  von 
9.,  also  das  erste  Glied  des  Ausdrucks,  in  welchen  /"(^i ,  ^t»  • .  •  Qn)  durch 

die  Substitution  q  =  rW  übergeht ,  durch  yp^^  theilbar  ist.  Durch  die 
Worte  genau  vmal  anstatt  vmal  soll  bezeichnet  werden,  dass,  wie  oben 
angenommen,  dasselbe  nicht  gleichzeitig  für  einen  höheren  Werth  von  v 
stattfindet.    Da  je  as  S  Substitutionen  hier  zu  demselben  Resultate  führen, 

so  kann  nur  von  — -  idealen  Primfactoren  von  p  gesprochen  werden.    E  s 

lassen  sich  also  nach  dem  Entwickelten  mit  Zulassung  gebrochener 
Coeff icienten   complexe  Zahlen   angeben,   welche  beliebige 

dieser  — ^s-  idealen  Primfactoren  vonpje  eine  beliebic^   ge- 
asS  ■  . 

gebene   Anzahl  mal,    beliebige   andere  nicht  enthalten,  und 

welche  noch  immer  den  oben  definirten  Character  ganzer  complexer  Zahlen 

in  Bezug  auf  p  besitzen.     Auch  Hesse  sich  hier  wie  früher  zeigen ,   dass 

complexe  Zahlen  g>  {qi^  ^t»  •  •  •  Qn)  aufgestellt  werden  können,  welche  nur 

so  viele  verschiedene  conjugirte  Werthe  haben,  als  es  verschiedene  ideale 

Primfactoren  von  p  giobt,   indem  diejenigen  je  csS  conjugirten  Werthe 

einander  gleich  sind,  welche  nach  einer  bestimmten  Substitution,  z.  B.  der 

CS 

^{i)  ---  f.  nothwendig  durch  ein  und  dieselbe  Potenz  von  yp9  theilbar  sind. 
Diese  Zahlen  könnten  insbesondere  so  bestimmt  werden,  dass  sie  den  zur 

Substitution  ^^*)  =  r  gehörigen  idealen  Primfactor  von  p  genau  v .  -r-  mal 

0 

und  keinen  anderen  idealen  Primfactor  von  p  enthielten. 
Es  ergeben  sich  unmittelbar  nun  wieder  die  Sätze: 

1)  J^as  entwickelte  Product  zweier  oder  mehrerer  com- 
plexer Zahlen  enthält  genau  dieselben  idealen  Primfactoren 
von  />,  und  jeden  genau  ebenso  oft,  als  die  Factoren  zusam- 
mengenommen, und  umgekehrt:  Wenn  eine  complexe  Zahl  alle 
idealen  Primfactoren  von  p  mindestens  ebenso  oft  enthält, 
als  eine  andere,  so  ist  sie  durch  diese  in  Bezug  auf />  theilbar. 
Der  Quotient  enhält  genau  den  Ueberschuss  der  idealen 
Primfactoren  von  p  des  Dividenden  über  die  des  Divisors. 
Durch  blosse  Specialisirung  folgt  hieraus: 

2)  Wenn  eine  complexe  Zahl   alle  idealen  Primfactoren 

OS 

von  p  mindestens  v.-^  mal   enthält,   ist  sie  durchp^  theilbar 

o 

in  Bezug  auf  die  Primzahl  p,  enthält  sie  diese  idealen  Prim- 

factoren  genau  v.-r-mal,   so   erschöpftpallo  in  ihr  enthal- 
0 
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tenen  idealen  Primfactoren  von  p.    Aus  den  Sätzen  l)  aod  2)  zu- 
sammen folgt: 

3)  Wenn  eine  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  ganze  com- 
plexe  Zahl  genau  v  ideale  Primfactoren  von  p  enthält,  die- 
selben mögen  verschieden,  oder  auch  zum  Theil  oder  alle 
einander  gleich  sein,  so  enthält  die  aus  den  m  conjugirten 
Werthen    derselben    gebildete    Norm    den   Factor  p    genau 

V.  A.  6 mal.    Die  aus  den  — —  verschiedenen    conjugirten  Werthen   ge- 

0  s  \y 

bildete  Norm  einer  in  Bezug  auf  p  ganzen  complexen  Zahl  wie  der  nun  mit 
9(^1)  Pt)  •  •  •  ^n)  bezeichneten,    welche  nur  den   zur  Substitution  ^<^)  ===  r 

gehörigen  idealen  Primfactor  von  p,  und  diesen  genau  v  .  — -  mal    enthält, 

0 

enthält  den  Factor  p  genau  v  mal. 

In  der  Kummer 'sehen  Theorie  a.  a.  O.  §.  6  ist  *=:p  —  l,  <!=/#•-"•, 
Ji=:l,  ist  1 — 2  eine  ganze  complexe  Zahl,  welche  jeden  idealen  Prim- 
factor von  p  genau  einmal  enthält,  und  vertreten  Functionen  von  m  die 
hier  mit  9>  (^n  ^t»  •  •  •  Qn)  bezeichneten  Zahlen. 


IV. 

Da  die  Primzahlen  p  als  die  allgemeineren  auch  die  Primzahlen  q  um- 
fassenden angesehen  werden  können,  so  will  ich  auch  die  schliesslich  noch 
zu  betrachtenden  im  Coefficieutflovona:*  in/^nalsFactorenent- 
haltenen  Primzahlen  mit  p  bezeichnen.  Ist  eine  solche  in  den  Coeffi- 
cienten  a^  bis  ^ry— i,  aber  nicht  in  ay  enthalten,  so  hat  die  Congruenz 
i?„^0  (mod p^~^)  nur  n  —  y  Wurzeln  von  den  bisher  betrachteten  Arten. 
Ist  An  =  ^  •  ^  (»»orf  p'*"'*),  wo  die  Congruenz  ^  =  ^,  +p^,  +  . . .  +  jt/'*-^ 
Ä'^.i^O  (mod  p^-^)  diese  n  —  y  Wurzeln  giebt,  während  G  ^1 +pG, 
^  ^ ,  ,  -j-  pf^—^  Gft^i  (mod  p^"^)  eine  Function  von  x  vom  Grade  y  bezeich- 
net, in  welcher  nur  das  constante  Glied  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  lässt 
sich  diese  Zerlegung  von  Ä„  für  den  Modul  p'*  fortsetzen,  indem  man ,  wenn 
j{^  —  ^G==p'*^^^/ist,  mit  der  Function  Ei  in  ^dividirt,  den  Rest  vom  Grade 
fi  —  y  —  1  mit  Ef^y  den  Quotient  mit  G^  bezeichnet,  also  M=EiGß  +  EfL 
(modp)  und  Ä„  =  {E  +  p>^-^  Ep,){G+pf^-^  Gfi)  {mod  p^)  macht.  Diese  für 
ji  =  l  mögliche  Zerlegung  ist  also  für  jeden  Werth  von  fi  möglich.  In  der- 
selben Weise,  wie  sich  oben  die  Congruenz  B  =  0(nwd pf^)^  in  welcher  alle 
Coefficienten  ausser  dem  der  höchsten  Potenz  von  x  durch  p  theilbar  waren, 
inj31ineare  Factoren  x  — r  zerlegen  Hess,  lässt  sich  nun  die  Congruenz 
G  =  0{mod pf^)  in  y  lineare  Factoren  1  — wx  zerlegen.  Bestimmt  man  nun 
die  y  übrigen  Wurzeln  r  aus  den  nach  dem  oben  Besprochenen  stets  auf- 
lösbaren y  Congruenzen  rtv^i{mod  p^)^  so  erhält  man  wie  früher  ä^^öo 
(j?  —  r,)  (x  —  r,) . . . .  (j?  —  rn)  {mod  p^).      Auf  das   vorliegende   System 
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l^>^^^^yv^^>^>^*^>^. 


von  fi  Congrnenzwurzeln r  lassen  sich  nun  dieselben  Bozeichnangen, 
Definitionen  und  Sätze  gründen,  wie  in  Bezug  auf  die  erst  betrachteten 
Primzahlen  p.  Da  hier  durch  eine  Substitution  q  =  A^^  eine  ganze  ganz- 
zahlige Function  f  (^n^t>  •••?»)>  selbst  wenn  sie  in  der  normalen  Form 
enthalten  ist,  in  einen  Ausdruck  g„  tibergehen  kann,  dessen  erstes  Glied 

as 
eine  Potenz  von  yp9  mit  negativem  Exponent  ist,   so   ist  hier  nicht  jede 

solche  Function  als  ganze  complexe  Zahl  im  Sinn  der  obigen  Definition 
anzusehen ,  sondern  es  muss ,  wenn  dies  der  Fall  sein  soll ,  eine  Reihe  von 
Congrnenzen  zwischen  den  Coefficienten  der  complexon  Zahl  erfüllt  sein, 
welche  bewirken,  dass  auch  der  Zähler  durch  die  im  Nenner  auftretende 
Potenz  theilbar  wird,  ^s  ist  bei  diesen  Primzahlen  eine  noch  etwas  wei- 
tere Ausdehnung  des  Begriffs  der  Congrnenzen,  als  oben  nothwendig. 
Eine  gebrochene  Zahl  Ä'ip-«  +  K^p-"'^^+  . .  .  +  Ä^^p-«+A-^  +  ä/>-«+.«, 
in  welcher  mit  K  ganze  nicht  negative  Zahlen  bezeichnet  werden,  die 
sämmtlich  kleiner  alsp  sind,  während  ausserdem  Ä^|  ^0  ist,  heisse  nämlich 
einer  ähnlichen  anderen  congrncnt  nach  dem  Modul  p^,  wenn  die  beider- 
seitigen Zahlen  A'  dieselben  sind.  (Nach  einer  anderen  weniger  leicht  zu 
Irrungen  Anlass  gebenden  Bezeichnung  würde  man  zwei  solche  Zahlen 
nnt  nach  dem  Modul  jo'*— «  congruent  nennen.)  Die  Modification  für  den 
Fall,  dass  auch  Wurzeln  aus  p  vorkommen,  ergiebt  sich  von  selbst.  Auch 
wenn  Wurzeln  v  vorkommen,  ist  das  Obige  leicht  zu  übertragen. 

Die  letztbosprochene  Erweiterung  lässt  sich  in  grösster  Ausdehnung 
auf  alle  Primzahlen  q  und  p  anwenden.  Man  kann  in  beliebigen  gebro- 
chenen complexon  Zahlen  Substitutionen  Q=:r^VJ  anwenden  und  unmittel- 
bar die  idealen  Primfactoren  erkennen,  welche  dieselben  im  Zähler  oder 
im  Nenner  mit  andern  Worten  eine  positive  oder  negative  Anzahl  mal  ent- 
halten,  je  nachdem  die  betreffende  Zahl  v  positiv  oder  negativ  ist,  und 
kann  umgekehrt,  wenn  die  Ausdrücket/^  auch  mit  negativem  v  gegeben 
sind,  die  Coefficienten  der  complexen  Zahl  durch  Congruenzen  bestimmen. 
Die  obigen  Sätze  l)  und  2)  für  die  Primzahlen  p  und^rblei- 
ben  wörtlich  dieselben,  wenn  beliebige  derdort  auftretenden 
Zahlen  vrespectivefi  negativ  sind,  ebenso  der  Satz  3),  wenn 
man  von  der  Anzahl  der  im  Zähler  enthaltenen  idealen  Prim- 
factoren, die  Anzahl  der  im  Nenner  enthaltenen  abz  ieht. 


V. 

Es  soll  nun  das  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Primzahlen  Erkannte  auf 
alle  Primzahlen  zugleich  angewendet  werden.  Ich  bezeichne  dieselben 
von  hier  an  sämmtlich  mit  p,  ;?,  etc.  Don  Primzalilcn  fj  entsprechend  wird 
#=/,*=!,  cFr=i,  5-.c=i,  auch  der  Ausdruck  eine  ganze  Zalil  in  Be- 
sag   auf  eine  bestimmte   Primzahl   und   theilbar   iu  Bq'i.\i^  a\\^   ^vcl^  \^^- 
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stimmte  Primzahl  hat  für  die  Primzahlen  q  dieselbe  Bedeutung  wie  für  die 
übrigen. 

Als  ganzecomplcxe  Zahl  soll  diejenige  bezeichnet  werden,  welche 
in  Bezug  auf  alle  einzelnen  Primzahlen  p  eine  ganze  complexe  Zahl  ist, 
eine  ganze  complexe  Zahl  ist  also  jede  complexe  Zahl,  welche 
keinen  idealen  Primfactor  irgend  einerPrimzahljö  im  Nenner 
enthält.  Nach  dem  Früheren  ist  also  weder  jede  ganze  complexe  Zahl 
eine  in  der  normalen  Form  ganze  nnd  ganzzahlige  Function  der  Wurzeln  g, 
noch  jede  solche  Function  eine  ganze  complexe  Zahl,  es  sei  denn,  dass 
einzelne  Klassen  der  oben  betrachteten  Primzahlen  nicht  vorkommen,  oder 
ein  anderer  leicht  bestimmbarer  bei  den  Kreistheilnngsgleichungen  statt- 
findender specieller  Fall  eintritt.  Ist  z.B.  R^  =  Ta:^  +  x+\^  so  ist 
i  —  i^i  ®^^®  ganze  complexe  Zahl,  während  1  —  ^,  eine  gebrochene  com- 
plexe Zahl  ist,  nämlich  in  Bezug  auf  die  Primzahl  7.  Ferner  heisse  eine 
complexe  Zahl  durch  eipe  andere  theilbar,  wenn  der  Quotient 
eine  ganze  complexe  Zahl  ist. 

Aus  den  früheren  Sätzen  1)  und  3)  gehen  nun  sofort  die  folgenden  all- 
gemeinen hervor,  in  welchen  für  die  Zahlen  v,  welche  angeben,  wie  oft  ein 
bestimmter  idealer  Primfactor  in  einer  vorliegenden  Zahl  enthalten  ist,  auch 
negative  Werthe  angenommen  werden  dürfen,  wo  dies  nicht  ausdrücklich 
ausgeschlossen,  also  von  einer  ganzen  complexen  Zahl  gesprochen  wird. 

Das  entwickelte  Product  zweier  odermehrerer  com- 
plexer  Zahlen  enthält  genau  dieselben  idealen  Primfactoren, 
und  jeden  genau  eben  so  oft,  als  die  Factoren  zusammen- 
genommen. Insbesondere  ist  also  das  Product  ganzer  complexer 
Zahlen  wieder  e^ine  ganze  complexe  Zahl.  Wenn  eine  com- 
plexe Zahl  alle  idealen  Primfactoren  mindestens  eben  so  oft 
enthält  als  eine  andere,  seist  sie  durch  diese  theilbar.  Der 
Quotient  enthält  genau  den  Ueberschuss  der  idealen  Prim- 
factoren des  Dividenden  über  die  des  Divisors.  Enthalten  beide 
complexe  Zahlen  dieselben  idealen  Primfactoren  genau  gleich  oft,  so  ent- 
hält der  Quotient,  welcher  eine  ganze  complexe  Zahl  ist,  überhaupt  keinen 
idealen  Primfactor,  enthält  mit  anderen  Worten  weder  im  Zähler  noch  im 
Nenner  irgend  einen  idealen  Primfactor.  Eine  solche  ganze  complexe 
Zahl  wird  eine  complexe  Einheit  genannt.  Die  Principien  von  Kro- 
necker (De  unitalibus  complexis,  Dissert.  inaug.  Berolini  1845)  und  von  Di- 
richlet  (Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  1841,  1842  und  1846)  für  die 
complexen  Einheiten,  lassen  sich  auf  die  hier  behandelten  complexen  Zah- 
len anwenden. 

Wenn  eine  complexe  Zahl  genau  v  ideale  Primfactoren 
einer  Primzahl /»enthält,  dieselben  mögen  verschieden  oder 
auch  zum  Theil  oder  alle  einander  gleich  sein,  wobei  die  An- 
zahl der  im  Nenner  enthaltenen  abzuziehen  ist,  und  wenn  das 
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Analoge  für  eine  Reihe  von  Primzahlen  p,,)9,  etc.  der  Fall  ist, 
80  ist  die  ansden  m  conjugirten  Werthen  gebildete  Norm  die- 
ser comploxen  Zahl  =  J- p^^''./?,*i^i*'i.p,*t^t*'i Denn,  wenn 

in  der  Norm  noch  ein  anderer  Factor  vorkäme,  so  müsste  in  einer  der  m 
conjugirten  complexen  Zahlen,  deren  Product  sie  ist,  also  auch  in  der  ur- 
sprünglich betrachteten  complexen  Zahl  nach  dem  ersten  vorstehenden 
Satz  noch  ein  anderer  idealer  Primfactor  vorkommen.  Die  Norm  einer 
complexen  Einheit  ist  demnach  =  +  1.  Da  die  Norm  einer  com- 
plexen Zahl,  deren  Coefficienten  immer  als  endlich  vorausgesetzt  werden 
sollen,  endlich  ist,  und  bei  einer  ganzen  complexen  Zahl  die  Zahlen  v,  v^, 
Vf  etc.  positiv  sind,  so  erkennt  man,  dass  bei  jeder  einzelnen  solchen  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Primzahlen  p,Pi,Pt  etc.  vorkommen  kann  und 
die  Zahlen  v,  Vi ,  Vt  etc.  sämmtlich  endlich  sein  müssen.  Jede  ganze 
complexe  Zahl  enthült  also  nur  eine  endliche  Anzahl  unver- 
änderlich bestimmter  idealer  Primfactoren.  Da  sich  jede  com- 
plexe Zahl  als  ganze  in  der  normalen  Form  enthaltene  Function  der  Wur- 
zeln Q  mit  Coef&cienten ,  deren  gemeinsamer  Nenner  eine  gewöhnliche 
ganze  Zahl  ist,  darstellen  lässt,  und  die  Anzahl  der  Primzahlen /> ,  deren 
ideale  Primfactoren  eine  ganze  ganzzahlige  Function  der  Wurzeln  q  im 
Nenner  haben  kann,  eine  beschränkteist,  wie  auch  die  Anzahl,  wie  oft 
sie  in  der  normalen  Form  einen  solchen  idealen  Primfactor  im  Nenner 
haben  kann,  so  erkennt  man:  Jede  complexe  Zahl  enthält  nur  eine 
endliche  Anzahl  unvetänderlich  bestimmteridealer  Primfac- 
toren theils  im  Zähler,  theils  imNcnner. 

Soll  eine  complexe  Zahl  f  (^|,  ^t, . . .  Qn)  so  bestimmt  werden,  dass  sie 
gegebene  ideale  Primfactoren  eine  gegebene  positive,  aber  nicht  noth- 
wendig  genau  diese  gegebene  Anzahl  mal  enthält,  und  ist  nicht  verlangt, 
dass  sie  bestimmte  andere  ideale  Primfactoren  nicht  enthalte,  so  können 
immer  ganze  Zahlen  als  Coefficienten  in  derselben  gefunden  werden,  da 
dann  nichts  hindert,  die  rechte  Seite  in  den  Congrucnzen  (2)  und  den  aus 

ihnen  abgeleiteten  durch  beliebig  hohe  Protenzen'  von  yp9  theilbar  zu 
machen.  Soll  /"  (^i ,  ^t » •  •  •  Qn)  den  zur  Substitution  q  =  A^^  gehöiigen 
idealen  Primfactor  einer  nicht  in  a^  enthaltenen  Primzahl/?,  ftir  welche 
0=1  ist,  V  mal  enthalten, .so  denke  man  sich  das  Kesultat  dieser  Substi- 
tution in/'(^|,  (»t, .  . .  Qn)  als  Function  vom  Grade  B  —  1  von/  und  nach 

s 

Potenzen  von  eyp  entwickelt.     Damit  successive  die  mit  der  nullten,  ersten 

s 

bis  (v —  l)ten  Potenz  von  fj^p  multiplicirten  Glieder  durch  p  theilbar  wer- 
den, müssen  offenbar  die  m  ursprünglichen  Coefficienten,  respective  die 
CoeAicienten  ihrer  pjutwickelung  nach  Potenzen  von  /),  6 .  v  lineare  homo- 
gene Congruenzen  nach  dem  Modul  p  erfüllen.  Von  diesen  können  in 
dem  Ausnahmefall,  dass  .<?>!,  einige  eine  uothwend\go  ¥o\^fi  öi^x  NäX^xx^'^w. 
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sein.  Von  den  analogen  Congruenssen,  welche  ausdrücken, dass/'C^,, ^, ...Qm) 
noch  einen  anderen  idealen  Prinifactor  von  p  v*  mal  enthalte,  können  in' 

dem  Aasnahmefall,  dass  unter  den  Wurzeln  r  congruente  vorkommen, 
einige  oder  bei  kleinen  Werthen  von  v*  alle  in  den  ersteren  enthal- 
ten sein.  Soll  f  (QuQty  »  Qu)  schliesslich  v  gleiche  oder  verschiedene 
gegebene  ideale  Primfactoren  von  p  enthalten,  so  müssen  die  m  Coeffi- 
cienten,  respective  die  mit  Potenzen  von  p  mnitiplicirten  Glieder  derselben 
S .  V  oder  in  Ausnahmefällen  weniger  lineare  homogene  Congruenzen  nach 
dem  Modul  p  erfüllen,  welche  sich  nicht  unter  einander  widersprechen. 
Dass  die  analogen  Congruenzen  nach  verschiedenen  Primzahlmoduln  mit 
einander  vereinbar  sind ,  bedarf  kaum  einer  Erwähnung.  Im  Falle  d  >  1 
kann  man  sich  in  Analogie  mit  einem  bekannten  algebraischen  Satze  alle 
Wurzeln  v  durch   eine   einzige  Function   derselben   ausgedrückt   denken, 

s 

welche  Wurzel  einer  durch  yp  ausdrückbaren  Congrueuz  vom  Grade  a  ist, 

CS 

und  deren  erstes  Glied  in  der  früher  entwickelten  Weise  nur  durch  yp^ 
theilbar  sei ,  was  ich  wegen  der  Unwichtigkeit  für  das  hier  beabsichtigte 
Resultat,  hier  nicht  genauer  besprechen  will.  Die  Anzahl  der  Congruenzen 
nach  dem  Modul  p,  welche  wie  soeben  nothwendig  ist,  damit  das  Resultat 

CS 

der  Substitution  q  =  H*?)  ein  durch  ^p^"  theilbares  erstes  Glied  habe ,  ist 
leicht  ersichtlich  =  6v.  Wenn  f  (^,,  ^t»  •  •  •  Qn)  bei  ganz  willkürlichen  gan- 
zen Coefficienteu  einen  bestimmten  idealen  Primfactor  einer  in  a^  enthal- 
tenen Primzahl  p  a  mal  im  Nenner  enthalten  könnte ,  so  sind ,  um  diesen 
idealen  Primfactor  aus  dem  Nenner  verschwinden  zu  machen,  in  der  obigen 
Weise  B.a  Congruenzen  nach  dem  Modul  p  zu  erfüllen.  Sind  diese  erfüllt, 
so  ist  die  Anzahl  der  Congruenzen,  welche  bedingen,  dass  f  (^|,  ^ti  •  •  •  Qn) 
denselben  idealen  Primfactor  eine  gegebene  Anzahl  mal  im  Zähler  enthalte, 
wie  oben  zu  bestimmen.  Es  bezeichne  nun  P  das  Product  aller  Potenzen 
pöv,  wop  alle  Primzahlen  bezeichne,  von  welchen  irgend  welche,  im  Gan- 
zen  V,  ideale  Primfactoren  in  einer  zu  bestimmenden  ganzen  complcxen 
Zahl  f  (^,,  Pt, . .  •  ^fi)  enthalten  sein  sollen.  Ferner  bezeichne  A  das  Pro- 
duct aller  Potenzen  pÖ^H-Öa'H--.,  wo  p  alle  in  a^  enthaltenen  Primzahlen 
bezeichne,  und  a,  a\  . , .  die  Anzahlen  der  in  eben  genannter  Weise  im 
Nenner  einer  ganzzahligen  Function  möglicher.Weise  vorkommenden  idea- 
len Primfactoren  derselben.  Wie  P  gleich  dem  absoluten  Werth  der  aus 
den  m  conjugirten  Werthen  gebildeten  Norm  von  f  (^, ,  ^t»  •  •  •  Qn) ,  oder 
kleiner  als  dieser  ist,  je  nachdem  für  alle  in  P  vorkommenden  Primzahlen 
d=l  oder  d  ^  1  ist,  so  ist  A  gleich  der  aus  Potenzen  von  Factoren  von 
ÜQ  zusammengesetzten  ganzen  Zahl,  welche  bei  unbestimmten  ganzen 
Coefficienteu  im  Nenner  einer  solchen  Norm  einer  complexen  Zahl  auftritt, 
oder  kleiner  als  diese  Zahl ,  jo  nachdem  für  alle  in  A,  oder  in  ö^  vor- 
kommenden Primzahlen   d  =  i  oder  d  ^  1  ist.      Bestimmt   man    nun    die 
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kleinste  ganze  Zahl  A',  für  welche  A'"»>^/'  ist,  und  setzt  auf  alle  A*"«  mög- 
lichen Weisen  die  ganzen  Zahlen  null  bis  K —  1  für  die  m  Coefficicnten 
iD  f  {.9x1  9ty  *  •  •  ^n) )  so  können  die  AT"*  Restensysteme ,  welche  die  zu  er- 
fallenden  Congruenzcn  noch  diesen  X"*  Einsetzungen  geben,  nicht  sämmt- 
lieh  nnter  einander  und  von  dem  verlangten  System  von  Resten  null  ver- 
schieden sein,  weil  das  System  dieser  Congruenzen  nur  AP  verschiedene 
Restensysteme  zulässt.  Setzt  man  für  jeden  der  m  Coefficienten  die  Diffe- 
renz der  zwei  Werthe,  welche  er  bei  zwei  zu  demselben  Restcnsystomc 
führenden  Einsetzungen  hatte^  so  werden  alle  Reste  null,  es  lassen  sich 
also  alle  verlangten  Congruenzen  durch  Coefficienten  erfüllen,  deren  abso- 
luter Werth  kleiner  als  K  ist,  und  welche  nicht  sämmtlich  =  0  sind. 

Die  ans  den  m  conjugirten  Werthen  gebildete  Norm  einer  complexcn 
Zahl  ist  eine  homogene  Function  mten  Grades  von  den  Coefficienten  der- 
selben. Ist  M  der  Werth,  welchen  diese  Norm  annimmt,  wenn  man  in 
allen  einzelnen  Gliedern  derselben  für  die  Producte  Von  m  Coefficienten 
die  Einheit  setzt  mit  dem  Vorzeichen ,  durch  welches  das  ganze  Glied  po- 
sitiv wird,  so  ist  diese  "Norm  kleiner  als  {K — 1)*".^/,  wenn  der  absolute 
Werth  der  Coefficienten  (A'— 1)  nicht  tiberschreitet.  Da  (A"— 1)"»<^P 
ist ,  ist  also  die  Norm  der  wirklich  zu  findenden  ganzen  com- 
plexen  Zahl,  welche  die  geforderten  idealen  Primfactoren 
enthält,  kleiner  als  M.A.P^  sie  ist  also  weniger  als  M .  A  m9k\ 
grösser,  als  sie  sein  würde,  wenn  sie  ausser  den  geforderten 
keine  anderen  idealen  Primfactoren  mehr  enthielte. 

Diese  allgemeinere  Untersuchung  ist  hiermit  an  dem  Punkte  ange- 
kommen, von  welchem  an  sie  mit  der  Kummer^schen  Entwickeluug,  so- 
weit sie  in  der  citirten  Abhandlung  von  185(5  gegeben  ist,  völlig  conforni 
werden  würde.  Nach  Einführung  des  Kummer'schen  Begriffs  der 
idealen  complexen  Zahlen  ergiebt  sich  nämlich  nun  sofort  der  Satz: 
Alle  idealen  complexen  Zahlen,  deren  Anzahl  unendlich  ist, 
können  durch  Zusammensetzung  mit  einer  endlichen  Anzahl 
idealer  Maltiplicatoren  zu  wirklichen  complexen  Zahlen 
gemacht  werden,  und  die  auf  diese  idealen  Multiplicatoren  gegründete 
Eintheilung  der  idealen  complexen  Zahlen  in  Klassen,  mit  dem 
'Satz,  dass  jede  ideale  complexe  Zahl  sich  als  eine  Wurzel  aus 
einer  wirklichen  darstellen  lüsst,  ist  so  gut  als  wörtlich  aus  dem 
§.  10  jener  Abhandlung  hierher  zu  übertragen. 


UI. 

XTeber  einige  Aufgaben,  welche  die  Theorie  des  logarith- 
mischen Potentials  *  und  den  Durchgang  eines   constanten 
elektrischen  Stroms  durch  eine  Ebene  betreffen. 

Von  Dr.  E.  Jochmann  in  Berlin. 


1.  Es  sei  ein  Ton  zwei  coDcentrischen  kreisförmigen  Elektroden  be- 
grenzter leitender  Theil  der  Ebene  gegeben.  Der  Halbmesser  des  inneren 
Kreises  sei  a,  der  des  äusseren  6;  auf  der  Peripherie  des  inneren  Kreises 
habe  das  elektrische  Potential  den  constanten  Werth  Fat  &iif  der  des 
inneren  Kreises  den  constanten  Werth  F^.  Die  Niveaucurven'  des  Poten- 
tials sind  in  diesem  Falle  offenbar  concentrische  Kreise,  die  8trömungs- 
linien  die  Halbmesser  dieser  Kreise.  Da  durch  jede  geschlossene  Niveau- 
linie in  der  Zeiteinheit  dieselbe  Elektricitätsmenge  c  strömen  muss ,  so  ist 
die  Stromdichtigkeit  der  Entfernung  vom  Mittelpunkt  umgekehrt  propor- 
tional ,  oder  wenn  u  die  Stromdichtigkeit  in  der  Entfernung  q  vom  Mittel- 
punkt bezeichnet,  so  hat  man 

2  jüu  =  — . 
9 
Andererseits  ist,  wenn  k  das  Leitungsvermögen  der  Ebene  bezeichnet 

woraus  sich  ergiebt: 

4/fjrF  =  —  c  log  Q  +  c^. 
Die  Constanten  c  und  c,  bestimmen  sich  durch  die  gegebenen  Grenzwerthe 
des  Potentials  F«  und  F^,  so  dass  man  hat: 

iogb — loga       ^  logh  —  Joga 

Vö  -  V, 


c  =  —  4  A- 


n  ; 


Iogb  —  loga 
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Die  Contttante  e,  wird  Null,  wenn  F«  und  V^  so  gewählt  werden,  dass 

Vg  _  Joga 
V^        logb 
wird.    In  diesem  Falle  erhält  man 

F   ^  F.    ^  F,    ^  c 

logq       loga       logb  Ank 

Lässt  man  nun  den  Halbmesser  der  Elektrode  a  stetig  abnehmen  und 
sich  der  Grenze  Null  nähern,  so  muss,  wenn  die  durch  die  Ebene  strömende 
Elektricitätsmenge  c  ungeändert  bleiben  soll,    F«  wachseu  und  rüra  =  0 

c 
anendlich  werden ,  wie  —  - — r  loga.   Lässt  man  umgekehrt  den  Halbmesser 

AltK 

der  äusseren  Elektrode   ins   Unbegrenzte  wachsen,   so  muss,   damit  die 

Stromdichtigkeit  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  behalte, 

c 
F*  unendlich  werden,  wie  —  - — -  log b^   oder    der   Widerstand  der   nach 

allen  Seiten  unbegrenzt  ausgedehnten  Ebene  ist  unendlich. 
2.  Die  Function 


logq=^logy'x^+y^ 
genügt  bekanntlich  der  partiellen  Dififerentialgleichung: 

und  spielt  in  den  Aufgaben,  welche  sich  auf  eine  Integration  dieser  Glei- 
chung mit  Rücksicht  aufgegebene  Grenzbedingungen  zurückführen  lassen, 

eine  ähnliche  Rolle,  wie  die  Function  —  bei  den  entsprechenden  Aufgaben 

für  den  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnten  Kaum.  Wie  durch  die  Inte- 
gration der  entsprechenden  Gleichung  für  drei  Dimensionen  ausser  dem 
elektrodynamischen  Problem  gleichzeitig  ein  Problem  der  Elektrostatik, 
and  wenn  unter  F  die  Temperatur  verstanden  wird,  das  Problem  des  con- 
sUnten  Wärmeflusses  für  den  gegebenen  Kaum  gelöst  wird,  so  lässt  sich 
auch  hier  zu  jedem  auf  die  Stromverbreitung  in  der  Ebene  bezüglichen 
Problem  ein  entsprechendes  statisches  angeben,  indem  man  sich  zwei 
Fluida  vorstellt,  welche  einander  wie  die  entgegengesetzten  Elektricitäten 
anziehen  und  abstossen,  aber  nicht  dem  Quadrat,  sondern  der  ersten 
Potenz  der  Entfernungen  umgekehrt  proportional.  Sind  m, ,  m,,  m,  . . . . 
gegebene  Mengen  dieser  Fluida,  welche  in  gegebenen  Punkten  der  Ebene 
P\tPt^pM»  • ' '  concentrirt  sind,  und  ^i,  ^t>  ^g  •  •  •  •  die  Entfernungen  eines 
Punktes  p  von  Pi ,  /^t  i  P«  •  •  •  •  ^^  t^tellt 

V  ^^^  Smlog  Q 
das  Potential  der  gegebeneu  Ma»senverthei]ung  in  Beziehung  auf  den  Punkt 
p  vor.     Die   Eigenschaften   dieses   „1  ogarith misch  ou    Potentials'*, 
welche  insbesondere  von  C.  Neu  manu  (Crelle's  J.  LIX)  wwV^v^wmVn.  \i^x« 

ZriUcbiirt  f.  Mathoitialik  u.  l'hy^ik.  \,  i.  ^ 
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den  sind,  besitzen  grosse  Analogie  mit  den  Eigenschaften  des  L  a  place - 
sehen  Potentials  im  Räume.  Dasselbe  genügt  in  allen  Theilen  der  Ebene, 
welche  keine  Massen  enthalten,  der  Gleichung 

Sind  durch  einen  Theil  der  Ebene  Massen  stetig  mit  der  Dichtigkeit  s  ver- 
breitet, so  genügt  dasselbe  innerhalb  dieses  Theiles  der  Gleichung 

Dasselbe  bleibt,  wenn  die  Massen  mit  endlicher  Dichtigkeit  durch  die 
Ebene  verbreitet  sind,  nebst  seinen  ersten  Differentialquotienten  in  der 
ganzen  Ebene  endlich  und  stetig.  Im  Unendlichen  reducirt  es  sich  auf 
Mlog  (f^  wenn  M  die  algebraische  Summe  aller  Massen  bezeichnet.  Es  ver- 
schwindet im  Unendlichen,  wenn  ^=0  ist. 

Sind  endliche  Massen  auf  einer  Linie  mit  der  Dichtigkeit  e  vertheilt, 
so  bleibt  beim  Durchgang  durch   diese  Linie  das  Potential  V  zwar  noch 

dV  dV 
stetig,  die  Differentialquotienten  -^,  —  hingegen  erleiden  eine Stetigkeits- 

d  V 
Unterbrechung  und  zwar  ist,  wenn  r-r^  den  in  der  Richtung  der  Normale 

genommenen  Differentialquotienten  bezeichnet 

n  (er)^,-(|r)_,=.,.. 

Ist  eine  endliche  Masse  m  in  einem  Punkte  concentrirt,  so  wird  in  diesem 
Punkte  das  Potential  unstetig  wie  m  lag  q. 

3.  Den  Punkten  der  Ebene,. in  welchen  endliche  Massen  concentrirt 
sind,  entsprechen  heim  elektrodynamischen  Problem  die  EinstrÖmnngs- 
punkte  der  ElektricitJlt;  in  diesen  Punkten  wird  das  Potential  unendlich, 
während  es  in  allen  Übrigen  Theilen  der  Ebene  endlich  und  stetig  bleibt 
und  der  Gleichung  l)  genügt.  Strömt  die  Elektricität  nicht  durch  einzelne 
Punkte,  sondern  durch  Linien  in  die  Ehene  ein,  so  bleibt  das  Potential 
beim  Durchgang  durch  diese  Linien  stetig,  seine  Differentialquotienten 
aber,  d.  h.  die  Stromdichtigkeiten  haben  auf  beiden  Seiten  derselben  ver- 
schiedene Werthe.  Sind  in  der  unbegiJMizten  Ebene  beliebige  Einströ- 
mungspunkte Pi ,  ;>j,  />8 .  . .  gegeben,  durch  welche  die  Elektricitätsmengen 
Ci ,  Cc,  c, . .  .  einströmen,  so  ist  das  Potential 

Das  elektrodynamische  Problem  erleidet  jedoch  im  Fall  einer  unbegrenzten 
Ebene  eine  Einschränkung,   welcher  das  statische   nicht  unterworfen  ist. 

♦J  Vergl  die  AbliHiidlnng-  von  Kirclihoff:  Ueber  den  Durchgang  eines  elek- 
trischen Stromes  durch  eine  Ebene,  insl^esondere  durch  eine  kreisförmige.  Pogg. 
Ann.  LXIV. 
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Es  luuss  uämlicb,  wenn  sich  ein  constantor  Strömungszustand  herstellen 
solly  die  Summe  aller  einströmenden  Elektricitatsmengon  gleich  Null  sein, 
wenn  nicht  das  Potential  im  Unendlichen  ins  Unbegrena^e  wachsen  soll  *)• 
4.  Es  sei  ein  Rechteck  AB  CD  (Taf.  1  Fig.  1)  gegeben.  Es  soll  das 
logarithniische  Potential  gefunden  werden ,  welches  in  dem  innerhalb  des 
Hechtecks  gelegenen  Punkte  P  unendlich  wird,  wie  c  log q^  im  ganzen  Um- 
fange des  Eechtecks  aber  sich  auf  Null  reducirt.  Um  die  letztere  Greriz- 
bedingung  zu  erfüllen ,  denke  man  sich  die  Ebene  des  Ilechtecks  nach  allen 
Seiten  ins  Unbegrenzte  erweitert  und  den  Punkt  P,  wie  es  in  Taf.  1  Fig.  1 
angedeutet  ist,  unendlich  oft  an  den  Kändern  des  Rechtecks  gespiegelt 
und  in  den  Bildpunkten  gleiche  Massen  mit  abwechselnd  entgegeiigosetzlen 
Vorzeichen  angebracht.  In  der  Figur  sind  die  positiven  Spiegelbilder 
durch  Punkte,  die  negativen  durch  Ringe  bezeichnet;  dann  ist 

V=c2:Z±logQ 
das  gesuchte   Potential.      Es  sei  A   der   Anfangspunkt  der   Coordinaten, 
Al>  =  j^fl»,  AC'=^  4^'.    Die  Coordinaten  des  Punktes  /^  seien  ^,  6,  so  muss 
r  unendlich  werden  wie  clogg 

für  <  .^    .  ,         und  für       <  ... 

\y  =  b  +  na)  |  y  =  —  ft  +  ww, 

dagegen  unendlich  wie  — clog  q 

für  <  ,    ,         '         und  für        <  ,.    ,         ' 

wo  für  m  und  n  der  Reihe  nach  alle  positiven  und  negntiven  ganzen  Zahlen 
mit  Einschluss  der  Null  zu  setzen  sind.  Bestimmt  man  demnach  die  Vor- 
zeichen der  einzelnen  Glieder  des  Sunnnenausdrucks  für  F,  so  ergiebt  sich : 

Bemerkt  man ,  dass 

"*  ^//  "^  (^  +  ^  —  i  ^^y+  {y  +  b—tKoJ 

m=-ao(^  +  «—  k»iG}y+  (y  ^b—flGif 
sin  —  [x  +  a  +  {y  +  b — hg/)  i]  .  sin  —  [x  +  a  —  (^  +  ^  —  '*  w') '1 

CD  CO 

sin  —  [a:  +  a+  (y  +  Ä  —  « oo') i]  .  sin  —  [a-  +  a  —  {y  ±_  b  —  n <»') ij 

00  Ci) 

ist,  so  ergiebt  sich,  wie  leicht  ersichtlich,  F  gleich  dem  reellen  Theile  der 
doppelt  periodischen  Function 

^      ^         ^       ^  0,[:r-  «  +  (y  +  b)i]  .  ©,  [x+«+(y-i).]  • 


*)  Von  dem  ElektricitJitsverlust  an  die  die  Platte  umgebende  Luft,  mit  Rück- 
sicht auf  welchen  der  Durchgang  eines  Stromes  durch  die  unbegrenzte  Ebene  von 
Smaasen  behandelt  worden  ist,  h'oH  im  Folgenden  abgesiben  worden.  Vergl. 
SmaHsen:  De  aequUibrio  dymmico  efectricitatis  in  piano  et  in  spaiio,  Tntjecti  ad  Rhenuni 
184Ö  und  Pogg,  Ami.  LXIX. 
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wenn  to  und  wi  die  reelle  und  imaginäre  Periode  bilden*).  In  der  That 
ist  es  leicht  zu  verificiren ,  dass  der  gefundene  AVerth  von  V  alle  Bedin  - 
gungen  der  Aufgabe  erfüllt.  Derselbe  genügt  zunächst  als  reeller  Theil 
einer  monogenen  Function  von  a:  +  yider  Gleichung  1);  er  bleibt  nebst 
seinen  Ableitungen  stetig  und  endlich  mit  Ausnahme  der  Punkte  der  Ebene, 
in  welchen  eines  der  vier  Argumente  gleich  Null  oder  gleich  }^ma}'^'  n<oi 
wird.    In.diesen  Punkten  wird  er  unendlich  wie  +  c  log  g.   £r  reducirt  sich 

ferner  auf  Null,  so  oft  x  gleich  0  oder  gleich  m  —  und  so  oft  y  gleich  0  oder 

w  —  wird.     Der  Quotient  der  vier  ß  besitzt  die  reelle  Periode  }q>,   die 

imaginäre  Periode  o'f.  Es  erhält  also  V  dieselben  Werthe  wieder,  so  oft 
X  um  ^Q)  oder  y  um  a/  wächst.  Betrachtet  man  P  als  Einströmungspunkt 
der  Elektricität,  während  der  ganze  Umfang  des  Hechtecks  auf  dem  con- 
stanten  Potential werth  Null  erhalten  wird,  so  giebt  der  reelle  Theil  von 
(/,  gleich  einer  Constanten  gesetzt,  die  Niveaulinien  des  Potentials,  der 
imaginäre  Theil  fT  hingegen,  gleich  einer  Constanten  gesetzt,  die  Glei- 
chung der  zu  jenen  orthogonalen  Strömungscurven  an.  Der  Umfang  des 
Rechtecks  wird  als  Niveaulinie  von  sämmtlichen  Strömungscurven  recht- 
winklig durchschnitten.  —  Es  ist  ferner  ersichtlich,  dass  eine  Summe  ana- 
loger Ausdrücke  die  Lösung  der  Aufgabe  für  eine  beliebige  Zahl  von  Ein- 
strömungspunkten enthält.  In  dem  Falle,  dass  ein  Einströmungspunkt 
im  Mittelpunkte  des  Rechtecks  vorhanden  ist  oder  für  a  =  |(o,  b  =  ^m 
hat  man: 

«.h?+('±i)']=j^''-['-f+('±7)']' 

mithin :  V  +  U  t  =  clog  — ^ -; ,— 

oder  auch : 

mithin:    r+ »'.■  =  «  J  — !-.  +  %    •■  ^         '^^ 


'     4'+?+('-t)']' 


♦)  Es  ist  iu  dieser  Abhandlung  die  von  Briot  und  ßouquet   gebrauclite  Be- 
zcichnunjTsweise  der  elliptischen  Functionen  gewählt: 

;i (z  ^  =  «m  am  z     fi(z)  =  ms  am  z     v{z)  =  J  am  z     ö  (:)  =  iang  am  z 

>c..=|;;:j  M-,=S;S  '^^-m  =«=§Ä-!- 
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5.  Es  soll  die  dem  Punkte  P  entsprechende  Randbelegnng  des 
rechteckigen  Ranmes,  d.  h.  die  Dichtigkeit  derjenigen  Massenvertheilang  aaf 
dem  Umfang  des  Rechtecks  gefanden  werden  ^  welche  zusammen  mit  der 
im  Pankte  P  concentrirten  Masse  +  ]  des  Potential  im  Umfange  des  Recht- 
ecks zu  Null  macht.  Bezeichnet  6(p)  das  Potential  dieser  Massenverthei- 
lung,  so  muss  an  jedem  Punkte  des  Um'fanges 

sein ,  wenn  Q{p)  die  Entfernung  des  Punktes  von  dem  Centram  P  bezeichnet. 
Es  ist  daher  offenbar,  wenn  in  dem  oben  gefundenen  Werth  für  F,  c  =  1 
gesetzt  wird,  innerhalb  des  Rechtecks 

und  im  ganzen  äusseren  Raum 

mithin  nach  2) : 

wo  die  Differentiation  nach  der  Richtung  der  nach  dem  Innern  de»  Recht- 
ecks gezogenen  Normale  zu  nehmen  ist.    Da  der  Umfang  des  Rechtecks 

eine  Niveaulinie  des  Potentials  ist,  verschwindet  -—am  ganzen  Umfange, 

dV  dU 

^    und  es  kann  anstatt —i  gesetzt  werden—.    Die  Ausführung  der  Differen- 
tiation ergiebt  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Relation : 

e,(u+v)      e,(M.-t;)       e,(t;)"^    ^«(„)_^«(t;) 


o_  1  du_  r 1 1 "1 


d 

d 

Man  erhält  demnach 


/dü\ 
für  die  Seite  ^C:  27C6  =  (^-I 

\0  X/X  =  0 

für  die  Seite  BD\  ^ '^ *  ~  ""  (ä^/a:  = - 

4 


^" 


für  die  Seite  AB:  litt  =  \Z~)  =o 
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für  die  Seite  CD\  2nt=—  /^j-j  _  m' 


==— i.ilf4v(a:) 


Ist  P  der  Mittelpunkt  des  Kechtecks,  so  wird 


mithin : 


a«        I    dy  k     Ar'«  .,  v(2x+2yO 


also: 

für  die  Seite  ^^7  2««=:      ikk'  ^^^  =  iftu  (-  —  2  y A , 

„      „       „     BD2n,  =  -ikk'^ d^ilc^{^--2yij, 

„      „       „     AB  27H  =  —  kk'^0  =  —  k^(j  —  txy 

CD2..  =  +  kk-'J^+V^^-kJ^-iA 

Da  fi  (  ~  j  =  0,  so  ist  die  Dichtigkeit  der  Randbelegnog  (beziehungs- 
weise die  Stromdichtigkeit)  gleich  Null  an  den  vier  Eckpunkten  des  Recht- 
ecks. Dieselbe  besitzt  Maximalwerthe  auf  den  Mitten  der  Rechtecksseiten, 
wo  nämlich 

auf  den  Seiten  AC  und  BD  2w€  =  iä^(j  —  ^fj  =  —  k: 

„       ,,         „       AB     „     CZ>  27r«  =  ~A>(o)  =  — Ar 

wird. 

Mit  Hülfe  der  gefundenen  Randbelegung  e,  deren  Potential 

sich  in  jedem  Paukte  des  Randes  auf —  log  ^,^)  redncirt,  im  Uebrij^en  inner- 
halb des  ganzen  Rechtecks  stetig  und  endlich  bleibt »  kann  nach  einem  be- 
kannten Satze  die  Aufgabe  gelöst  werden  ein©  Pott^utialAiuction  cj>  zu  be- 
stimmen, welche  innerhalb  des  ganzen  Roohti^ck»  *l<(*t^(^  wwU  «"lullich  bleibt, 
der  Gleichung  1)  genügt  und  sich  am  Kand^  vl<^*  K^n^Mtw^k^  auf  eine  be- 
liebig gegebene  stetige  Function  <l>  reduouK  \^\^  ^n^ms^Mt*  jVltrwlialfttnction 
wird  nämlich  durch  das  über  den  ^auAt^u  V^^(\äW^  v4^  K^Mv^ck*  ausge- 
dehnte Integral 
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ausgedrückt*    (Vergl.  C.  Nenmann.  Grelle  J.  LIX.  p.  330.) 

6.  Es  sei  ein  Rechteck  ABCDi^I^L  I  Fig.  2)  und  innerhalb  desselben 
beliebige  Einströniungspunkte  gegeben.  Es  soll  das  logarithmische  Poten- 
tial so  bestimmt  werden,  dass  seine  Niveaulinien  den  Umfang  des  Becht- 
ecks  überall  rechtwinklig  durchschneiden,  oder  dass  durch  den  Umfang 
Elektricität  weder  ein-  noch  ausströmt.  Damit  die  Lösung  möglich  sei,  ist 
offenbar  die  Bedingung  erforderlich ,  dass  die  Summe  der  durch  die  gege- 
benen Punkte  in  das  Rechteck  einströmenden  Elektricitätsmengen  Null 
sei.  —  Es  seien  die  Coordinaten  der  Einströmungspunkte  Oi^i,  f^t^ti 
a^h^. , ,,  avbvt  die  durch  dieselben  einströmenden  Elektricitätsmengen  Cj, 
f,,  c,  . .  . .  cv,  so  genügen  letztere  der  Bedingung 

Zc  =  0'. 
Um  die  Grenzbedingung  zu  erfüllen,  dass  durch  den  Rand  des  Rechteckes 
keine  Ein-  tulcr  Ausströmung  voii  Elektricität  stattfinde,  denke  man  sich 
wieder  jeden  Einströmungspunkt  an  den  Rändern  des  Rechtecks  unendlich 
oft  gespiegelt  und  in  den  Bildpuukten  Einströmuugspunkte  mit  gleichem 
Vorzeichen  angebracht.  Es  ist  dann  leicht  ersichtlich,  dass  man  allen  Be- 
dingungen der  Aufgabe  durch  den  reellen  Theil  einer  Summe  von  Aus- 
drücken ähnlicher  Form,  wie  in  §.4,  genügen  kann.  Das  Potential  F  muss 
unendlich  werden  wie  c,/o//^,,  so  oft 

ar=r       fif+lmca  ,  (a:  =  —  a,+  *//icü 

,      .    '       ,       oder        <  ,      I  ' 

I  y  =       h,+     neu  {  y  =  —  f^t  +     '*  w 

oder  {  u     ,  '       ^^^^'        ]  ..     I  ' 

Man  setze 

O,[oo  +  a,  +  (y^b,)i]  e^[x  +  a,  +  {y  +  bJi\U 
Der  reelle  Theil  dieser  Summe  wird  an  den  Einströmungspunkten  und 
ihren  Spiegelbildern  in  der  vorgeschriebenen  Weise  unendlich.  Derselbe 
genügt  der  Gleichung  1).  Dass  die  Grenzbediugungen  erfüllt  sind,  folgt 
aus  der  Symmetrie  in  Beziehung  auf  die  Seiten  des  Rechtecks.  Das  Pro- 
duct  der  vier  S  hat  die  reelle  Periode  ^  w.  Wächst  y  um  cd',  so  erhält  daß 
Product  der  ß  den  Factor 

-W-2i(x+yi)] 

oder  U  erhält  den  Summanden 

—  [(o'—2iijr  +  yi)].i:Cs, 

welcher  in  Folge  der  Bedingung  2Jr,  =  0  verschwindet.  In  der  Discussion 
der  Resultate  beschränken  wir  uns  auf  die  besonderen  Fälle,  dass  zwei 
Einströmungspunkte  mit  den  einströmenden  ElektricitH.tftTxvcivw<i\\  «V  ^  '^'^^ 
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—  1  vorhanden  sind ,  welche  entweder  mit  zwei  benachbarten  oder  mit 
zwei  gegenüberliegenden  Eckpunkten  des  Kechtecks  zusammenfallen.  Der 
erstere  Fall  umfasst  gleichzeitig  den  zweier  Einströmungspunkte  auf  den 
Mitten  zweier  gegenüberliegender  Rechtecksseiten,  indem  man  dann  nur 
das  Rechteck  durch  die  Verbindungslinie  der  Seitenmitten  in  zwei  symme- 
trische Hälften  zu  theilen  braucht. 

Sind  A  und  C  die  Einströmungspunkte ,  so  hat  man : 


r=  V+  Wi  =  log 


S^\x+yi—\foi)  e,*(a:  +  yt  +  i(D'f) 


oder  mit  Unterdrückung  des  constanten  Summanden  —  2«  —  +  2 /o^ Ar 
U=  V  +  Wi  =  AlogX{x  +  yi) 

Die  Componenten  der  Stromdichtigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  des 
Rechtecks  sind : 

d_V_ ki^x) [1— ^U*(ar)][l— ^«A*(yt)] 

dx~k\x)  —  }}{yiy  l  —  kn*{x)l\yi) 

^y        ^\yi)  —  k^{x)  '  1  —/^k^{x)  k*(yi) 

Die  Richtung  der  Strömungslinien  ist  in  jedem  Punkte  bestimmt  durch  das 
Verhältniss 

Werden  femer  die  gegenüberliegenden  Eckpunkte  A  und  D  als  Einströ- 
mungspunkte gewählt,  so  ist 

a|  =  0     6,  =  0  a(  =  |^a>     6,=  4a)' 

zu  setzen  und  man  erhält 

»=  r+  B-i^to,  — -, ^tl2 , ,_ 

oder  mit  Weglassung  des  constanten  Summanden 

—  2n^+2iog{kk') 
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dV_       2A(2a?)  _  ^  [l-^f^k^(x)][k'*+l^ti*  (y  0] 

dV^     2ik{2y{)        [l—f^l\yi)][k'*+f^ti'{x)] 
dy'    A*(yt)-A«(a:)'  k"*  +  l^  fi\x)  (i' {y  i) 

Im  besonderen  Falle  einer  quadratischen  Platte  hat  man 

(0  =  2(o' 
k  =  k'=j/l 

V  =  2loa2    ^-^'(^)^'(y) 

ar^       2A(2x)  [l  +  fi^(y)][l-iA^x)] 

aa:       fi«(j:)+fi'(y)  1— fi«(a:)^«(y)         ' 

ar_     2;(2y)     ^  [MV(^)]  (iz^i  WJ. 

7.  In  ganz  gleicher  Weise  wie  die  in  §§.  4  und  6  behandelten  Auf- 
gaben, lässt  sich  die  dritte  Aufgabe  lösen,  das  Potential  so  zn  bestimmen, 
dass  die  Seiten  AC  und  BD  Strömnngslinien ,  AB  und  CD  hingegen  Linien 
gleichen  Potentials  werden,  während  innerhalb  des  Rechtecks  beliebige 
Einströmungspnnkte  gegeben  sind.  Man  hat  in  diesem  Falle  die  Einströ- 
mungspunkte an  den  Seiten  ^Cund  BD  mit  gleichen,  an  den  Seiten  AB 
und  CD  mit  abwechselnd  entgegengesetzten  Vorzeichen  sich  spiegeln  zu 
lassen,  um  eine  Potentialfunction  zu  bestimmen,  welche  sich  auf  den  Seiten 
AB  und  CD  auf  einen  constanten  Werth  rcducirt  und  an  den  Einströmungs- 
pnnkten  in  der  vorgeschriebenen  Weise  unendlich  wird.  Wird  ferner  ver- 
langt, dass  auf  der  Seite  AB  das  Potential  einen  gegebenen  constanten 
Werth  F,  auf  der  Seite  CZ>  einen  andern  gegebenen  Werth  F,  annehme, 
to  erreicht  man  dies  durch  HinzufUgung  eines  Ausdrucks  von  der  Form 
py  +  qy  in  welchem  die  Constanten  j9,  q  den  gegebenen  Grenz werthen 
gemäss  bestimmt  werden.  Es  soll  beispielsweise  der  Fall  behandelt  werden, 
dass  ein  Einströmungspunkt  gegeben  ist,  welcher  auf  der  die  Seiten  AB 
und  CD  halbirenden  Mittellinie  des  Rechtecks  liegt.     Es  sei  ^  ^  =  ^  o, 

AC=  l€9y  die  Coordinaten  des  Einströmungspunktes  seien  a=  — ,  b. 

4 

Der  reelle  Theil  der  Function 

^.\x-j+(y-b)i\ 
Ü=V+  Wi=clog — ^ ^ 

ö.[^-|  +  (y  +  ^)t] 

wird  unendlich  wie  c  log  ^  für  /  4      oder  für 


.      CO 

a:  =  — 
4 

y-=-b 


4      oder  für 
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Derselbe    reducirt   sieb   aaf  Null   ftir  y=sO^   dagegen   auf  die   constante 

Grösse — 4?fr  —  für  y  =  J«'-     l^<^r   imaginäre  Theil  ^verschwindet  für 

X  =0  und  für  a:  ==  ^(o.  Die  Seiten  AB  und  CD  sind  also  wie  verlangt, 
Linien  gleichen  Potentials,  AC  und  BD  Strömungslinien.  Soll  auf  AB 
V=  F, ,  auf  CD   V  =V^  sein,  so  hat  man 

(O  fO(D 

ö,U-j  +  (y-ft)']ö,p-j-(y-ft)«] 

+  clog — p ^ — 

Ist  insboHondere  der  Eiuströmungspunkt   der  Mittelpunkt  des  Kechtecks, 

alKo6  =  — ,    so   genügt   man    den    Forderungen    der  Aufgabe    durch    die 
4 

Function 


deren  reeller  Theil  für  y  =  0  und  y  =  —  verschwindet.    Für  die  Stromdich- 


t;=  c/oj7^Ä  .  i  [x  -  I  +  (y  -  ^).j 

Ol 

il  für  y  =  0  und  y  =  —  verscl 
tigkeit  an  den  Seiten  AB  und  CD  erhält  man 

l—k3j(x—^\ 

®pf^- -^i 

Dieselbe  hat  ein  Maximum  +  c  (1  +  A)  auf  der  Mitte  dieser  Seiten,    ein 
Minimum  ^  c  (1  —  k)  au  den  Eckpunkten  des  Rechtecks*). 


*)  Nach  Beendigung  und  Ahsendung  des  Mannscripts  zn  der  vorstehenden  ersten 
Abiheiluiig  dieser  Abhandlung  lut  die  Aufiuerksaiukeit  des  Verfassers  auf  eine  ^Stelle 
in  der  Inauguraldissertation  von  Miunigerode:  ,, Ueber  Wärmeleitung  in  Krystallen" 
(Göttingen  I8ö2)  gelenkt  worden,  in  welcher  derselbe  das  Problem  des  nicht  con- 
stanten  Würmeflussos  auf  einem  Parallelepipedon  und  einem  regulär  dreiseitigen 
Prisma  mit  Hülfe  eines  analogen  Spiegelungsprincips ,  wir  das  im  Vorstehenden  be- 
nutzte, behandelt  und  ebenfalls  auf  O-Reihen  geführt  wird.  Der  Verfasser  hat  dies 
an  dieser  Stelle  zu  erwähnen  nicht  unterlassen  wollen,  obgleich  die  von  M inni- 
ge rode  behandelten  Probleme  wesentlich  anderer  Natnr  sind  und  die  9- Functionen 
in  anderer  Form  als  in  dieser  Abhandlung  auftreten. 


IV. 

Ueber  Systeme  koBmischer  Ringe  von   gleicher  ümlaufB- 

zeit  als  discontinnirliche  Gleichgewichtsformen  einer  frei 

rotirenden  FlüsBigkeitsmasse. 

Von  Dr.  Ludwig  Matthiessen  in  Jever. 


Neben  den  Sorgfältigen  Beobachtungen  und  Messungen  der  Saturns- 
ringe,welcbe  namentlich  im  letzten  Decenniam  von  Galle,  Lassel,  Ja- 
cob, Secchi  U.A.  angestellt  wurden,  sind  seltener  theoretische  Unter- 
suchungen über  ihre  räthselhafte  Entstehnngsweise,  Gestalt  sowie  die  Ge- 
setze ihrer  Bewegung  mit  besonderem  Erfolge  angestellt  worden.  Da  aber 
die  Lösung  dieser  Probleme,  um  nicht  den  Charakter  wissenschaftlicher 
Forschung  zu  verlieren,  sich  auf  wirkliche  Naturvorgänge  zu  gründen  haben, 
80  ist  es  zunächst  die  Elauptaufgabe  der  Wissenschaft,  das  Beobachtungs- 
material dem  mathematischen  Caicul  zu  unterwerfen  und  von  möglichst 
wenigen,  sowie  einfachen  Voraussetzungen  auszugehen.  Die  Hauptschwie- 
rigkeiten, derentwegen  eine  genügende  Theorie  der  Saturnsringe  oder  der 
kosmischen  Ringe  überhaupt  noch  immer  nicht  erzielt  worden  ist,  liegen 
einerseits  in  dem  Probleme  selbst,  andererseits  in  dem  Mangel  an  Beobach- 
tungen über  den  Aggregatzustand,  über  die  Anzahl  der  Saturnsringe  (sie 
ist  gewiss  sehr  gross)  und  über  die  particulären  Umlaufszeiten.  Die  Ent- 
stehung der  Saturnsringe  wird  gleich  dem  Bildungsgange  des  Planeten  ein 
kosmisches  Räthsel  bleiben,  weil  sie  einfach  historische  Begebenheiten  sind, 
welche  dem  menschlichen  Geiste  zu  schauen  nicht  vergönnt  gewesen. 
Alexander  von  Humboldt  spricht  sich  in  einem  Briefe  an  mich  vom 
Jahre  1858  hierüber  in  folgenden  Worten  aus:  „Die  Gleichgewichts- 
tiguren  rotirender  Flüssigkeiten  gehören  glücklicherweise  zu  den  Lösungen 
solcher  Probleme ,  die  eine  innere  durch  mathematische  Gedankenverbin- 
dung gesicherte  Gewissheit  darbieten.  Gehen  wir  in  die  vielen  Processe 
der  Bildung  von  Weltkörpern  über,  so  würden  sich  historische  Begeben- 
heiten finden,  deren  Folgen  und  Ursachen  uns  unbekannt  bleiben.  Saturn 
liegt  nicht  in  der  Mitte  seiner  Ringe.     In  unsern  Tagen  \\ä1  ^«>.t  'Ä\^\^^Ocv^ 
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Comet  sieb  in  zwei  Weltkörpor  getrennt.  Die  Planetenabstände  sind  in 
vier  Formeln  eingekleidet.  Aus  denselben  Pendelversucben ,  aus  denen 
Airy  {Kosmos^  Bd.  IV  p.  047)  eine  Dichte  von  6,565  folgert,  zieht  neuer- 
dings Staugbton  in  Dublin,  worin  er  eine  mittlere  Höhe  der  Continente 
annimmt,  wieder  nur  5,48.  Ich  nenne  beruhigend  den  höhern  Theil  der 
theoretischen  Astronomie,  weil  er  ordnet,  was  in  der  wirklichen  Welt  des 
Gbballten  durch  eine  Reihe  von  uns  nngekannten  Revolutionen  (Weltbe- 
gebenheiten) seine  Gestalt,  Dichte,  Achsenneigung  und  relative  Lage  er- 
halten hat.  Die  Himmelskörper  haben  ihre  Geschichte,  wie  die  soge- 
nannten Systeme  der  gehobenen  Gebirgsketten  und  die  Reihen  der  Meeres- 
tiefen. Darum  führt  Weltbeschreibung  nicht  leicht  zur  Welterklärung, 
und  das  ärmliche  Sein,  auf  das  ich  mich  nach  der  eingeschrumpften  (?) 
Richtung  meiner  Studien  beschränken  muss,  erläutert  selten  das  Werden. 
Auch  preise  ich  nicht  blos  der  hohen  Würde,  sondern  der  Beruhigung 
wegen  die  Bahn,  die  Sie  vorziehen.*' 

Noch  weniger  der  Mühe  lohnend,  ja  thöricht  muss  jede  teleologische 
Betrachtung  auf  diesem  Gebiete  erscheinen.  Ueber  den  problematischen 
Zweck  der  Saturnsringe  sind  die  wunderlichsten  Meinungen  ans  Licht  ge- 
treten. Einige  wollen  den  Ring  als  eine  nächtliche  Leuchte  des  Saturn 
angesehen  wissen,  während  er  doch  fast  nur  denjenigen  Theilen  der  Ober- 
fläche des  Saturn  leuchtend  erscheint,  welche  Tag  haben.  Andere  suchen 
in  der  durch  die  Reibung  und  die  fortdauernden  heftigen  Gollisionen  die- 
ser „ungeheuren  Menge  von  Asteroiden'*  eine  beträchtliche  und  beständige 
Wärmequelle,  welche  hinreichend  sei,  den  unerträglichen  Frost  in  der  kal- 
ten Zone  des  Sonnensystems  in  gewissem  Grade  zu  mildern  (Vaughan). 
iJie  Meinung,  dass  die  kosmischen  Ringe  noch  in  ihrer  Fortbildung  be- 
griffene, also  nicht  fertig  gewordene  Weltkörper  seien,  erscheint  ebenso 
einseitig,  wie  die  Ansicht  dessen  es  sein  würde,  welcher  behaupten  wollte, 
dass  die  Quadrupeden  unfertige  Menschen  wären.  Ist  der  Ring  vielleicht 
eine  weniger  vollkommene  Figur  als  die  Kugel?  Die  flüssigen  Körper 
können  in  unendlich  mannigfaltigen  Gestaltungen  als  permanente  Gleich- 
gewichtsformen auftreten.  Macht  doch  gerade  diese  Mannigfaltigkeit  in 
den  Formen  der  Naturgegenstände  auf  unser  Gemüth  und  Gefühl  den  er- 
habensten und  wohlthuensten  Eindruck!  Hoffen  wir,  dass  jenes  Wunder- 
werk der  Schöpfung  ewig  eine  Zierde  des  Firmaments  bleibe! 

Unter  den  ernsteren  Speculationen  über  die  Entstehung  der  Saturus- 
ringe  und  deren  Constitution,  welche  auf  einem  rein  analytischen  Calcul 
basirt  sind,  müssen  erwähnt  werden  die  Arbeiten  von  Vaughan  {Philos. 
Mag.  XX,  1860  und  XXI,  1861).  Der  genannte  Physiker  leitet  den  Ur- 
sprungs der  Ringe  von  der  Instabilität  sphäroidischer  Satelliten  in  sehr 
kleinen  Entfernungen  vom  Hauptkörper  her.  Nach*  dieser  Theorie  soll 
der  ursprüngliche  Satellit  an  der  Grenze  der  Region  der  Instabilität  eine 
plötzliche  Zerstreuung  (Explosion)  seiner  Masse  erlitten  haben   und   von 
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der  Zeit  an  ein  breiter  Ring  von  Trümmern  mit  ungleicher  Revolutions* 
geschwind igkeit  den  Centralkörper  umgeben.  Mir  ist  es  wahrscheinlich, 
dass  nicht  an  Explosion,  sondern  an  Ampallontheilung  (Plateau)  zu  den- 
ken  sei,  so  dass  sich  die  Masse  in  eine  breite  Fläche  sowohl  centripetal  als 
centrifugal  ausdehnt  ganz  zerfiiessend,  weswegen  der  Ring  überall  ziemlich 
gleich  dick  sein  mag.  Die  Zweitheilung  des  Ringes  würde  dann  auf  eine 
anfangliche  Theilung  in  zwei  Hauptampullen  schliessen  lassen.  Diese 
Hypothesen  können  erst  in  der  gesichei*ten  Entdeckung  des  Aggregatzu- 
standes so  wie  der  Dichtigkeit  der  Masse  einen  sichern  Stützpuiikt  ge- 
winnen. Denn  in  der  That  würde  in  dem  wirklichen  Abstände  des  Ringes 
vom  Centralkörper  das  Gleichgewicht  eines  sphäroidischen  (ellipsoidischen). 
Satelliten ,  dessen  Dichtigkeit  wenig  von  der  des  Saturn  verschieden  wäre, 
nicht  bestehen  können,  und  nach  Laplace  auch  das  eines  einfachen 
Kinges  von  elliptischem  Querschnitte  nicht.  Bedeutet  x  die  Entfernung, 
wo  die  Stabilität  aufhört,  R  den  Radius  des  Hauptkörpers,  so  ist  im  ersteren 
Falle  nach  Vaughan  a::/?  =  2,489,  im  zweiten  Falle  nach  Laplace 
XI  R=  2,404.  Wäre  der  mittlere  breite  Ring  einfach  in  allen  seinen  Thei- 
len  cohärent  und  nicht  etwa  eine  Zone  von  Asteroiden  oder  sehr  schmalen 
Ringen,  endlich  der  elliptische  Querschnitt  die  einzig  mögliche  Gleiclige- 
wichtsform,  so  müsste  demselben  eine  mindestens  8  fache  Dichtigkeit  zuge- 
schrieben werden,  welches  der  geringen  Masse  -—wegen    nicht  zulässig 

1 18 

ist.  Die  Hypothese  einer  Asteroidenzone  gewinnt  der  Laplace^ sehen 
gegenüber  an  grösserer  Wahrscheinlichkeit,  da  dieselbe  mit  der  Stabilität 
des  ganzen  Systems  vereinbar  ist. 

Da  insbesondere  die  Vervollkommnung  der  Theorie  der  Gleichgewichts- 
formen frei  schwebender  Flüssigkeitsmassen,  deren  Theilchen  sich  nach 
dem  New  ton  *  scheu  Gesetze  anziehen,  eine  vollständige  Lösung  der  com- 
plicirteren  Probleme  erst  anbahnen  muss,  so  wenden  wir  uns  hier  auch  spe- 
cielleren  Aufgaben  dieser  Gattung  zu  und  betrachten  zunächst  die  Gesetze 
der  Bewegung  eines  Paares  von  conccntrischen,  coaxialen  Ringen  von  glei- 
cher Dichtigkeit  und  Umlaufszeit  um  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt. 
Dieses  System  kann  alsdann  als  eine  einzige  und  zwar  discontinuirliche 
Gleichgewichtsfignr  betrachtet  werden.  Die  Bewegungsgleichung  eines 
solitären  Ringes  mit  kreisförmigen  Querschnitt  ist  zuerst  im  Jahre  1859  von 
mir  in  meiner  Monographie  aufgestellt  worden;  sie  findet  sich  auch  in 
Bd.  VI  dieser  Zeitschrift  p.  68  und  lautet: 

CO«            ^^        ö«               64  r«  ö     ,  64r*7r 

—         =  K  =  — -j  /o^  nal ,  =  — ,—  log  nat 


271  fQ  4r*  e ,  a^        Ar^n  e.q^ 

wo  a  die  halbe  Dicke  des  Ringes,  q  den  Querschnitt,  r  den  Halbmesser 
und  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeuten.  Wir  nehmen  im 
Folgenden  also  vorläufig  an ,  dass  der  Querschnitt  der  beiden  Ringe  kreis- 
förmig sei,  indem  wir  am  Schlüsse  der  Untersuchung  den  Be^e\Ä  ^^t^iv 
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werden,  dass  der  Querschnitt  der  Ringe  nur  sehr  wenig  von  dieser  Gestalt 

abweicht     Ist  der  Querschnitt  elliptisch  und  sind  die  Halbmesser  a  und  6, 

so  ist  die  Bewegungsgleichung  ziemlich  genau  (ibid.): 

ab  ,  64r'  g    .  64r*« 

F== — 'log  nat ,  _   „ =i=  — ^—log nat 

4r*  eab.j/l+l}        4r«^    ^        e  ,  q}/\  +  l} 

Wir  berechnen  zunächst  den  partiellen  Differentialquotienten  des  Gesammt- 
potentiales  ü*)  der  beiden  Ringkörper  auf  den  Mittelpunkt  des  Querschnitts 
jedes  einzelnen  Ringes.  Um  die  Bewegungsgleichung  zu  erhalten,  gentigt 
es,  das  Potential  nach  r  zu  differenziren,  weil  die  Figur  nach  allen  Rich- 
tungen hin  symmetrisch  ist.  Die  Componente  R  der  Anziehung  in  der 
•  Richtung  des  Radius  vector  der  Bahn  ist  alsdann 

wo  f  bekanntlich  die  Gravitationsconstante  0,0002959  ist,  deren  Berechnung 
sich  findet  in  P  o  i  s  s  o  n*  s  Lehrbuch  der  Mechanik,  übers,  von  £d. Schmidt, 
zweiter  Theil  pag.  14. 
Es  sei  nun 

a)   C/|  das  Potential  des  äussern  Ringes  auf  sich  selbst,  R^  =  f,fi—J' 


b)  Uli  das  Potential  des  innern  Ringes  auf  den  äussern,  R^  =  f, 

c)  U^  das  Potential  des  innern  Ringes  auf  sich  selbst,  R^=  f. 


dr 


d)   t/mi  das  Potential  des  äussern  Ringes  auf  den  innern,  Äm,==/*.fi       ""* 

Die  genaue  Bestimmung  dieser  Potentiale  ist  eine  an  sich  sehr  schwierige 
Aufgabe  und  möchte  vielleicht  in  blossen  Integralformeln  möglich  sein. 
Da  diese  uns  indess  bei  der  Erzielung  einer  concreten  Anschauung  völlig 
im  Stiche  lassen  würden,  so  wollen  wir  einer  Näherungsmethode  den  Vor- 
zug geben  und  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  die  Dicke  der  Ringe 
im  Verhältniss  zu  ihrem  Durchmesser  klein  seien.  Das  Verhältniss  der 
zum  Gleichgewichte  erforderlichen  Dimensionen  soll  alsdann  an  Zahlen- 
beispielen zur  deutlichen  Anschauung  gebracht  werden. 
d)  Der  Werth  von  /?,  ist  nach  dem  Obigen  gleich 


^       a«  .            64r» 
2nfQ  .  ---log  nat = 


also 


1)  Ä,  =  —  2nfQ^log  nat  --^ 


*)  Obgleich  e«  üblich  int,  dasl^otontinl  hol  dorn  N  owto naschen  Attractionsgesctzc 
mit  ^zu  bezeichnen,  so  ist  hier  dio  allgomoincrc  Hezcichnung  beibehalten  worden, 
um  die  Verwechselung  mit  dem  Kotatiousmoment  y  su  vermeiden. 
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fc)  Die  Anziehung  B^  eines  Ringes  auf  einem  äussern  Punkt  ist  in 
dem  vorliegenden  Falle  nahezu  gleich  der  eines  Kreises  von  derselben 
Masse;  mithin 

*J  (r»-2rr,co*(p  +  r,»)| 

Setzt  man  fortan  4rr, :  (r  +  r,)*=  t',  —  = 9,  so  geht  das  vorstehende 

lutegral  über  in  die  beiden  folgenden: 


Da  nun 


0    '^  0     '^  ^ 


n  n 

2  2 


=-T.|<f-)-r^.<f.')l' 

SO  ist  der  erste  Theil  von  i?Q  gleich 
Das  zweite  lutegral  hat  den  Werth 
Vereinigt  man  dieselben,  so  wird 

,„=_„/■„,  f!j|-,+.(i)'..+3(L.»y..+ ] 

worin  sich  auch  noch  das  Verhältniss  r,  :  r  verwandeln  lässt  in 

=iG)-+jC-:)"+i(.^:-:)-^- 

Dies   ist  jedoch    für    eine  wirkliche  Berechnung    des  Integrals    unzweck- 
massig.    Die  Bcwegungsgleichung  für  den  äussern  Bing  ist  do^itv^^mvL^^    ^ 
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.=  -^™,^+^'i[.H.,(iy..+,(L^OVH....] 
-'7[(i)''+'(^D*-+-]|- 

c)  Die  Componente  i^m  ist  wiederum  analog  a) 
3)  Äiu=  —  27t fQ  ^  log  nal  -^^^• 

cO  Die  Anziehung  des  äussern  Ringes  auf  den  Mittelpunkt  eines  Quer- 
schnitts des  innern  Ringes  crgiebt  sich  durch  Analogie  aus  J?,|,  wenn  man 
r  wit  T]  und  umgekehrt  vertauscht;  ebenso  g,  mit  q  und  q  mit  q^.  Die 
Gleichung  der  Bewegung  des  innern  Ringes  ist  demgemäss 

4)  r, =^^, ;.,».,  pp- 

+,^i['+Hi)"-+'(iiD'"+-]-.T[3)"-(c:)'-+-]| 

worin  der  eingeklammerte  Ausdruck  negativ  ist.   £s  ist  nämlich 
Führt  man  diesen  Werth  in  die  Klammer  ein,  so  geht  sie  über  in 


-^1 


Sollen  die  beiden  Ringe  gleiche  Umlaufszeiten  besitzen,  so  muss  F=  T, 
sein,  und  es  lässt  sich  für  gegebene  Verhältnisse  ihrer  Durchmesser  immer 
das  ihrer  Quorschnitte  oder  ihrer  Dicken  berechnen. 

Man  zieht  nämlich  aus  b)  und  d)  leicht  die  Bedingungsgleichung 

,.  h-p^/"']---'-.T. i[-^'(i)'-+»c-:)'-+--] 

-?[a)"-+H.4)'-+-]i 

"ä)'""-p=;/'-4|['+Ki)'-+'G-:)"-+-] 
.    -u(i)'-(r:)'-+--]! 


-?[a)'-+K:-f^)"''+--] 
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Um  die  physikalischen  Analogien  dieser  Formel  za  fixiren,  sei  bei- 
spielsweise r  :  r,  =  3,  r:}/q=  10.  Dann  ist  r  :  a  =  10  }/n  =  17,725.  Da 
nnn  das  hiervon  abhängige  Verhältniss  r,  :  a,  noch  unbekannt  ist,  so  nehmen 
wir  es  anf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  vorläufig  gleich  r:a  an;  es 
wird  sich  alsdann  aus  dem  hieraus  berechneten  Werthe  von  q^ :  q  ein  ge- 
nauerer Werth  substituiren  lassen.    Die  Formel  geht  wegen  €*=  J  über  in: 

^^^  /o,„.m-'-y  12.2409.     '»■55««}^   ,,^3^,,,3,_    , 

^      '»/opna/Se-^  12.2409 -0,28401       ^'«««'-2.3042       ^Sl" 
8 

Um  einen  zweiten  Näherungswerth  zu  erhalten,  hat  man  also  rechts  den 
Quotienten  r, :  ^y,  =  -—^ —  r  :  j/q  einzuführen.    Hieraus  folgt: 

q^    __  iog  nat  86  +  2,6738 4,4543  +^,6738  _  Jl_^ 

7  "~ O7o5fwa/ 64  — 2,3042       37,4299^'2,3042  ""* 4,93 

Das  hypothetische  Verhältniss  betrug  ^, :  g  =  1  :  9,   das  wahre  ist  1  :  4,921. 

Aas  dem  Vorhergehenden  ergeben  sich  folgende  Gesetze: 

1.  Bei  solitären  Ringen  von  derselben  Dichtigkeit  sind  die  Umlaufs- 
zeiten gleich,  wenn  das  Verhältniss  ihrer  Dicke  zu  ihrem  Durchmesser  con- 
8tant  bleibt,  d.  h.  wenn  sie  einander  ähnlich  sind. 

2.  Innerhalb  massig  weiter  Grenzen  sind  die  Umlaufszeiten  den  Durch- 
messern direct,  den  Dicken  umgekehrt  proportional.  Der  Exponent  des 
Verhältnisses  nimmt  ab  bei  wachsendem  Durchmesser  der  Bahn. 

8.  Bei  zwei  concentrischen  Hingen  von  derselben  Dichtigkeit  und 
gleicher  Umlaufszeit  nimmt  im  Gegensatz  zu  1.  das  Verhältniss  der  Dicken 
in  einem  geringeren  Maasse  zu,  als  das  ihrer  Durchmesser.  Ist  z.  B. 
r  :  r,  =  3  : 1,  so  ist  a:  a,  =  ]/4,92  :  1. 

4.  Die  Umlaufszeit  des  äussern  Ringes  ist  kleiner,  die  des  innern 
grösser,  als  wenn  jeder  nur  seiner  eigenen  Anziehung  unterworfen  wäre. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  das  Rotationsmoment  r  =  0,0080,  wogegen  für 
den  äussern  Ring  allein  betragen  würde  F='0,0071,  für  den  innern 
F|=  0,0121.  Die  Unterschiede  dieser  Werthe  von  dem  gemeinsamen  ver- 
halten sich  umgekehrt  wie  die  Querschnitte. 

5.  Das  Volumen  des  äussern  Ringes  ist  viel  grösser  und  verhält  sich 
im  vorliegenden  Falle  wie  r^r :  r,  ^,  =  3  .  ^,92  : 1  =  6,67  :  1. 

Nachdem  nun  die  gegenseitige  Lage  des  Systems  für  einen  speciellen 
Fall  ermittelt  worden  ist,  wollen  wir  es  versuchen,  die  Grösse  der  Abplat- 
tung des  Querschnitts,  welcher  nahezu  elliptisch  ist,  näherungsweise  zu 
bestimmen.  Jeder  Querschnitt  hat  einen  Polar-  und  Aequatorialhalbmesser. 
Der  erstere  sei  a,  der  zweite  b  und  h  '.  a  =  y\  -^  l^. 

Um  zunächst  die  Componente  B^  der  Anziehung  eines  Punktes  des 
Aequators  des  äussern   Ringes  selten  der   eignen  Mae&e   z\i  W%\.vnv\ii^\i^ 

ZeiUcbrifl  f.  Mathematik  a.  Physik.  X,  1.  t> 
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hat  man  das  Verhältnis«  der  Anziehung  Ä,  des  ganzen  Ringes  anf  das 
Centram  eines  elliptischen  Querschnitts  zu  der  Anziehung  R^  desselben  auf 
den  Aequator  aufzusuchen.    Alsdann  ist 

B^  =  R^ — ^n 
oder  wenn  man  nach  q>  differenzirt: 

dR,  dR,.  dR,  dR, 

Die  Anziehung  irgend  eines  Querschnittes   auf  das  Centrum  des  Haupt- 
schnittes ist,  wie  in  meiner  früheren  Schrift  gezeigt  worden  ist, 
dR^=  —  4nfQr(l  —  cos 8)  cos^d». 
Bezeichnen  wir  die  dem  Punkte  des  Acquators  entsprechenden  Grössen 

n 

mit  Ä5,  ^1 ,  ^, ,  so  ist  für  ^*:  r*<  2  (1  — cosq))y  also  ungefähr  q>  >  rz 

10 

cosöj  _  [r»  +  (r  +  !>)»  —  2 r (r  +  fe)  cos y]g  :  [r*  +  (r  +  by—2r(r+b)coS(p+a*]^ 

^''•'^  [2r«-  2r«  cos<p]^  :  [2r»-  2r«  tosq>  +  «']« 

also  nähernngsweise 

cos  öl  =  cos  d  + 


4  r"  (1  —  cosq>y 
Ferner  ist 

COS&i'.COS^  = 


r  +  (r  +  by  —  2r  (r  +  b)  cosg)]^    [2r*  —  2r« costp]^ 


also  näherungsweise 


?^j  =  co5^(lH fa/i^M. 


Da  nun  dRj,  =  —  47i f  ^r  (l  —  cos di)  cos l^^  dO^ 

15 
ist,  so  erhält  man  für  2^  <  --  tt 


dB.  ^     i  a^b  b  


u  COS&  V 

-  /l \  I 

V         or   rusxf        2r  i  ,  /  rt*  | 


Es  lässt  sich  weiter  der  Querschnitt  berechnen,  bis  zu  welchem  der 
Unterschied  der  Gesammtattraction  der  entfernteren  Theile  des  Ringes 
auf  das  Centrum  und  den  Aequator  gleich  Null  ist.  Sei  für  diese  Grenze 
^  =  6,  so  ist 


— Ö 
G 


tan^sm&i=:0. 
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Für  diejenigen  Werthe  von  -ö",  wobei  — -  gegen  cos  ^*  sehr  klein  ist, 
man  das  Integral  durch  Näherung  finden.    Es  ist  alsdann 

/,  r«*i>{i—zcos»*i  ^^ 


also 


sin  S 


COS& 


j  =  5  iog  nat  tan 


(M> 


IStc 


Diese   Gleichung  giebt  nahezu  den   Wurzelwerth  0  = oder  73". 

Der  grössern  Klarheit  wegen  wollen  wir  hier  die  Intensität  i  für  jeden 
Querschnitt  nach  sechzehutel  Theilen  von  n  berechnen.  Die  Werthe  von 
I  sind  berechnet  nach  der  Formel : 


E*    .1— Scos^'i 


. a*    ,i—6Cos9^i 

~  iO?  \     'cös&^  ~  }  ' 


1000. 


20 

0 

n 

lö 

1 
i     ^ 

5« 
iO 

3« 

8 

In 
10 

"2 

f 

j  0,398 

0,397 

0,396 

0,395 

0,394 

0,387 

0,372 

0,342 

0,281 

20 

9n 
10 

8 

11» 
10 

3« 
4 

IZn 
16 

7« 

\bn 
16 

n 

i 

0,161 

+ 
0,089 

+ 
0,609 

+ 
IfiSQ 

+ 
6,103 

+ 
23,480 

+ 
194,60 

— 

Bei  Berechnung  dieser  Tabelle  ist  r':  a'=  100  .  tc  angenommen.    Aus 

derselben  geht  ebenfalls  hervor,  dass  S  nahe  bei  —^  liegt.     Da  die   oben 

32 

angeführte  Gleichung  i^(6)  =  0  von  der  Oeflhnng  des  Ringes  unabhängig 

ist,  so  gilt  der  Wurzelwerth  S  für  alle  Kinge,  deren  Oeffnung  beträchtlich 

ist  im  Verhältniss  zur  Dicke.    Wenn  wir  nun  die  übrigen  Werthe  von  t  mit 

den  entsprechenden  tj  eines  unendlichen  Cylinders  von  derselben  Dicke 

vergleichen,  so  scheint  daraus  hervorzugehen,  dass  die  Componente  ^j  von 

der  Componente  B^^  des  Cylinders  um  etwas  übertroffen  wird.    Bezeichnen 

wir  nämlich  die  halbe  Länge  eines  im  Ilauptschnitt  gelegeneu  Cylinders 

mit  s ,  so  ist  für  8  beträchtlich  gegen  b 


dB^z 


'^nfqh  ■ 


ab  ds 


•  —  4nfQb 


abrd^ 


4(5«4-6*)|  "'"''^^2(s«+6»)r 

wenn  man  de  =  2r(fO  annimmt.    Es  ist  demnach  r  =  b.  17,725  und  nahezu 

6»r 


2  {s'  +  ft«V 


.1000. 


h^ 
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M 

15« 

7« 

IH« 

3« 

1  Is 

5« 

9s 

9 

r 

n 

10 

« 

10 

4 

id 

8      ,      10 

2 

+ 

1             » 

«1 

0,052 

0,062 

0,076 

0,005 

1  0,122 

0,157 

0,210  ;  0,288 

0,411 

M 

7« 

3« 

5. 

« 

!'• 

9 

9 

0 

r 

lö 

8 

lü 

4 

16 

1 

_'_ 

16 

f,     |i  0,614    0,075  !  1,680 


3,290  1  7,796  |  25,488|  186,66!     — 


Hieraus  folgt ,   dass   der  üeberschuss   der  Anziehung  des   Cylinders 
nahezu  sich  ausdrücken  lässt  durch  das  Integral 


in 


#=00 

Demgemkss   ist  die  Componente  F  der  Anziehung   des  Ringes  auf  einen 
Punkt  (x,  y)  seines  Hauptschnittes,  so  weit  sie  auf  die  Abplattung  einwirkt 

r=^  —  4  71  fg  { ; —  0,00229  (  y. 

)l  +  ^^l+X'  ( 

Zur  Vergleichung  sollen  hier  auch  die  Intensitäten  J  der  Anziehung 
der  entfernteren  Theile  des  Ringes  auf  den  Schwerpunkt  eines  Haupt- 
schnittes von  32stel  zu  32ste}  seiner  Bogentheile  berechnet  werden.  Dabei 
bedeutet  0  wieder  die  Amplitude  des  anziehenden  Querschnitts  J,  die 
Intensität  in  Tausendfachen  ihrer  wirklichen  Werthe  ausgedrückt.  Die 
Formel  ist  also: 

cosd^ 


J=r  COSd^   n  


/: 


;  +    COS  d* 

4r* 


1000. 


2» 

0 

9 
IS 

n 
8" 

3ar 

1« 

9      1    5. 
4      !      16 

3ir 

7« 
16 

9 

J 

1 0,398  ;  0,400  ]  0,406 

1            1            1 

0,416    0,431  j  0,451 

0,479 

0,515    0,563 

2^ 

9« 
16 

5« 
8 

11  n 
16 

4 

13«       7» 

16           8 

15« 
16 

n 

J 

0,628 

0,717 

0,845 

1,039 

1,372  j  2,041 

4,061 

0,000 

Das  Max.  von  /  6,820  liegt  bei  cosd^:=  i  (/b  —  1),  oder  co«^  =  0,044 

35  n 
:  COS  —-.     Von  dieser  Stelle  an  nimmt  J  rasch  gegen  Null  ab.     Die  An- 
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Ziehung  des  nächsten  Quadranten  ist  ungefähr  3  mal  so  stark  als  die  des 
entfernteren. 

Die  Componente  X  der  Anziehung  des  Ringes  auf  einen  Punkt  (a;,  y) 
seines  Hauptschnittes,  so  weit  sie  bei  der  Berechnung  der  Abplattung  in 
Betracht  kommt,  weicht  weniger  von  der  eines  hjpothetischeu  Cy linders 
ab.  Sie  ist  bis  zu  denselben  Grenzen  der  Genauigkeit  auf  ähnliche  Art  zu 
berechnen.  Die  gesuchte  Compoueute  hat  für  einen  unendlichen  elliptischen 
Cylinder  den  Werth  . 


jr= —  4;r/'() 


/i+jt' 


l+j/l  +  A« 

Bei  dem  Ringe  ist  eine  kleine  Correction  anzubringen,  die  man  erhält, 
wenn  man  in  geeigneter  Weise  den  Ueberschuss  der  Anziehung  des  Ringes 
aber  die  des  Cjlinders  zu  ermitteln  sucht.  Die  Massenanziehung  Ä^  des  Ringes 
auf  den  vom  äussern  und  innern  Aequator  am  weitesten  entfernten  Punkt 

(0,  6),  also  auf  den  Pol  des  Hauptschnitts  ist,  gerechnet  bis  zur  Amplitude  ^ 
St  tst 

/•         abds  '       rabrd»  (  3a'      \ 


3a* 
worin  der  Ausdruck  — 5 =  innerhalb  der  Klammer  vernachlässigt  wer- 

den  darf.    Zur  deutlichen  Einsicht  berechnen  wir,  jedoch  mit  Berücksich- 
tigung der  genauen  Formel  bei  —  und  ■— 


a] 1_ 

16r«'  cosd^ 


1000. 


2^ 

0 

n 
16 

n 

8" 

3« 
10 

n 
T 

lö 

8 

7« 
lö 

0,431 

«u 

0,199 

0,202 

0,211 

0,227 

0,252 

o,29q !  0,347 

J 

+ 
0,147 

+ 
0,140 

+ 
0,135 

+ 
0,132 

+ 
0,130 

+ 

0,133 

+ 
0,137 

+ 
0443 

0,563 

+ 
0,152 


2^ 

9n 
16 

5« 
8 

11» 
16 

3« 
4 

13« 
16 

In 
8 

15* 
16 

n 

0,781 

+ 
0,167 

1,164 

+ 
0,189 

1,904 

+ 
0,224 

3,540 

+ 
0,250 

8,159 

+ 
0,363 

25,970 

+ 
0,482 

187,31 

+ 
0,65 

0,000 

Es  folgt  nun  auf  den  ersten  Elick  aus  den  Differenzen  J^i'n — <h 
femer  daraus,  dass  die  Resultante  der  absoluten  Massenanziehung  in  allen 
Punkten  der  Oberfläche  eines  elliptischen  Cylinders  constant*)  ist,  der  Satz: 

•)  Vergl.  meine:  Neue  Untersuchungen  über  frei  rotirende  FUi«8i^k<i\\,%Ti.  ^\^V 
1859.  pag.  37. 
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Die  Componente  A^  seiteDS  der  Anziebang  des  Ringes  ist  grösser  uls 

die  Componente  ^u  seiten  der  Anziehung  des  Cylindprs  und  zwar  wird  der 

Unterschied  ^,  —  j4^  sehr  nahe  ausgedrückt  durch  da«  Integral 

xf  In 

1=%"  TT 

/*   ab  ds  r  abd^ 

,?=x  0 

,            ,                                                         ,       y  ab    ,  ibjt~\ 

oder  nahezu  —  4n/ ga     .loqlah  --—    • 

Für  den  Fall,  dass  r*:ö*=  IOOte  ist,  nimmt  der  eingeklammerte  Ausdruck 
den  Woith  0,00046  an.  Demgemäss  ist  die  Compononte  X  der  Anziehung 
auf  irgend  einen  Punkt  (a:,  y)  in  der  Richtung  der  a:- Axe  gleich 


X=  —  Anfü{     ^Vü^  +  0,00046  >a:. 

In  den  beiden  Componenten  X  uhd  Y  ist  die  Anziehung  des  innem  Rin- 
ges noch  nicht  berücksichtigt.  Da  dieselben  aber  dazu  dienen  können,  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  solitärer  Ringe  von  grosser  Oeffuung  zu 
berechnen ,  so  wollen  wir  hierbei  noch  kurz  verweilen.  Man  erhält  die 
Difterenzialgleichung  der  Peripherie  des  Querschnittes,  wenn  man  die  An- 
ziehungen in  die  Elemente  ihrer  Richtungen  multiplicirt,  die  Summe  durch 
2nfQ  dividirt  und  gleich  Null  setzt,  also-: 

—  0,00458  —  v\ydy+  \     ^^  \T. ^  0,00092  )  xdxz=  0. 

)  'H-/1  +  A«  ) 


Da  nun  die  Differentialgleichung   der  Ellipse    einen  ähnlichen  Ausdruck 
hat,  nämlich 

ydy+{l  +  X')xdx=zO. 

so  ergiebt  sich  hieraus,   dass  die  Gleichgewichtsbedingungen  freier  Ringe 
mit  grosser  Oeftnuug  sind 

a-   ,  64r^ 

V  =■  — -  loa  nal  — .  , 

2/T+I*    ,    «'  ,            1571: 
— ' — H i  loa  nat 


— r  (  --  1  ' -log  nat  — - 

\r^\Z7iJ       4r*    -^         ea* 


Die  erste  Gleichung  bestimmt  die  Uniwälzungszeit  des  Ringes,  die  zweite 
seine  Abplattung,  welche  immer  sehr  gering  ist,  so  dass  man  in  den  eben 
aufgestellten  Formeln  a*  an  die  Stelle  von  ab  setzen  darf.  Für  unsern 
speciellen  Fall  ist 
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r=  0,0071, 

21/1  +A« 
^-^ h  0,00092 


—0,00458  —  0,0071 

l+^l+A«        

SeUt  mau  p  an  die  Stelle  von  j/l  +a:*,  so  erhält  man  die  Gleichung 

0,01 168  p»    -  1,98832  p*  +  2,00092p  +  0,00092  =  0  , 
deren  kleinster  Wurzel werth  p  =  6  :  a  =  1,0132  ist.     Die  Abplattung  würde 

l    . 
al>o   —  betragen. 

77  ^ 

Für    den  Erdball   beträgt   F  =  0,0022997  und   r  \  a  ^=  33,23*).       Die 

Gleichung,  durch  welche  die  Abplattung  bestimmt  wird,  würde  lauten: 

0,0030p'  —  1 ,99(54  p*  +  2,00020p  +  0,00026  =  0. 

Hieraus  findet  man  p  =^b\a  ^=i  1,0039.  Stellen  wir  die  Resultate  tabellarisch 

zusammen,  so  ergiebt  sich  : 

r  =  0,0071,  «:ft:r=  1:1,0132:    17,725 

r=  0,0023,  rt:6:r  =  1:1,0039:   33,23 

V  =  0,0001 ,  a  :  6  :  r  =  1  : 1,0001  :  198,0 

Für  sehr  kleine  Werthe  von  F  oder  für  grosse  Oeffnungen  ist  nahe  zu 

_,       A»         a«  16r« 

F  =  —  =  — r  log  nal  — -  . 
2        4r*     ^  a* 

In  dieser  Eigenschaft  nähert  sich  der  freie  Ring  dem  Jac<>bi'scheu*Ellip- 

soide,   indem   unter  denselben  Verhältnissen  die  Bewegungsgleichung   die 

analoge  Form 

annimmt  (vergl.  Zeitschr.  Bd.  VI  pag.  72). 

Wir  kehren  zur  frühern  Aufgabe  zurück,  und  untersuchen,  wie  nun 
die  Componenten  X  und  Y  durch  die  Einwirkung  des  innern  Ringes  modi- 
ficirt  werden.  Die  Aenderung  der  Anziehung  des  innern  Ringes  auf  den 
äussern  vom  Centrum  zum  Aequator  hin  wird  gefunden,  wenn  man  i?,i  nach 
r  differenzirt  und  den  Differenzialquotienten  mit  b  multiplicirt.  Man  findet 
nun  durch  Näherung 

m),^ — ^^, 

\  dr  J  r  —  r,  cos  (p 

Bezeichnen  wir  die  Componenten  der  Anziehung  des  innern  Ringes  auf  die 
Punkte  (6,0)  und  (0,  a)  bezüglich  mit  ^m  und  i^m,  so  erhält  man  iP,„,  indem 

I  (  — —  j  b  mit  Rh  multiplicirt,  also 


man  | 


*)  V«Tt;l    Xene  rntersufliunpcn  etc.  Kiel  1851)  pag.  73;   und:    Zeitschrift,  Jahr- 
gaiifT  VI.  1861  pag.  08. 
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n 

0 

0 

=  A 7t fo  7-^V^.  2,98786  =  Anfo  .  0,000467  6. 

Die  Cotnponente  ^m  kann  annähernd  aus  der  ^m  gefunden  werden.  Man 
nehme  die  Anziehung  eines  in  der  Entfernung  rg  befindlichen  Querschnittes 
auf  den  Punkt  (x,y)  und  multiplicire  sie  mit  dem  Elemente  ihrer  Richtung 
dy(rn+yy  +  a^,&\ao  

und  wenn  man  nach  ausgeführter  Dififerenzirung  sehr  kleine  Grössen  ver- 
nachlässigt 

Ady       2jfdy      xdx\ 

Da  nun  die  beiden  letzten  Ausdrücke  Functionen  der  Coordinate  des  Haupt- 
schnittes sind,  so  geht  hieraus  hervor,  dass  für  irgend  einen  Punkt  {x^y)  die 
Compcfnenten  der  Anziehung  Seiten  des  Innern  Ringes  in  der  Proportion 

X„,:  Fu,  =  a::(— 2.y) 
stehen,  dass  also  sein  wird 

^m  =  — ^ui^  =  — ^lu  .-^  =  —  4«/'^.  0,00023.0: 

Die  vollständige  Differentialgleichung  der  Peripherie  des  Hauptschnitts  von 
dem  äusseren  Ringe  ist  also 

)              '  zi:=^..  -  0,00458  —0,00047  —v\ydy 
M+/l+^« S 

+  {  — ^  -T^r^-T^  +  0,00092  +  0,00023  ;  a:da;  =  0 

und  weil  V  für  das  Doppelsystem  den  Werth  0,0080 

0,01305;?'  —  1, 90695p*  +  2,001 15jö  +  0,Ü0U5  =  0. 
Hieraus  ergiebt  sich 

p  oder  j/ 1 +X'  =  1,0147,  also  Abplattung =  -- . 

Durch  einen  concentrischen  Innern  Ring  wird  also  die  Abplattung  vergrössert. 
Die  Berechnung  der  Abplattung  des  innern  Ringes  geschieht  auf  ähn- 
liche Art.     Dabei  ist  zu  berücksichtigen,  dass  a^* :  r^'^O  :  490;e  und 


fdRun\  ^ b  3fe(rco5gp  — rQ 

\  flfrj  /  r  cos  q>  —  r,         (r'  +  r,  2  —  2rr,  co^ 


COSfp) 
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Mit  Zuziehung  von  R^^  und  wegen  sm(p  =  sm2^  =  2sin^cos &  erhält  man 

2  2  i 

r         de  br^       r(smd^^sine*)de[ 

0  0  ] 

welche  Integrale  wegen  5i>i  O*  = ^ j leicht  aufelliptibche  re- 

dacirt  werden  können.  Indess  kann  man  versichert  sein ,  dass  der  Werth 
von  ^m  sehr  klein  ausfallen  wird,  also  vernachlässigt  werden  darf.  Die 
Componente  i^m  ist  aber  bedeutender,  nämlich 

n 

2 

Führt  man  die  Werthe  in  Zahlen  ein,  so  wird  Jtii=  —  ^^fQ  •  0,00129.  a. 

Die  vollständige  Differentialgleichung  der  Peripherie  des  Hauptschnittes 
von  dem  Innern  Ringe  ist  also 

I ;L^.^  —0,00843—  nydy+l   ^  ^/-X=  +  0,00169  +0,001 29>j:rfa:=0, 

(i+/i  +  ;i»  1  h+]/i  +  x'  ) 

welches  in  p  ausgedrückt,  folgende  Gleichung  für  die  Abplattung  ergiebt 

0,01643p*  —  1,98357  p*  +  2,00298p  +  0,00298  =0. 
Die  Wurzel  dieser  Gleichung  ist 

p  =  yT+1}  —  1,0227,  also  Abplattung  -^^  =  -. 

Ohne  den  Einflnss  des  äusssern  Ringes  müsste  zum  Bestehen  des  Gleich- 
gewichts die  Umlaufszeit  kürzer,  nämlich  F=  0,0121  und  die  Abplattung 
grösser  sein.     Man  findet  unter  dieser  Annahme  p  =  ^l  +  ;i'  =  1,0234,  also 

die  Abplattung  gleich .    Zugleich  geht  aus  der  Berechnung  hervor,  dass 

42,7 

der  innere  Ring  eine  grössere  Abplattung  als  der  äussere  besitzt.     Sollte 

man  hieraus  nicht  den  Schlusss  ziehen   dürfen,  dass  auch  bei   einfachen 

Ringen  der  innere  Rand  schärfer  ist  wie  der  äussere  ? 


Kleinere  Mittheilnngen. 


L    Notiz  über  die  Convergenz  and  Divergenz  unendlicher  Reihen. 

Die  g«*wölinliche  Convergenzregel,  dass  die  aus  positiven  Gliedern  be- 
stehende Reihe 

convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  Lim     "         weniger  oder  mehr  als 

die  Einheit  beträgt ,  liefert  bekanntlich  in  dwn  Falle  keine  Entscheidung, 
wo  jener  Grenz werth  gleich  der  Einheit  ist;  man  benutzt  dann  das  weitere 
Criterium,  dass  die  Reihe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem 


-K'-v)! 


mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  ausmacht.  Auch  dieser  Satz  verliert 
seine  Anwendbarkeit,  sobald  der  vorliegende  Grenzwerth  die  Einheit  er- 
reicht; man  hat  dann  zu  untersuchen,  ob  der  Ausdruck 


Lim\nln  — -!1^  („+ i) /(«  +  !)( 


positiv  oder  negativ  ist;  im  ersten  Falle  convergirjt  die  Reihe,  im  zweiten 
divergirt  sie.*)  Da  es  ohne  Zweifel  eine  gewisse  Unbequemlichkeit  hat, 
eventualiter  drei  verschiedene  Convergönzregeln  anwenden  zu  müssen, 
so  ist  vielleicht  der  Nach  weiss  nicht  überflüssig,  dass  man  dieselben  zu 
einem,  für  die  meisten  praktischen  Fälle  ausreichenden  Satze  zusammen- 
ziehen kann. 

Es  gelingt  nämlich  sehr  häufig,  den  Quotienten  — ^^^  in   eine  Reihe 

zu  verwandeln,  welche  nach  absteigenden  Potenzen  von  n  fortschreitet  und 
bei  hinreichend  grossen  n  convergirt;  man  hat  dann  eine  Gleichung  von 
der  Form 


der  alg 


*)  Die  Converprenzregeln  tiiidet  man  vollstjiiidigr  in  de»  Verfassers  ,, Handbuch 
algebraibchen  Analysis",  3.  AuU.  S.  109 — 113. 
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V 


Mn  n        rr      rr 

oder  kürzer 

1)  «-+L=«_^  +  £, 

wo  p  eine  endliche  Grösse  bezeichnet,  auf  deren  Betrag  es  nicht  weiter  an- 
kommt.    Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  zunächst 


Lim 


W|i+J_„ 


also  convergirt  die  Reilie  Wq  +  w,  +  etc.  für  «<  1  und  divergirt  für  a  >1. 
Im  Falle  a=  1  giebt  die  Gleichung  1) 

^■■"■K'--»f-')h""(^-^)=^' 

es  entscheidet  demnach  /?>  1  die  Convergenz,  /S<  1  die  Divergenst.     Für 
0=1  und  ^  ==  1  ergiebt  sich  aus  No.  1) 

Lim  \nlH  —  -"^+-  (n  +  1)  /  (n  + 1)1 

mithin  divergirt  die  Reihe.     Das  Bisherige  führt  zu  dem  Satze: 
Wenn  der  Quotient  ti„4.i  :t/naufdieForm 

gebracht  werden  kann,  so  convergirt  oderdivergirt  die 
Reihe  Wo  +  W|  +  Wf +et  c. ,  je  nachdem  a<  1  odera  >1  ißt, 
und   im   Falle   «  =  l    convergirt   sie    nur    unter    der  Be- 
dingung /?>  i. 
Hierin    ist  u.  A.    die  bekannte  Gauss 'sehe    Convergenzregel    begriffen, 
welche  unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  der  Quotient  i/n+i  •  ^ht  folgende 
Form  habe : 


«» 

«^  + 

An^- 

-i  +  Bn^- 

'+" 

1  + 

i* 

tr 

- 

1  + 

7+ 

i+- 

• 

lach  Potenzen 

von 

—  giebt 

näm 

n  ° 

Ü!L±1 

=  1- 

_A' 

-/*■■ 
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also  convergirtdie  Reihe  wenn  A  —  -/  >  1  ist,  und  divergirt  für  A  —  -/  <  1. 
Der  obige  Satz  passt  aber  allgemeiner  auf  viele  Fälle,  in  denen  die 
Gauss^scbe  Regel  keine  Anwendung  findet,  namentlich  empfiehlt  er  sich 
durch  den  bequemen  Umstand,  dass  man  nur  die  beiden  ersten  Glieder  der 
Entwickelung  von  Un+i :  t/»  zu  berechnen  braucht.     Für  die  Reihe  z.  B. 

ist,  wenn  w^  =  0,  Wj  =  1,  w,  =  «-^  etc.  gesetzt  wird, 

also  divergirt  die  Reihe.  —  Für  die  ähnliche  Reihe  dagegen 
^1    -♦.    1    -(f+l),  1    -«+1+4)^ 

hat  man 

mithin  ist  hier  Convergenz  vorhanden.  —  SchlöMiloh. 


n.   Heber  zwei  bestimmte  Integrale. 

Obschon  bereits  seit  langer  Zeit  die  beiden  Integralforraeln 


0  2« 


Ce-^^  sin2ßldl  =  Le-{^^     Cer^^  dt ,  a>0 


0 


hekannt  sind,  so  hat  doch,  wie  es  scheint,  Niemand  den  Versuch  gemacht, 
die  analogen  Integrale 

fe-^ßUosia^^  dl  und     Ce-^^^  sin  {t^i")  dt 

0  0 

zu  entwickeln.  Vielleicht  ist  daher  die  Bemerkung  nicht  Überflüssig,  dass  die 
Werthe  aller  vier  Integrale   aus   einer  und   derselben* Quelle   hergeleitet« 
werden  können ,  nämlich  aus  der  Gleichung 

a  ab  b 

JF{x  +  ib)dx—JF{x)dx  =  ijF(a  +  iy)dy--iJF{iy)dy, 
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welche  gilt,  wenn  die  Function  /'(a'+iy)  endlich,  stetig  und  eindeutig 
bleibt  für  alle  Punkte  ory,  welche  das  aus  den  Seiten  a  und  b  construirte 
Rechteck  nicht  überschreiten. 

Nimmt  man  /'(t)  =1=  r"**,  vergleicht  beiderseits  die  reellen  und  ima- 
ginären Theile  und  lässt  schliesslich  a  unendlich  werden,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

QO 

Ü  0 

6 


e^'*  cos  2bx  dx=    je—'  dx  =  ^j/^ 


^  I  e-'^  sin2bx  dx=  i  e^  dy  , 


0  0 

aus  welchen  die  anfangs  erwähnten  Formeln    mittelst  der  Substitutionen 

x  =  of/,  6=  —folgen, 
a 

Nimmt  man  zweitens  F{z)  =  e^*  ,  so  findet  man  durch  Vergleichung 
der  reellen  und  imaginären  Partien 

a  a  '        b 

0  0  0 

b 


+  j  e-*'y  $in{y*  —  a*)dy, 

0 
a  ab 

I  e""^*'  sin  {x^  —  6*)  dx=  1  sin  (a*)  dx  —   1  cos  (y*)  dy 


0  0 

b 


+  I  e'^''ycos{y*  —  a^)dy. 
0 
Wie  leicht  zu  sehen  ist,  verschwinden  fUr  a  =  00  die  letzten  Integrale 
rechter  Hand;  es  bleiben  daher  folgende  Gleichungen 

e-'^^'cos  (o;*  — ^•)  dx  =  j  cos  (.1*)  dx  -—   /  51«  {^y*)  dy  , 


00  00 


0  0 

b 


/r-2**  gin  (x»  — &')  rfar  =1=    /  sin  (x')  dx  —  fcos  (y*)  dy, 


0  0 

wofUr  man  wegen  des  bekannten  Werthes 
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0 
kürzer  schreiben  kann 


jcos  (a:*)  dx  =  jsin  (a^)  dx  ^It/" 


Ce-  2**  cos  (a«-6«)  dx  =  j    in  (/)  dy , 
0  6 

0  6 

Hieraus  leitet  man  ohne  Mühe  die  folgenden  Formeln  ab 

/  e-2**  cos  {a^)dx  =  cos  (ft»)    /  sin  (y*)  dy  —  m  (6«)  /  cos  (y«)  rfy  , 
0  b  '  b 

/OO  "  -00  00 

e-2**  sin  (x*)  dx  =  «n  {b^)  j  sin  (t/*)  dy  +  cos  (6»)    /  co5  (y»)  </y , 

0  6fr 

welche  für  x  =  ai,  b  =  —in  die  nachstehenden  übergehn 

I  e'^ß'cos{tt*l*)dt 
0 

=  -  1  cos  (^^J  J   sin  (y«)  rfy  —  sin  f^\  j  cos  (//*)  dy  \  ^ 
ß  "     P  ' 

(30 

J€r'^^'sin{a^e)dl 
0 

=  -^  j  sin  {^^  Jsin  (y»)  dy  +  cos{^j  cos  (/)  dy  j . 

Die  gesuchten  Integrale  sind  hiermit  reducirt  auf  die  beiden  Trans- 
cendenten 

.«>  ^00 


/  sin  (y*)  dy  und  /  cos  (y*)  dy  , 


1?  ^ 

welche  sich  nach  bekannten  Methoden  leicht  berechnen  lassen. 

Will  man*  die  Theorie  der  Functionen  complexer  Variabelen  nicht  als 
bekannt  voraussetzen,  so  kann  man  auch  das  Verfahren  anwenden,  mittelst 
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dessen  Laplace  in  der  Theorie  des  probabilHes  die  anfang-s  erwähnten  In- 
tegrale entwickelt  hat.     Es  sei  nämlich 

0 
so  gieht  die  Differentiation  nach  ar,  welche  hier  erlaubt  ist, 


dx  J 


0 

und  hieraus  folgt,   wenn   rechter  Hand  die   theil weise  Integration  vorge- 
nommen wird, 


Ix         i  t  ^  I 


oder 

y—2ixy  +  i=0. 
Diese  Differentialgleichung  ist  ein  specieller  Fall  der  folgenden 

y  +  Xy  +  X,=  0 
und  daher  leicht  zu  integriren;  man  findet 

oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

y  =  e'^^  I  ^  +  I  ^  —  i  /ß-'*'  dx  I . 
0 
Vergleicht  man  jetzt  die  reellen  und  imaginären  Bestandtheile  der  beiden 
Formen  von  y,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Gleichungen 

I  e''^^''cos{t^)du 
0 

=  cos  (a*)  [a  —Jsin  (ir«)  dx'l  -  sin  (x^)  \B  —  j cos  (a*)  dx"] , 
0  0 

I  r-^^^  sin  (»/*)  du 


0 


0 


=  sin  (x»)  p  —/*»>'  (^*)  ^^'1  +  cos  (a»)  f^  —   /c-05  (a»)  da:!  . 
0  0 

Die  Constanten  A  und  i?  bestimmen  sich  durch  die  Specialisirung  a:  =  0 
näuilich 
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1  COS  (t^)  du:=^A  oder  J  =  j  sift  («*)  du , 
0  0 

OD  '30         • 

I  sin  (m*)  du=:  B  oder  ^=   /  cos  (w*)  f/w; 
0  0 

schreibt  man  nach  Substitntion  der  letzteren  Wertlie  b  für  x^  so  erhftit  man 
die  Formeln 

,00  •  ^^cx  ^® 


/e-2*-  cos  (u«)  du  =  C05  (^')   Isin  {x')  dx-^sin  (6*)  /co*  (a«)  rfor, 

00  OD  QO 

/  e-^^^sin  (Vi')  du  =  sin  (6*)  /  si>i(a:')  rfa:+coÄ(t')  /  cos  (a^)  dx. 


0  *  ^ 

welche  mit  den  früheren  übereinstimmen. 

I  »  SCULÖMILCH. 


m.  üeber  eine  allgemeine  Dantellnng  des  Trftgheitsmoments  ebenair 
Figuren  durch  Zeichnung. 

Nehmen  wir  in  einer  Ebene  zwei  feste  Punkte  0  und  /  (Taf.  I  Fig.  8) 
und  nennen  wir  zwei  Punkte  der  Ebene  J  und  A*  entsprechende  Punkte, 
wenn  zwischen  den  Strecken  OA  und  O^die  Gleichung  OA' ,01=  Ojf 
oder,  wenn  01=1  gesetzt  wird,  0^=0^*  und  zwischen  den  Winkeln 
^'0/und  AOl  die  Gleichung  Ä 0I^^=2A0I  stattfindet,  bezeichnen  wir 
ferner  zwei  einander  in  dieser  Weise  entsprechende  Figuren  durch  S  und  S', 
so  entspricht  jeder  geraden  Linie  in  /S  eine  Parabel  in  ^,  deren  Brenn- 
punkt in  0  liegt  (ich  habe  daher  die  durch  diese  Bezeichnung  ausgedrückte 
Verwandtschaft  a.  a.  0.  die  parabolische  genannt,  vergl.  Cr  eile's  Journal 
Bd.  55,  und  bemerke  beiläufig  noch,  dass  jeder  geraden  Linie  in  S^ 
eine  gleichseitige  Hyperbel  in  S  entspricht).  Diese  Verwandtschaft  hat 
aber  n.  A.  noch  folgende  bemerkenswerthe  Eigenschaft:  Ist  S  eine  be- 
liebige geschlossene  Figur,  so  ist  der  Flächeninhalt  der  ihr 
entsprechenden  Figur  S'  gleich  dem  doppelten  Trägheits- 
moment von  S,  sofern  man  als  Drehaxe  die  durch  0  gehende 
Normale  zur  Ebene  nimmt. 

Sei  nämlich  ABC  ein  Elementardreieck  in  5  und  ÄffC  das  entspre- 
chende Dreieck  in  S ^  so  ist  zunächst  das  Dreieck 

OC  Ä  =:\0Ä  .OC  .sinÄ  OC , 
folglich  nach  Obigem   und  da  die  sinus  unendlich  kleiner  Winkel  sich  wie 
die  Winkel  selbst  erhalten  und  somit  sin  Ä 0(f  :=-1sin  AOC 
OCa'  =  Oj^.  0(y.sinA0C=20A.0C\  OCA. 
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Setzt  man  hier  die  unendlich  wenig  diffcrirenden  Strecken  OA  und 
OC=rj  80  hat  mau 

0CÄ=2f^.0CA, 
Ebenso 

OA'  B^=2r*.0AB 
0BfC=2f^.0B'e. 
Da  nun 

ABC=OCA    +  OAB  +  OBC 
A^B'C=OCA'+  OA'B'+  OB'C, 
80  folgt  aus  der  vorhergehenden  Gleichung,  dass 

Ä  B'Cz=2r*.ABC. 
Hieraus  geht  aher  der  obige  Satz  unmittelbar  hervor. 

Liegnitz.  Dir.  Dr.  Sibbeck. 


IV.  Bestimmung  der  Wellenlängen  der  Frannho fernsehen  Linien 
dei  Sonnenspeetmms.    Von  Dr.  L.  Ditscheiner.  (Wiener  Akad.) 

Bezeichnen  6  +  c  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  je  zweier  Spalten 
eines  Beugungsgitters,  dessen  Spalten  ebenfalls  gleich  breit  sind,  y  den 
Winkel,  welchen  der  aus  dem  Gitter  austretende  directe  Strahl  mit  der 
Oittemormale  bildet,  dr  und  öi  die  Deviationen  der  nach  rechts  und  links 
gebeugten  Strahlen  der  n'®°  Spectra  vom  directen  Strahle ,  und  ist  endlich  l 
die  Wellenlänge  der  diesen  Deviationen  entsprechenden  Linien,  so  be* 
ttehea  folgende  Gleichungen : 

JL^^  —  sin  (y  +  *0  —  sin  y 

=  sin  y  —  sin  (y  —  dr) , 
welche  zur  Wellenlängenbestimmung  geeignet,  sobald  6  +  c  bekannt  und 
7  und  dr  oder  bi  gemessen  worden  sind.    Es  ist  hierbei  angenommen ,  dass 
die  Stellung  des  Gitters  eine  solche  ist,  dass  seine  Normale  rechts  vom 
directen  Strahle  zu  liegen  kommt. 

Ist  die  Gitterfläche  senkrecht  auf  dem  austretenden  Strahle,  so  wird 
y  =  0,  und 

•— — =.smA, 
6  +  c 

wobei  A  die  entsprechende  Deviation  bedeutet.  In  diesem  Falle  sind  be- 
kanntlich die  Spectra  symmetrisch  um  den  directen  Strahl  vertheilt,  wäh- 
rend sie  bei  jeder  andern  Gitterstellung  asymmetrisch  angeordnet  sind. 

Ist  das  Gitter  auf  einer  vollkommen  planparallelen  Platte,  so  ist  der 
Austrittswinkel  y  des  directen  Strahles  dem  Einfallswinkel  a  desselben 
▼ollkommen  gleich.  Ist  aber  das  Gitter  auf  einem  Prisma  gearbeitet,  so 
ist  my^=.\/LS%n{^A  —  /3)  und  /t»  sin ß=sina^  wobei  (i  dex  'B^t^CiWxm^^Ä« 

Z*H»ebrin  f.  Müthemutik  u.  Physik.  X,  1,  ^ 


% 
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qnotient,  der  Wellenl^^nge  iL  entsprechend,  und  A  der  brechende  Winkel 

des  Prismas. 

Der  Winkel  y  lässt  sich  entweder  direct  am  Instrumente,  oder  auch 

indirect  aus   den  gemessenen  rechten   und  linken  Deviationen  einer  und 

derselben  Linien  der  zwei  entsprechenden  Spectra  bestimmen.    Es  dient 

hierzu  die  Gleichung 

.  hi—hr 
sin- 


2  sin  —  sin  — 
2         % 

Wenn  man  das  Gitter  nahezu  senkrecht  auf  den  austretenden  directen 
Strahl  seilt,  so  hat  eine  bestimmte  Linie  in  einem  der  rechten  Spectra  eine 
gewisse  Deviation.  Denkt  mau  sich  nun  das  Gitter  so  gedreht ,  dass  dessen 
linker  Theil  sich  dem  Collimator  des  lustrunientes  nähert,  oder  was  dasselbe 
ist,  sich  vom  Beobachter  entfernt,  so  wird  die  Deviation  dieser  Linie 
immer  kleiner  uud  kleiner,  sie  nähert  sich  also  immer  mehr  dem  directen 
Strahle ,  bis  sie  endlich  bei  einer  bestimmten  Gitterstellung  ein  Minimum 
erreicht  hat.  Bei  fortgesetztem  Drehen  des  Gitters  wachsen  dann  die 
Deviationen  wieder  fort  und  fort.  Die  links  vom  directen  Strahle  liegen- 
den Linien  entfernen  sich  schon  bei  beginnender  Drehung,  sie  erreichen 
also  bei  dieser  Drehung  nie  eine  geringere  Deviation  als  bei  senkrechter 
Incidenz.  Bei  einer  Drehung  des  Gitters  im  umgekehrten  Sinne  vertau- 
schen auch  die  rechten  und  linken  Spectra  ihre  Hollen,  das  Minimum  tritt 
dann  auf  der  linken  Seite  ein. 

Die  obigen  Gleichungen  geben  auch  vollkommen  dije  Stellung  des 
Gitters,  bei  welcher  das  Minimum  einer  bestimmten  Linie  eintritt.  Aus  der 
Gleichung: 

sin  y  —  sin  (y  —  ö  r)  =  sjn  d 
folgt  nämlich  das  Minimum  von  ^r  für 

sin  A 
'  2 

und  die  Minimum-Deviation  d,  selbst  ist  der  doppelte  Werth  von  y.  Diese 
Minimumstellung  lässt  sich  sehr  gut  bei  Wellenlängenbestimmungen  ver- 
wenden und  ist  besonders  dann  von  praktischer  Bedeutung ,  wenn  das 
Gitter  auf  einem  Prisma  oder  einer  nicht  vollkommen  planparallelen  Platte 
angebracht  ist,  weil  in  diesen  Fällen  die  Brechungsquotienten  aus  der 
Rechnung  fallen.    Zur  Bestimmung  von  A,  benutzt  man  dann  die  Gleichung 

A  =  2    -       .  sm  —  • 
n  2 

Wird  das  Gitter  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  gedreht,  so  erreichen 
bei  Anwendung  von  weissem  Lichte  die  violetten  Strahlen  früher  ihr 
3Jiijjmum  als  die  rothen  desselben  Spectrums,  sowie  die  näher  am  directen 
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Strahle  liegenden  Spectra  auch  bei  geringerer  Drelmng  des  Gitters  in  die 
Minimumstellang  kommen  als  die  entfernteren. 

Von  dem  zur  Bestimmung  der  Wellenlängen  benutzten  Gitter  konnte 
lei<ler  die  Spaltenbreite  nicht  direct  bestimmt  werden.  Es  wurde  zur  in* 
directen  Bestimmung  die  von  Fraunhofer  für  die  eine  mit  1000*8  von 
Kirchhoff  bezeichnete/>Linie  gefundene  Wellenlänge  von588'80Milliontel 
des  Millimeters  benutzt.  Es  ergab  sich  aus  einer  Keilie  von  Bestimmungen 
für  dieses  Gitter  der  Werth 

mm 

b  +c  =  0-00462294. 
Um  die  Intensität  der  Beugungsspectra,  die  wegen  der  geringen  Sjjal- 
tenbreite  keine  sehr  bedeutende  war,  zu  erhöhen,  wurden  die  vom  Helio- 
staten kommenden  Strahlen  durch  eine  Sammellinse  concentrirt,  so  dass 
sie  sich  unmittelbar  vor  der  Spalte  des  Collimators  vereinigten.  Die  An- 
wendung von  rothen  und  violetten  Gläsern  vor  der  Spalte  des  Collimators 
bei  Beobachtung  der  rothen  und  violetten  Theile  des  Spectrums  erleich- 
tert ebenfalls  die  Beobachtung. 

Von  den  erhaltenen  Werthen  für  etwa  130  verschiedene  Fraun- 
hofer'sehe  Linien  sind  hier  die  wichtigeren  angeführt.  Die  erste  Colonne 
enthält  die  Kirchhoff  sehen  Zeichen,  die  zweite  die  Wellenlängen  in 
Milliontel  des  Millimeters. 
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b  1648-8 

517-13 

2006 

445-51 

Db 

1002-8 

589  44 

1055-6 

516-58 

2670 

441-40 

Da 

1006-8 

588-80 

1750-4 

509-74 

•2686-6 

440-39 

1135 

570-88 

1834 

504-00 

27*2r6 

438-27 

1207-5 

561-36 

1885-8 

500-52 

2775-6 

435-19 

1280 

552  66 

1961 

495-61 

2797 

433-86 

1324-8 

547-53 

2005 

491-78 

2822-8 

432-34 

1351-3 

544-48 

2041-4 

489-00 

G 

2854-7 

430-88 

1389-6 

540-32 

2067 

487  Ol 

H 

396-68 

1421-6 

536-93 

F  2080  1 

485-97 

H 

393-32 

1463 

532-70 

2309 

466-56 

y.  Heber  die  Hatnr  des  nnpolarisirteü  Lichtes  and  die  Doppelbre- 
ohang  des  Qnanes  in  der  Biohtang  der  optischen  Aze.  Von  Prof.  Stefan. 
(Wiener  Akad.) 

Während  die  Natur  der  Lichtschwingungen  in  einem  polarisirten 
Strahle  durch  dessen  Definition  als  eines  gradlinig,  elliptisch  oder  circular 
polarisirten  Strahles  bestimmt  ist,  ist  dies  nicht  der  Fall  mit  den  Schwin- 
gungen in  einem  nnpolarisirten  Strahle.     Diese  können  UneaT^  ode^x  ^>Xv^- 
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tisclie  sein,  aus  dem  Verhalten  des  unpolarisirten  Lichtes  können  wir  nur 
schliessen,  dass  in  dem  einen  Fall  die  Richtungen  der  SchwingungsgeradeBf 
im  andern  Falle  die  Richtungen  der  Axen  der  Schwingungsellipaen  sehr 
rasch  hinter  einander  sich  ändern.  Es  können  aber  in  einem  solchen 
Strahle  auch  lineare  Schwingungen  mit  elliptischen  und  circularen  ab- 
wechseln. Welcher  yon  diesen  Fällen  statthabe,  lasst  sich  durch  folgendes 
Experiment  entscheiden:  Man  theile  ein  Bündel  unpolarisirten  homogenen 
Lichtes  in  zwei,  drehe  in  dem  einen  der  Bündel  die  Schwingungen  um 
einen  rechten  Winkel  und  bringe  denselben  einen  Gangunterschied  von 
einer  ungeraden  Anzahl  halber  Wellenlängen  bei.  Wenn  die  beiden  Bün- 
del nun  zur  Interferenz  gebracht,  kein  schwächeres  Licht  geben  als  vor- 
her, so  enthalten  sie  geradlinige  Schwingungen,  schwächen  sich  die  beiden 
Bündel,  so  enthalten  sie  elliptische,  löschen  sie  sich  aus,  so  enthalten  sie 
kreisförmige  Schwingungen. 

Dieser  Versuch  wurde  auf  folgende  Weise  ausgeführt.  In  einem  vier 
Prismen  enthaltenden  Spectralapparate  wurde  jene  Hälfte  des  Objectives 
des  Collimators  oder  des  Beobachtungsfernrohres,  welche  gegen  die  Kanten 
der  Prismen  gerichtet  ist,  mit  einer  senkrecht  zur  Axe  geschnittenen 
Quarzplatte  bedeckt,  und  die  Interferenz  des  durch  diese  Platte  und  des 
frei  gehenden  Lichtes  im  Spectrum  beobachtet.  Eine  5  Millimeter  dicke 
Platte  gab  zwischen  den  Fraunhofer 'sehen  Linien  B  und  H  3200  Inter- 
ferenzstreifen. Als  die  Platte  senkrecht  gegen  die  einfallenden  Strahlen 
gestellt  wurde,  verschwanden  die  Streifen  in  der  Nähe  der  Linie  C,  vor 
und  hinter  C  erschienen  sie  grau  und  wurden  gegen  den  blauen  Theil  des 
Spectrunis  hin  immer  schwärzer.  Diese  Platte  dreht  die  Schwingungen 
der  Strahlen  von  der  Linie  C  Mm  einen  rechten  Winkel;  da  hier  die  Inter- 
ferenzstreifen fehlen,  so  sind  die  interferirenden  Schwingungen 
geradlinige. 

Es  treten  aber  dunkle  Streifen  auch  bei  der  Linie  C  wieder  auf,  so- 
bald die  Platte  etwas  gedreht,  oder  elliptisch  polarisirtes  Licht  in  den 
Apparat  geschickt  wird.  Circular  polarisirtes  giebt  vollständig  schwarze 
Streifen.  Geht  man  von  links  zu  rechts  circular  polarisirtem  Licht  über, 
so  verschieben  sich  die  Interferenzstreifen  so,  dass  daraus  folgt:  in  einer 
links  drehenden  Platte  pflanzt  sich  links  circulares  Licht 
schneller  fort  als  rechts  circulares.  Die  beobachtete  Grösse  der 
Verschiebung  stimmt  mit  der  aus  FresneTs  Theorie  der  Drehung  der 
Polarisationsebene  im  Quarz  berechneten  überein. 

Um  grössere  Verschiebungen  zu  erhalten ,  wurde  noch  die  eine  Hälfte 
des  Objectivs  mit  einer  links  drehenden,  die  andere  Hälfte  mit  einer  rechts 
drehenden  Platte  bedeckt,  und  auch  durch  diesen  Versuch  die  F  r  e  s  n  e  T  sehe 
Theorie  bestätigt  gefunden. 

Solche  InterforonzverHUcho  wurden  mit  Platten  bis  zu  elf  Millimeter 
Dicke  gemacht.      Die  Anzahl  der  Interferenzstreifen,  welche  eine  solche 


Kleinere  Mittlicilungen.  85 


Platte  liefert,  ist  bei  7000.  Den  letzten  entspricht  ein  Gangunterscbied 
von  15000  Wellenlängen.  Da  die  Interferenzlinien  immer  schwarz  er- 
schienen, so  folgt  daraus,  dass  die  Schwingungen  in  einem  unpolarisirten 
Strahle  über  lauge  Strecken  hin  einerlei  Richtung  bewahren.  Es  besteht 
also  ein  u  npol  arisirter  Strahl  aus  auf  einander  folgenden 
linear  polarisirten  Stücken  von  wechselnder  Polarisations- 
richtung. Solche  Stücke,  welche  Schwingungen  von  einer- 
lei Richtung  enthalten,  betragen  nachweisbar  viele  Tau- 
send von  Wellenlängen,  können  auch  meilenlang  sein. 


VI      Heber   Hebenringe    am    Hewton*  sehen   Farbenglase.     Von 

Prof.  Stefan.    (Wiener  Akad.) 

Sieht  man  schief  gegen  das  Newto nasche  Farbcnglas,  so  ist  das  in's 
Aoge  kommende  Licht  immer  theilweise  polarisirt.  Betrachtet  man  das- 
selbe durch  eine  Turmalinplatte  oder  ein  NicoTsches  Prisma,  stellt  dieses 
80,  dass  das  Farbenglas  dunkel  erscheint  und  bringt  dann  zwischen 
Farbeuglas  und  Nicol  eine  parallel  zur  Axe  geschlifi'ene  Quarzplatte  so, 
dass  die  optische  Axe  der  Platte  gegen  den  Hauptschnitt  des  NicoTs 
unter  45°  geneigt  ist,  so  sieht  man  am  Farbenglase  eine  Beihe  von  Neben- 
ringen, die  zu  demselben  Centrum  gehören,  wie  die  New  tonischen,  von 
diesen  aber  um  so  entfernter  sind ,  je  dicker  die  eingeschobene  Quarzplatte 
ist.  Dieses  Ringsystem  besteht  aus  einem  mittleren  schwarzen  Hinge ,  an 
den  sich  auf  beiden  Seiten  farbige  anschliessen. 

Jeder  der  Strahlen,  die  von  der  Vorder-  oder  Hinterfläche  der  im 
Farbenglase  eingeschlossenen  Luftschicht  kommen,  wird  in  der  Quarz- 
platte in  zwei  Theile  zerlegt,  den  ordentlichen  und  ausserordentlichen. 
Letzterer  wird  in  der  Quarzplatte  gegen  ersteren  verzögert.  Dadurch  wird 
der  durch  die  Luftschicht  entstandene  Gangunterschied  zwischen  dem 
ordentlichen  Theile  des  von  der  Hinterfläche  und  dem  ausserordentlichen 
Theile  des  von  der  Vorderfläche  der  Luftschicht  kommenden  Strahles  ver- 
ringert. Diese  Theile  der  Strahlen  geben  die  secundäre  Interferenzerschei- 
nung, welche,  weil  durch  Strahlen  von  geringem  Gangunterschied  erzeugt, 
00  dem  freien  Auge  sichtbar  wird. 

Eine  solche  Herabminderung  des  Gangunterschiedes  der  vom  Farben- 
glftse  reflectirten  Strahlen  durch  ein  die  Pupille  zum  Theil  verdeckendes 
Qümmerblatt  ist  auch  die  Ursache  der  secundären  Halbkreise  ^  welche  bei 
dieser  Beobachtungsweise  am  Newton 'sehen  Glase  gesehen  werden  und 
die  Gegenstand  eines  früheren  Berichtes  waren. 
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Vn.  Die  zweokmässigste  Form  der  Zinkeisensäule.  Von  Dr. 
F.  Dbllmann. 

Unter  dieser  Ueberschrift  habe  ich  im  6.  Jahrgang,  S.  287  ff.  einen 
kleinen  Aufsatz  mitgetheilt,  zu  welchem  folgende  zwei  Bemerkungen 
zweckdienlich  sein  mögen. 

Seit  jener  Mittheilung  habe  ich  in  dem  beschriebenen  Apparate  statt 
der  verdünnten  Schwefelsäure  die  verdünnte  Salzsäure  anzuwenden  ver- 
sucht und  mit  dem  besten  Erfolg,  da  man  bei  demselben  Grade  der  Ver- 
dünnung einen  noch  stärkeren  Strom  erhält.  Mit  etwas  stärkerer  Salzsäure 
habe  ich  das  in  jener  Mittheilung  beschriebene  Element  sogar  ein  paar  Mal 
bis  zur  Erzeugung  eines  Stromes  gebracht ,  welcher  an  der  auch  bei  jenen 
Versuchen  gebrauchten  Weber 'sehen  Tangentenboussole  einen  Ausschlag 
von  78  Grad  gab,  welcher  also  mehr  als  2,7  Mal  so  stark  war  als  jener  mit 
der  verdünnten  Schwefelsäure;  jedoch  war  es  mir  nicht  möglich,  ihn  auf 
dieser  für  den  kleinen  Apparat  sehr  bedeutenden  Höhe  länger  als  einige 
Minuten  zu  erhalten;  ein  Strom  aber,  der  fast  die  doppelte  Stärke  hat,  wie 
jener  mit  verdünnter  Schwefelsäure  erzeugte,  ist  mit  verdünnter  Salzsäure 
leicht  zu  erzielen  und  auch  auf  dieser  Höhe  leicht  geraume  Zeit  fest- 
zuhalten, wenn  man  nur  von  Zeit  zu  Zeit  ein  paar  Tropfen  Salzsäure 
nachgiesst. 

Jei^e  Mittheilnng  über  die  Zinkeisensäule  ist  auch  in  technische 
Journale  und  in  technische  Schriften,  z.  B.  über  Galvanoplastik,  über- 
gegangen. Derjenige  Herausgeber  einer  technischen  Zeitschrift,  welcher 
sie  zuerst  aufgenommen  hat,  ist  nicht  aufrichtig  gewesen,  da  er  hinter  das 
von  mir  gesetzte  Wort  „Papier"  das  Wort  „Pergamentpapier*'  einklam- 
merte. Wäre  das  nöthig  gewesen ,  so  hätte  ich  es  selbst  gethan.  Ich  habe 
in  der  That  beim  Niederschreiben  des  Wortes  an  das  Pergamentpapier  gar 
nicht  gedacht,  sonst  würde  ich  etwa  eingeklammert  haben :  „aber  nicht 
Pergamentpapier".  Also  man  nehme  jedes  beliebige  Papier,  geleimtes  oder 
ungeleimtes,  am  besten  dünnes.  Es  kommt  nur  darauf  an,  das  amalgamirte 
Zink  mit  dem  Eisen  nicht  in  leitende  Verbindung  kommen  zu  lassen ,  wes- 
halb ich  auch  auf  den  Boden  des  gusseisemen  Bechers  gewöhnlich  ein 
Stück  Glas  lege. 

Nebenbei  sei  es  mir  erlaubt,  Herrn  Fan  und  Herrn  Thiele,  den 
Bearbeitern  der  Walk  er 'sehen  Galvanoplastik,  den  Kath  zugeben,  bei 
einer  etwaigen  neuen  Auflage  ihres  Buches  die  Beschreibung  der  vor- 
trefflichen Methode  von  Berjot,  die  Zinkcylinder  zu  amalgamiren,  nicht 
auszulassen.  Sie  finden  dieselbe  in  Comp t.  Ren d.  XL VII,  S.  273  ff.;  in 
Ding.  Journal  CXLIX,  S.  370;  in  den  Fortschritten  der  Physik 
Bd.  XIV,  S.  441.  Es  wäre  nur  etwa  noch  hinzuzufügen,  das  Eintauchen 
in  die  Quecksilbersalzlösung  ein  paar  Mal  zu  wiederholen  und  den  Cylinder 
nach  jedem  Eintauchen  im  Wasser  abzuspülen  und  etwas  abzureiben. 
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Vin.  Preisfragen  der  physikalisch  -  mathematischen  Classe  der 
königl.  prenssischen  Akademie  der  Wissenschaften  für  die  Jahre  1866 
imd  1867.  Bekannt  gemacht  in  der  Öfifentlicben  Sitzung  am  Leibnitz'schen 
Jahrestage,  den  7.  Juli  1864. 

I.  (Aus  dem  Stein  er 'sehen  Legate.)  In  einer  in  den  Monats- 
berichten der  Akademie  vom  Januar  1856,  sowie  in  dem  53.  Bande  di^s 
Grell  ersehen  Journals  veröffentlichten  Abhandlung  hat  Steiner  eine 
Reihe  von  Fundamentaleigenschaften  der  Flächen  dritten  Grades  mitge- 
theilt  und  dadurch  den  Grund  zu  einer  rein  geometrischen  Theorie  der- 
selben gelegt.  Die  Akademie  wünscht,  dass  diese  ausgezeichnete  Arbeit 
des  grossen  Geometers  nach  synthetischer  Methode  weiter  ausgeführt  und 
in  einigen  wesentlichen  Punkten  vervollständigt  werde.  Dazu  würde  es 
zunächst  nothwendig  sein ,  die  grüsstentheils  n\ir  angedeuteten  oder  ganz 
fehlenden  Beweise  der  aufgestellten  Hauptsätze  zu  geben;  dann  aber 
miisste  die  Untersuchung  auch  auf  die  von  Steiner  nicht  berücksichtigten 
Fälle,  in  denen  die  zur  geometrischen  Gonstruction  der  in  Rede  stehenden 
Flächen  dienenden  Elemente  zum  Theil  imaginär  sind,  ausgedehnt  werden. 
Ausserdem  ist  eine  genaue  Charakterisirung  der  verschiedenen  Gattungen 
von  Raumcurven,  in  welchen  zwei  solche  Flächen  sich  schneiden  können, 
zwar  nicht  unumgänglich  erforderlich,  würde  aber  von  der  Akademie  als 
eine  wichtige  Ergänzung  der  Stein  er 'sehen  Theorie  betrachtet  werden. 

Die  ausschliessende  Frist  für  die  Einsendung  der  dieser  Aufgabe  ge- 
widmeten Schriften,  welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber  in  deutscher, 
lateinischer  oder  französischer  Sprache  abgefasst  sein  können,  ist  der 
1.  März  1866.  Jede  Bewerbungsschrift  ist  mit  einem  Motto  zu  versehen  und 
dieses  auf  dem  Aeussern  des  versiegelten  Zettels,  welcher  den  Namen  des 
Verfassers  enthält,  zu  wiederholen.  Die  Ertheilung  des  Preises  von  600 
Thalern  geschieht  in  der  öffentlichen  Sitzung  am  Leibnitz'schen  Jahrestage 
im  Monat  Juli  des  Jahres  1866. 

IL  Die  Theorie  der  elliptischen  und  AbeTschen  Functionen,  welche 
schon  jetzt  fast  in  allen  Theilen  der  Mathematik  die  Lösung  von  Aufgaben 
möglich  gemacht  hat,  für  welche  die  früher  der  Analysis  zu  Gebote  stehen- 
den Hülfsmittel  nicht  ausreichten,  ist  ohne  Zweifel  noch  zahlreicher  wei- 
terer Anwendungen  fähig,  und  es  stellt  daher  die  Akademie  folgende 
Preisfrage : 

„Es  soll  irgend  ein  bedeutendes  Problem,  dessen  Gegenstand  der 
Algebra,  Zahlentheorie,  Integralrechnung,  Geometrie,  Mechanik  und 
mathematischen  Physik  angehören  kann,  mit  Hülfe  der  elliptischen  oder 
der  AbeTschen  Transcendenten  vollständig  gelöst  werden.** 

Die  ausschliessende  Frist  für  die  Einsendung  der  dieser  Aufgabe 
gewidmeten  Schriften ,  welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber  in  deutscher, 
lateinischer  oder  französischer  Sprache  abgefasst  sein  können,  ist  der 
I.März  1867.     Jede  Bewerbungsschrift  ist  mit  emem  lÄoXXo  tajl  N^x^i^'^w 
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und  dieses  auf  dem  Aeussern  des  versiegelten  Zettels,  welcher  den  Nam( 
des  Verfassers  enthält,  zu  wiederholen.  Die  £rtheilang  des  Preises  n 
100  Ducaten  geschiebt  in  der  öffentlichen  Sitzang  am  Leibnitz'schen  Jahre 
tage  im  Monat  Jali  des  Jahres  1867. 


IX.  Beseitigiiiig  des  Getöns  der  Telegraphenleitungen.  Von  Prc 
Dr.  Listing  in  Göttingen  (ans  den  Mittheilungen  des  hannoverisch« 
Gewerbvereins  1804.  S.  31). 

Als  der  Draht,  durch  welchen  die  Sternwarte  in  Göttingen  mit  d^ 
Telegraphenstation  auf  dem  Bahnhofe  in  Verbindung  steht,  bei  dem  coi 
stauten  Winde  im  Januar  1804  namentlich  Nachts  durch  seine  Aeolstöi 
sehr  anhaltend  belästigte,  steuerte  Prof.  Dr.  Listing  diesem  Unwesf 
mit  bestem  Erfolg  dadurch,  dass  er  zwischen  der  Sternwarte  und  dem  näcl 
sten  Anknüpfungspunkte  des  Drahtes  in  eine  Entfernung  von  ^ffjf  U( 
Dralitlänge  von  einem  der  Endpunkte  ein  Gewicht  von  circa  2  Pfd.  ai 
bringen  Hess,  wodurch  die  harmonischen  Obertöne  des  Grnndtones  i  b 
mit  dem  Oberton  09  ausgeschlossen  werden  sollten.  Der  Uebelstand  wi 
nach  Anheftung  der  genannten  Masse  verschwunden  und  es  blieb  nur  noc 
ein  sehr  leiser  Ton  übrig,  von  dem  a.  a.  Orte  berichtet  wird,  dass  er  durc 
die  Tonleitung  des  Drahtes  von  grösserer  Entfernung  her  zur  Wahmel 
mung  gebracht  worden  sei.  Dr.  Kahl. 


Heber  einige  Aufgaben,  welche  die  Theorie  des  logarith- 
mischen Potentials   und  den  Durchgang  eines   constanten 
elektrischen  Stroms  durch  eine  Ebene  betreffen. 

Von  Dr.  E.  Jochmann  in  Berlin. 


II. 

8.  Für  die  Theorie  der  Ladung  der  Flaschendräbte,  so  wie  für  die 
Theorie  des  Indactoriums  ist  es  von  Interesse,  die  statische  Vertheilung 
der  Elektricität  auf  zwei  parallelen  unbegrenzten  cylindrischen  Drähten 
oder  auf  einem  cylindrischen  Draht  zu  bestimmen,  welcher  von  einer  con- 
ceDtrischcu  oder  excentrischen  cylindrischen  Hülle  umschlossen  wird,  wo- 
^i  vorausgesetzt  wird,  dass  der  Draht  seiner  ganzen  Länge  nach  mit  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  geladen  sei,  so  dass  die  Dichtigkeit  und  das  Potential 
der  elektrischen  Vertheilung  nur  von  den  Coordinaten  des  Querschnitts  ab- 
biogen.  Das  Potential  muss  dann  auf  jeder  von  beiden  Cylinderfiächen 
eintn  constanten  Werth  besitzen  und  in  dem  von  beiden  Flächen  begrenzten 
Baame  der  Laplace 'sehen  Gleichung  genügen,  welche  sich,  da  das 
Potential  von  der  Längencoordinate  des  Drahtes  unabhängig  ist,  auf  die 
ßleichung  l)  redncirt.  Dieser  Umstand  ist,  wie  bekannt,  einer  beson- 
dereo  Deutung  fähig,  indem  die  Anziehung,  welche  eine  unbegrenzte  und 
ihrer  ganzen  Länge  nach  mit  Masse  von  gleichförmiger  Dichte  s  belegte 
Gerade  auf  einen  äussern  Punkt  ausübt,  durch  die  Anziehung  einer  Masse 
2e  ersetzt  werden  kann ,  welche  in  dem  Fusspunkt  des  von  dem  angezo- 
genen Punkt  auf  die  Gerade  gefällten  Perpendikels  concentrirt  gedacht 
wird,  welche  aber  nicht  nach  dem  umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrats 
der  Entfernung,  sondern  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  anziehend 
wirkt  Es  wird  dadurch  das  Problem  der  elektrischen  Vertheilung  auf  zwei 
parallelen  Cylindem  auf  das  den  im  ersten  Abschnitt  behandelten  Aufgaben 
entsprechende  Problem  zurückgeführt,  die  Vertheilung  zweier  solcher 
nach  dem  umgekehrten  Verhältniss    der  Entfernungen   wukoTv^^x  Y\\i\\^ 
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nach  deu  Peripherien  zweier  in  der  Ebene  gegebener  Kreise  zn  finden, 
von  welclien  angenommen  werden  soll,  dass  sie  keine  reellon  Durchschnitts- 
punkte haben ,  dass  also  entweder  einer  vom  andern  umschlossen  wird, 
oder  beide  ausser  einander  liegen. 

0.  Der  von  zwei  nicht  concentrischen  Kreisen  begrenzte  Theil  einer 
Ebene  kann  mittelst  des  von  C.  Neumann*)  angegebenen  „dipolarcn'' 
Coordinatensystems  auf  der  Fläche  eines  Kechtecks  in  den  kleinsten  Thei- 
len  ähnlich  abgebildet  werden.  Die  Entwickelungen  des  ersten  Abschnitts 
können  daher  mit  geringen  Modificationen  auf  einen  solchen  Raum  über- 
tragen werden.  Es  seien  P,  und  P^  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die 
Centrale  der  beiden  gegebenen  Kreise  von  der  Peripherie  eines  dritten, 
beide  orthogonal  schneidenden  Kreises  getroffen  wird,  so  beruht  das  Nen- 
m au n 'sehe  Coordinatensystem  bekanntlich  auf  der  Eintheilung  der  Ehene 
durch  zwei  orthogonale  Kreisschaaren,  von  welchen  die  eine  durch  die 
festen  „Pole*'  P,  und  P,  geht,  während  die  Kreise  der  anderen  Schaar  die 
geometrischen  Oerter  der  Punkte  bilden,  deren  Entfernungen  von  Pi  und  P, 
in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen.  Als  Parameter  für  die  erste 
Schaar  wird  der  für  jeden  derselben  angehörigen  durch  die  Pole  P,  und 
P,  (Taf.  II  Fig.  1)  begrenzten  Kreisbogen  constante  Werth  des  Peripherie- 
winkels P,  ^  P,  =  a  gewählt,  welcher  bei  einem  Umlauf  um  einen  oder  den 
andern  der  beiden  Pole  um  27s  wächst.  Als  Parameter  der  andern  Kreis- 
schaar  dient  der  Logarithmus  des  constanten  Verhältnisses  der  radii  veclores 

log -^  =/S,  welcher  von  — oo  bis  +  oo    variiren  kann.      Zwischen   den 

rechtwinkligen  Parallelcoordinaten  x^  y  und  den  Coordinaten  a,  ß  finden 
dann  folgende  Beziehungen  statt,  wenn  2hz=iP^P^  die  Entfernung  der 
Pole  bezeichnet: 

eß  —  r-ß  _  2h  sin  a 

^  ^"^"'^     ~ 

4A« 


X  = h  yz= 


^  =  eP  +  e-ß  —  Zcosa^^ 


dx'  +  dy''-=—{di^  +  dß') 


y 


,«  V* r-'r  /  I 

I 


}ix-xy  +  (y^yy=±^,\eß'-P'+eß''-ß^2ros(a^a)\ 


*)  C.  Neu  mann:  Allgemeine  Lösung  de»  Problems  über  den  stationären  Tem- 
peratur zustand  eint'S  lioniogcneu Körpers,  welcher  von  zwei  nichUouccntrischen  Kupel- 
riächen    begrenzt  wird.    Halle  1862.  —  Auszugsweise  in  Borchardt's  Journal  LXII. 
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10.  E»  seien  ^  =r  /3j ,  /3  =  ft  die  Gleichungen  der  gegebenen  Kreise 
und  gwar  soll  immer 

ßf  >  ßi 
▼oraasgesetzt  werden.     Das  Potential  mnss  dann  für  jeden  Werth  von  ßy 
welcher  zwischen  ßi  und  ft  liegt,  der  Gleichung 

genügen;  dasselbe  muss  eine  periodische  Function  von  a  sein,  welche 
wieder  denselben  Werth  annimmt,  so  oft  a  um  2;c  wächst;  dasselbe  muss 
ftr  jj=  /3i ,  ß  =  ßt  die  gegebenen  Grenzbedingungen  erfüllen.  Haben  ß^ 
und  ßi  gleiche  Vorzeichen,  so  wird  einer  der  beiden  gegebenen  Kreise  vom 
Indern  umschlossen,  haben  sie  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  liegen 
beide  Kreise  ausser  einander.  Da  im  letzteren  Fall  der  betrachtete  Raum, 
fQr  welchen  das  logarithmische  Potential  bestimmt  werden  soll,  sich  ins 
unendliche  erstreckt,  indem  den  Coordinaten  o  =  0,  /3  =  0  der  unendlich 
entfernte  Punkt  entspricht,  ^o  muss  das  Verhalten  des  Potentials  in  unend- 
licher Entfernung  besonders  berücksichtigt  werden,  und  es  sollen  einige 
auf  dasselbe  bezügliche  Sätze  vorausgeschickt  werden,  von  welchen  wir  im 
Folgenden  Gebrauch  zu  machen  haben. 

1.  Wenn  die  Summen  aller  in  der  Ebene  vertheilten  Massen  gleich 
Null  ist,  verschwindet  V  im  Unendlichen;  ist  hingegen  jene  Summe  M  von 
Nall  verschieden ,  so  wird  Flogarithmisch  unendlich  wie  MlogR^  wenn  R 
den  über  jede  Grenze  wachsenden  Entfernung  des  angezogenen  Punktes 
▼on  einem  beliebig  in  der  Ebene  gewählten  festen  Punkte  bezeichnet. 
Der  erste  Fall  entspricht  dem  elektro-dynamischen  Problem  ,  bei  welchem 
die  Summe  aller  in  die  Ebene  einströmenden  Elektricitätsmengen  gleich 
Null  ist.  Im  letzteren  Falle  bezeichne  ^  die  Entfernung  eines  beliebigen 
Punktes  der  Ebene  von  dem  Punkt  p,  in  welehemsich  die  Masse  m  befindet, 
^i  und  r,  seine  Entfernungen  von  den  Polen  P,  und  P,,  so  nähert  sich  die 
Differenz 

m  logg  —  nt  log  J^r,  r, 
der  Grenze  Null,  wenn  g  ins  Unbegrenzte  wächst.     Es  muss  sich  also  F, 
wenn  a  und  ß  sich  der  Grenze  Null  nähern  ,  auf  {£m) .  log  y  r^  r,  oder  auf 

2Ä 

M  log  "7=- 

oder  endlich  auf 

M  log  2  h  —  Mlog  j/a*  +  ß^ 
ndnciren. 

2.  Ans  dem  Vorhergehenden  folgt  als  Corollar,  dass  sich  das  Potential 
rim  Unendlichen  weder  auf  eine  von  Null  verschiedene  Constante  C\  noch 
•rf  einen  Ausdruck  von  der  Form  C  +  M  log  R  reducireu  katiTv« 

1* 
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3.  Wonn  das  Potential  auf  einer  gescliloflsenen  Curve,  ansfierhalb 
welcher  keine  Massen  vorhanden  sind,  einen  constanten  von  Null  verschie- 
denen Werth  hat,  so  kann  dasselbe  im  Unendlichen  nicht  verschwinden.  Die 
Wirkung  der  innerhalb  des  von  der  Cnrve  5?  umschlossenen  Raumes  vorhan- 
denen Massen  auf  äussere  Punkte  kann  nftmlich  jederzeit  auf  eine  Weise 
durch  eine  Handbelegung  dieser  Curve  ersetzt  werden.  Bildet  man  diese 
Randbelegung,  so  mnss  ihr  Potential  nach  Voraussetzung  in  Beziehung  auf 
alle  Punkte  der  Curve  S  und  in  Folge  dessen  auch  innerhalb  des  ganzen  von 
der  Cnrve  umschlossenen  Raumes  einen  constanten  von  Null  verschiedenen 

Werth  haben.     Bezeichnet  daher  7— r,  ^^^  nach  der  nach  dem  ftussern  Raum 

d  N 

l    dV    . 

gezogenen  Normale  gewonnenen  Differentialquotienten,  so  stellt  - —  r-—  die 

Dichtigkeit  der  Randbelegnng  in  irgend  einem  Punkte  der  Cnrve  und  das 

1    rdv 

über  die  ganze  geschlossene  Curve  ausgedehnte  Integral  —   1  — -  ds  die 

(iesammtmasse  der  Randhelegnng  dar.    Da   aber  die  Curve  nach  Voraus- 

Setzung  eine  Niveaulinie  ist,  .so  hat  7—  lüngs  der  ganzen  Curve   dasselbe 

Vorzeichen  oder  die  Summe  der  Massen  ist  von  Null  verschieden;  ihr 
Potential  kann  also  im  Unendlichen  nicht  verschwinden.  Es  ist  ersichtlich, 
dass  der  Satz  auch  dann  noch  gültig  bleibt,  wenn  die  Cnrve  S  ans  zwei 
oder  mehreren  getrennten  Theilen  besteht,  ausserlialb  deren  sich  keine 
weiteren  Massen  befinden  und  aufweichen  das  Potential  denselben  con- 
stanten Werth  besitzt.    Man  denke  sich  nämlich  das  System  der  Nivean- 

I       t^ ?i  V 
cnrven  construirt,  so  ändert  sich  das  Integral  —    /  —-  ds^    welches    die 

Summe  der  von  der  Niveaucurve  umschlossenen  Massen  ausdrückt,  nicht 

d  V 
von  einer  Niveaucurve  zur  andern  und  da  — -  längs  der  ganzen  Niveau- 
curve dasselbe  Vorzeichen  besitzt,  so  mnss  dieses  für  alle  Niveaucurven, 
welche  dasselbe  Massensystem  umschliessen,  dasselbe  sein,  d.  h.  das 
Potential  mnss  von  Innen  nach  Aussen  entweder  fortwährend  wachsen, 
oder  fortwährend  abnehmen,  je  naclidem  die  Summe  der  umschlossenen 
Massen  positiv  oder  negativ  ist.  Es  ist  aber  auch  nicht  möglich,  dass  für 
die  das  eine  System  von  Massen  umschliessenden  Niveaucurven  ein  Ab- 
nehmen, für  die  das  andere  umschliessenden  ein  Wachsen  des  Potentials 
von  Innen  nach  Aussen  stattfinde,  indem  sonst  irgendwo  zwischen  beiden 
Massensystemen  eine  Unstetigkeit  stattfinden  müsste,  was  nicht  möglich  ist. 
Es  müssen  also  die  Werthe  des  Integrals  für  beide  Niveaucurven  gleiches 
Vorzeichen  besitzen  oder  die  Summe  der  Massen  muss  von  Null  verschieden 
sein.  —  Da  sich  keine  Niveaucurve,  welche  einem  endlichen  von  Null 
verschiedeneu  Werth  von  T entspricht,  ins  Unendliche  erstrecken  kann,  so 
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flberzeugt  inao  sich  leicht  durch  eine  ähnliche  Betrachtung ,  da««  der  Satz 
«och  dann  noch  richtig  bleibt,  wenn  das  Potential  auf  den  gegebenen  ge- 
trennten Curven,  ausberhalb  deren  keine  Massen  liegen  dürfen ,  nicht  gleiche 
Werthe,  sondern  nur  constante  Werthe  von  gleichem  Vorzeichen  besitzt. 

11.  Es  soll  die  Vertheilung  nach  dem  umgekehrten  Ver- 
biltniss  der  Entfernungen  wirkender  Massen  auf  der  Peri- 
pherie beider  Kreise  i^ngegeben  werden,  für  welche  das 
Potential  auf  der  Peripherie  des  einen  Kreises  den  ge- 
gebenen coustanten  Werth  K,,  auf  der  Peripherie  des  andern 
Kreises  den  constanten  Werth  Ff  besitzt.  —  Es  ist  zunächst  er- 
vichtlich,  dass  die  Gleichung  i)  durch  eine  Function  von  der  Form 

V=pß  +  q 
erfüllt  werden  kann,  oder  indem  die  Constanten/;,  q  den  gegebeneu  Grenz, 
verthen  gemäss  bestimmt  werden,  durch 

ft— ft  ßt—ßi 

Die  Niveaulinien  des  Potentials  bilden  dann  das  durch  den  Parameter  a, 
ihre  Orthogonalen  das  durch  den  Parameter  ß  charakterisirte  Kreissystem, 
lu  der  That  ist  diese  Lösung  immer  ausreichend  für  den  Fall,  dass 
gleich  grosse,  aber  dem  Vorzeichen  nach  entgegengesetzte 
Mengen  der  beiden  Fluida  vorhanden  sind,  oder  dass  V  im 
Unendlichen  verschwindet.   Ist  nämlich  erstens 

A>o>ft, 

M>  hat  innerhalb  des  von  der  Kreislinie  ß  =  ßt  umschlossenen  Raumes  das 
Potential  den  constanten  Werth  F,,  innerhalb  der  Kreislinie  ß=ß>i  den 
constanten  Werth  V^,  Damit  F  im  Unendlichen  verschwinde,  müssen  die 
gegebenen  Werthe  K,  und  T,  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  und  die 
Bedingung  erfüllen : 

*o  dass  in  dem  zwischen  beiden  Kreisen  gelegenen  Kaume 

ß     ßi~ßt 

ict  Die  Dichtigkeit  Ci  auf  der  Kreislinie  ßx  bestimmt  sich  durch  die  Glei- 
chung 

""*      dN~2h'  dß~  2h    ß,  ' 
Ar  den  Kreis  ß^  hingegen  hat  man 

^'*~dN~       2h  dß~       2h'  ßl' 
ttdem  ß  in  der  Sichtung  der  nach  dem  Innern  des  von  beiden  Kreisen  be- 
gfeniian  Baumes  gezogenen  Normale  für  den  Kreis  ß^  wäcUst^  C\it  ^^vi 
Kreb  ß^  hingegen  abuiiniut.   Die  Ge^ammtmeuge  des  au{  ^edet  ¥a^viXvvu& 
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vorhandenen  Flnidums  ergiebt  sich  durch  Integration  über  die  ganse  Kreis- 
peripherie 

1     r^     F.        r,      V, 
.,  =  -..=  - j  -.-.,  =  -  =  -. 

Ist  zweitens 

A>i3i>0, 
so  mus$ ,  da  das  Potential  nach  Voraassetzung  im  Unendlichen  verschwin- 
den soll ,  nach  §.  10.  3  auf  der  Peripherie  des  äusseren  Kreises 

sein.    Der  Werth  von  V  für  den  zwischen  beiden  Kreisen  liegenden  ring- 
förmigen Räume  wird  daher 

ß-h. 


Innerhalb  des  Kreises  ß^  ist 
und  man  erhält 


Pi  — Pi 


r=Vt=consl. 


2,,  ~       ^       ^»      -'" 


2A  jS,-ft       2A 

I 


Pt—Pl 

12.  I  s  t  d  i  e  Summe 

3Iz=m^  -f-  ;/*, 
von  Null  verschieden,  oder  sind  die  Bedingungen,  welche  zum  Ver- 
schwinden des  Potentials  im  Unendlichen  erforderlich  sind,  durch  die  ge- 
gebenen Werthe  T\  und  T,  nicht  erfüllt,  so  soll  zuerst  der  Fall  betrachtet 
werden,  dass 

ft  >ft  >0 
ist.    Bezeichnet  dann 

den  Halbmesser  des  äussern  Kreises  ßi  und  ist  q  der  Abstand  eines  be- 
liebigen, ausserhalb  dieses  Kreises  gelegenen  Punktes  vom  Mittelpunkt 
desselben ,  so  muss  sich  V  im  äusseren  Kaume  auf  M  log  ^  reduciren  und 
für  ^  =  Ä  den  constanten  Werth  F,  annehmen.   Es  folgt  daraus 

Fl  =  />/%/?, 
wodurch  bei  gegebenem  Werth  von  F,  die  Summe  der  Massen  M  bestimmt 
ist  und  umgekehrt.  Um  die  Vertheilung  der  Massen  auf  beiden  Kreislinien 
zu  finden ,  denke  man  sich  die  auf  der  Peripherie  des  äusseren  Kreises 
vorhandene  Masse  mj  in  die  beiden  Theile  —  m^  und  M  zerlegt.  Vertheilt 
man  letztere  mit  gleichförmiger  Dichte  auf  der  Peripherie  von  ß^ ,  so  hat 
y/tr  Potential  innerhalb  dieses  Kreises  den  constanten  Wertb  F,=  MlogR^ 
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während  die  Massen  —  m,  and  -|~  '^'t  ^uf  den  Peripherien  des  äusseren 
und  inneren  Kreises  nach  §.  11  in  der  Weise  vertheilt  werden  können ,  dass 
ihr  Potential  auf  der  Peripherie  des  äusseren  Kreises  den  constanten 
Werth  0,  auf  der  Peripherie  des  inneren  Kreises  den  constanten  Werth 
—  JWt  O^t  —  ßi)  besitzt.  Demnach  ergiebt  sich  das  gesammte  Potential  auf 
der  Peripherie  des  äusseren  Kreises: 

Viz^MlogR, 
das  gesammte  Potential  auf  der  Peripherie  des  inneren  Kreises . 

r,=  MlogR  —  tn,(ß,-ß,). 
lo  dem  zwischen  beiden  Kreisen  gelegenem  Räume  wird 

V=MlogR—m^iß-ß,). 
Für  die  Dichtigkeit  erhält  man  die  Ausdrucke : 

'''**' ~Ä       2h'^~  RlogR  ^  2Ä  "  'ß^ß, 

'"'—logR^  ß,-ß, 

m.=       —  — r-* 

13.  Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  betrachten ,  dass 

ist.  Dann  besitzt  das  Potential  innerhalb  des  Kreises  j?|  den  constanten 
Werth  Fj ,  innerhalb  des  Kreises  ft  den  constanten  Werth  F,.  Für  «  =  0, 
^=0  muss  r  anendlich  werden,  indem  es  sich  auf  den  Werth  (§.  10.  1) 

MlogQ  =  Mlog2h—MIogya^+ßF 
reducirt.   Die  Summe  der  Massen  M  ist  offenbar  nicht  willkürlich ,  sondern 
darch  die  gegebenen  Potentialwerthe  V^  und  F,  in  einer  Weise  bestimmt, 
welche  sich  unten  ergeben  wird.  —  Es  sei 

fo  _  ßt  —  ßi 
m  2n     ^ 

80  reducirt  sich  die  Function 

r^    a  +  ßi—2ß^i\        /_w  a-^ßi+2ß,i\ 

„      ,,        •\2ä  2  /     '\27u  2  / 

U=^log  — 


\ 


•\2»       2      /     '\2«       2      / 

für  /J=ft  auf  Null, 

für  ß^ßi  auf  den  constanten  Werth  /?,. 

F^  a=0,  ^=0  wird  ü  nnondlich,   indem   es  für  verschwindend   kleine 
Werthe  von  a  und  ß  den  Werth 
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annitnint.  Ausserdem  bleibt  die  Function  ü  innerhalb  des  ganzen  von 
beiden  Kreisen  begrenzten  Theiles  der  Ebene  endlich  und  stetig,  genfigt 
der  Gleichung  1)  und  besitzt  in  Beziehung  auf  a  die  Periode  2». 

Es  ist  demnach  mit  Hülfe  der  Function  ü  leicht  eine  Potentialfunction 
zu  bilden ,  welche  alle  Bedingungen  der  Aufgabe  erfüllt.   Die  Function 

erhält  für  ß  =  ßit  ß  =  ßt  die  vorgeschriebenen  Werthe  T,  und  F,.  Im 
Unendlichen  reducirt  sich  dieselbe  auf 

Damit  dieser  Werth  mit  dem  obigen 

Mlog  2h—Mlog}/a*  +  ß* 
identisch  werde,  muss  zunächst  wegen  des  über  jede  Grenze  wachsenden 
Werthes  des  letzten  Gliedes 

M=C 
sein,  worauf  sich  durch  Gleichsetzung  der  übrigen  Theile  zur  Bestimmung 
von  M  die  Gleichung  ergiebt: 

oder: 


M  — 


ft--*-w%[-|^«.(^')] 


Uro  die  auf  den  beiden  einzelnen  Kreisen  vorhandenen  Massen  und  Dich- 
tigkeiten zu  finden,  hat  man  zunächst  den  Werth  von  («-r;)  für  ß  =  ßi  und 

ß  =  ßf  zu  bilden.    Die  Differentiation  ergiebt: 

i       /_»  a  +  ^i-2ftA  /^  a  —  ßi  +  2ß,i\ 

'\2;g  2  /  'V2;g  2  / 

^  /o)  a  +  ßi^2ß,i\        ^   /«  a^ßi+2ß,i\ 
\2  TT  2  /  \2  7c  2  / 

^   / »   tt  +  ßi\  ,  (  <o  a—ßi\ 
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G'  (z) 
Bemerkt  man,  dass  sowohl  die  Function     *     /  als  das  Product  Xuv(z)  mit 

dem  Argument  z  ihr  Zeichen  wechseln,  so  erhält  man: 


Man  hat  ferner: 

CO  ßii — 2/3,1       oo/S'f 


+  09  i 


2it         2  ^n 

e\{z  +  iot)  _  e\{z)  __  47r|- 

Mit  Rücksicht  darauf  ergieht  sich: 

(dü\       ^«M*)_  ^'Vi^;        ^^^vi^r;       4^^ 


Mit  Benutzung  dieser  Werthe  wird: 

-2A  /».-ft"*"   ft-ft 


2», 


2k\  ß,-ß,^     ft-ft  2» 


''"'•=-2^(ä^)/s=/j. 


'«■("^)  "(t^)-"fe)i. 


Um  durch  Integration  über  die  Kreisperipherien  die  auf  beiden  Kreisen 
vorhandenen  Massen  zu  finden ,  bemerke  man ,  dass  man  hat : 

2«  2 

i.    r       ^^^(^0  rf^>-  ^      (iJ^rt,.'^    r      ^^       ^      e^(t;»)      25;r» 

"^  \4»/  ^'(vO 

In  diesem  Ausdruck    ist    der  aus   der  Vieldeutigkeit   des  Integrals   her- 
rührende ganzzahlige  Coefficient  s  der  Bedingung  g^m'^a«  i.u  \^^^Nivax\Si«tWv 
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das8  z  auf  dem  reellen  Integrationswege  von  0  bis  ^oo  wachsen  soll.  Die 
von  den  in  den  geschwungenen  Klammern  stehenden  Ausdrücken  her- 
rührenden Theile  der  über  die  Kreisperipherion  ausaudehnenden  Integrale 
reduciren  sich  demnach  auf  —  s^  3/,  beziehungsweise  -f-  s^Mvlvl^  man  erhält: 

*»!=  Ä Ä~  +  ^Ä Ä    *«^» 

Pt  — Pl  Pf  — Pl 

iw,=  — -^ — ö^  —  ^  Q — nr  +  *«^- 

P2  — Pl  Pt— Pl 

14.  Zur  Bestimmung  der  Werthe  von  5,  und  s^  dient  am  leichtesten 
die  Betrachtung  des  besonderen  Falles ,  dass  beide  Kreise  gleichen  Halb- 
messer haben,  oder  dass 

/?,  =  — /5,  =  Ä  - 

CO 

ist.  Da  nämlich  vi  rein  imaginär  ist,  so  ist  ersichtlich,  dass  eine  Unstetig- 
keit  des  auf  dem  reellen  Integrationswege  zunehmenden  Integrals  und  eine 
sprungweise  Aenderung  des  Werthes  von  s  nur  für  diejenigen  Werthe  von 
V  eintreten  kann ,  für  welche  A  (v  t)  gleich  Null  oder  unendlich  wird ,  d.  i.  für 

o 

t;  =  0  O'ler  v  =  ia)'.    Da  nun  der  Werth  — ^  immer  zwischen  den  Grenzen 

/| 
0  und  \iii  und  — ^  immer  zwischen  0  und  — \vi  liegt,  so  kann  also  zur 

Bestimmung  von  ^j  und  s^ 

ßt  =  —  ßt  =  ßoy 
oder 

«»A—i    '  ^ßt_        ,     / 
< — ±(0  - —  —  —  x© 

47C        *  4n  * 

gesetzt  werden.    In  diesem  besonderen  Fall  wird  aber: 

/q)    a  +  ßi  '\ist  f^  «  —  /'».    ,    /.\ 

Wh=±ß. TÄ"  ■^    ü  TKiH  +  i"  •) 
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2x 


r.-r, 


0 
2« 

2/5o  2;r    47rJ    1  \47t  ^  *      7       ' 


£s  ist  aber 


2»  4a,+i»'.- 

Zar  Bestimmung  des  dem  reellen  Integrationsweg  für  er  entsprechenden 
Werthes  von  s  bemerke  man,  dass  die  Integration  in  Beziehung  auf  z  auf 
dem  Wege  AB  (Taf.  II  Fig.  2)  auszuführen  ist.     Dieser  Weg  kann  aber, 

da  eine  Unstetigkeit  nur  an  den  Verzweigungspunkten  0,  — ,  -^, 

stattfindet,  durch  den  Weg  ACDEFB  ersetzt  werden.    Da 

SO  heben  die  von  den  in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufenen  Strecken 
AC  und  FB  herrührenden  Theile  de»  Integrals  einander  auf.  In  Betre£f 
der  Strecke  B  E  bemerke  man ,  dass 

ist,  dass  also  die  von  dem  in  gleicher  Richtung  durchlaufenen  Strecken 
DG  und  6^ j&  herrührenden  Theile  des  Integrals  ebenfalls  gleiche  und  dem 
Vorzeichen  nach  entgegengesetzte  Werthe  besitzen.  Es  bleiben  also  nur 
noch  die  Theile  zu  betrachten,  welche  von  den  mit  dem  beliebig  kleinen 
Halbmesser  r  um  die  Unstetigkeitspunkte  beschriebenen  Kreisquadranten 
CD  und  i?F herrühren.  Um  diese  Theile  zu  ermitteln,  sei  für  den  Qua- 
dranten CD 

z=xe^*        -^=td(p, 

z 

wo  also  q>  den  von  (7  bis  D  von  ^w  bis  0  abnehmenden  Winkel  bezeichnet. 
Da  fttr  sehr  kleine  Werthe  von  z 


gesetzt  worden  darf,  so  hat  man 
D 


J^{z)dz=fid^'^-\ni. 
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Ebenso  hat  man  für  den  Quadranten  EF 

2  — 4© 

wo  tp  den  von  E  bis  i^von  0  auf  \n  wachsenden  Winkel  bezeichnet.    Für 
Werthe  von  2,  welche  sehr  nahe  an  ^  oo  liegen ,  ist  aber 


E 
Man  erhält  also  schliesslich 

B 


luv  .   .  f/LV  f  1 

-(z)=-(c-i«)  =  ^— ^. 
F  \n 


mithin 


f 


A' 


Durch   Einsetzung    dieses   Werthes    in    die   Formeln  für  m,  und    m,   er- 
giebt  sich : 


F.- F. 


Die  Summe  der  beiden  Massen  ist,  wie  es  sein  muss,  gleich  M'^),  Der 
oben  im  allgemeinen  Fall  gefundene  Ausdruck  für  M  vereinfacht  sich  eben- 
falls für  den  besonderen  Fall  zweier  gleichen  Kreise,  indem  man  erhält: 

F.+  F. 


mithin : 


ifl  i 

2 

,     hay'k 

y,- 

-Vi 

1 

,   Vt+Vx 

2 

ßo 

'          2 

n 

V. 

1 
"5" ' 

1 


2  log —  '^ 
l 


ßo            2                   h(oj/k 
2  log ^ — 

Diese  Formeln  dienen  zur  Berechnung  der  Massen ,  welche  erforderlich 
sind ,  um  die  gegebenen  Potentialwerthe  auf  beiden  Kreisen  zu  erzeugen. 
Umgekehrt  hat  man  .zur  Berechnung  der  Potentialwerthe,  welche  durch 
die  gegebenen  Massen  iWj  und  m,  erzeugt  werden,  die  Formeln: 


*)  Diese  Bedingung  hätte  natürlich  viel  »chneller  zur  Bestimmung  des  Werthes 
von  *  geführt,  doch  ist  absichtlich  der  Verificirung  wegen  der  Weg  der  wirklichen 
Jntagr&tioD  vorgezogen  worden. 


Von  Dr.  E.  Jochmann.  101 


15.  Kehren  wir  nach  dieser  Excarsion  zur  &eCracbiung  des  allge- 
roemen  Falls  zweier  angleichen  Kreise  zurück,  so  siefit  mate^  dass  zur 
Uebereinstimmung  der  oben  (§.  13)  gefundenen  Werthe  für-ai^^AÖ^  ^2  ™Jt 
«lenen,  welche  für  den  Fall  zweier  gleicher  Kreise  gelten,  *erfpoier}ijBh 
ist,  dass  *  -'**  : 

5,=  1  ,  Sj=— 1 

gesetzt  werde ,  so  dass  man  erhält 


tn^  =s ;; -^  —  in  • 


ßt—ß\         A  — /^i 

oder,  wenn  der  Kürze  halber 
gesetzt  wird : 

ßt-ßi^ßt—ßißißt-mt-ßi) 

^  _     ^t-^.        ßi         Vxßt-r.ßi 
ß.,-ß,    ßt-ß/ß,ßt-N{ß,-ß,y 

woraus  die  Relation  folgt: 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  in  Beziehung  auf  F,  und  T,  erhält 
man  die  Potentialwerthe,  welche  durch  die  gegebenen  Massen  m^  und  m, 
erzeugt  werden ,  nämlich : 

V^  —  —  m^ß^  —  MN.' 
16.  Die  Vertheilung  der  Fluida  würde  keine  Anwendung  erfahren, 
wenn  man  sich  die  Ebene  durch  einen  Kreis  begrenzt  dächte,  dessen 
Halbmesser  R  gegen  die  Dimensionen  der  beiden  gegebenen  Kreise  sehr 
gross  ist  und  wenn  man  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  eine  Masse  — M 
mit  gleichförmiger  Dichte  vertheilte.  Es  erhielte  dadurch  das  Potential 
auf  dem  Grenzkreis  und  im  ganzen  äusseren  Räume  den  constauten  Werth 
Null.  Innerhalb  des  Begrenznngskreises  erführe  dasselbe  einen  überall 
Constanten  Zuwachs 

-—  MIng  /?, 
sodass  in  diesem  Fall 

V^^—m,ß,-^M{N+logR) 
würde,  oder  um  gegebene  Potentialwerthe  zu  erzeugen,  iWe.  "Wkäs^xv 
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Ä r^r;-'^ ßt-ßx'  ß, ßt - (A - ß,) {N+  log Ä) 

\  J-^ = _       ^'^ßt-^fß> 

ßiß*  -  (ft  — ft)(A+  %Ä) 
auf  den*P«fi{Jlierieii  der  beiden  Kreise  /?, ,  /S,  und  des  Begrenzungskrcises 
▼erih'^Qt  Werden  müssten. 

»/.  1*4^.  Die  Green'sche  Function  für  den  von  zwei  nichtcon- 
c'entrisclicn  Kreisen  begrenzten  Raum*).  In  einem  zwischen  den 
beiden  Kreisen  /3  =  /3, ,  ß=ßf  gelegenen  Punkte/?  sei  die  Masse  +l^con- 
centrirt.  Es  soll  eine  Masscnvertheilung  auf  beiden  Kreisen  angegeben 
werden,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  ihr  Potential  zusammen  mit  dem  der 
im  Punkte  p  concentrirten  Masse  +  1  in  jedem  Punkte  beider  Kreisperi- 
pherien die  Summe  Null  giebt.  Bezeichnet  G(p)  das  Potential  der  gesuchten 
Massenvertheiluug,  so  muss 

auf  jeder  Kreisperipherie  verschwinden,  oder  es  muss  für  jS= ft,  oder  ß=ßt 

werden. 

Es  sei  erstens 

so  verschwindet  V  auf  der  Peripherie  des  äussere»  Kreises ,  also  auch  im 
ganzen  äusseren  Räume.  Die  Summe  der  auf  beiden  Kreisperipherien 
vertheilten  Massen  muss  also  —  1  sein.  Im  Punkte  p  oder  für  a=«,  ß^=b 
muss  Funendlich  werden  wie  ^oggip^^  G(p)  hingegen  einen  endlichen  Werth 
behalten.  —  Die  Function 

U^Uoa——^^^— ~ ^ -ly""     -     _?_  ^ 

*        0   /o)  {^-<^)'\-{ß-^ßÄ-b)i\^   /_«(«-«)- (/J-2ft+^0«\ 
'ViTT  2  /     *V27t  2  / 

reducirt  sich 

für     ß=ßx     auf  Null, 
für     ßz=zß^     auf— (ft  — 13,)- 
Für  a  =  fi,  |?  =  6  wird  ^unendlich,    während   die  Differenz  U  —  log  q  in 
diesem  Punkte  stetig  bleibt  und  den  Werth 


log 


'"-■(^^^■) 


*)  Vcrgl.  die  schon  fnilwir  citirtc  Abhandlung  von C.  Ken  mann  in  llorchardr« 
Journal  LIX  S.  306. 


Von  Dr.  E.  Jochmann.  103 

erbJilt.    Die  Fanction  ^  * 

ßt-ßt  ^ 

erfüllt  daher  sämmtliche  Bedingungen  der  Anfgabe  und  die  Fanction 

ist  die  gesachte  Green 'sehe  Function  für  den  von  zwei  nicht  conccn- 
Irischen  Kreisen  begrenzten  ringförmigen  Raum.  Um  die  Dichtigkeit  c^D 
der  dem  Centrum /?  entsprechenden  Bandbelegung  zu  finden,  hat  man  nur 

den  Ausdruck  /"ttt,  I  für  beide  Kreise  zu  bilden  und  erhält: 


-./»=  ^i 


.„..,.=-f; 


6-ft    (oi\     \      Alt l ^^  V       An       ) 

ft-/3i"27r  1  ^ /«jCMiVX      ;^,/'«(^?i>\      j^,/a)(a-«)\f 


Pt  — Pi  ßt  —  Pi 

>W|-1-Wlf  =  —  1. 

Mit  Hülfe  der  gefundengn  Randbelegung  kann  die  Aufgabe  gelöst  werden, 
eine  Potentialfunction  O  zu  finden,  welche  innerhalb  des  von  beiden 
Kreisen  begrenzten  ringförmigen  Raumes  stetig  und  endlich  bleibt  und  sich 
für  ^=ft  und  ß==ßt  auf  gegebene  Functionen  von  a  ,  Oi  und  i,  reducirt. 
Es  ist  nämlich  die  gesuchte  Fanction 


0(p)  =  —  y  f  ,<P>  <P,  cf  5j  —  /f,^P>  O^ds^. 


Wäre  z.  B. 

(2>,  r=  F,  =  cow^r.  (2>,  =  F,  =  C0W5/. 

gegeben,  so  würde 

ft— /?,  ft-Pi 

was  mit  dem  oben  (§.  12)  gefundenen  Werth  übereinstimmt. 
18.  Ist  z  w  e  i  t  e  n  s 

so  ist  zu  beachten  ,  dass  sich  F,  als  Potentialfunction  im  Unendlichen  nicht 
auf  eine  von  Null  verschiedene  Constante  reduciren  kann ,  sondern  gleich 
JU  log  R  oder  . 

Mlog2h'--Mlogj/c^+ß' 
werden  muss,  wenn  A/ die  Summe  der  im  Punkte  p  und  auf  den  beiden 
Kreisen  vertheilten  Massen  bezeichnet.    Es  ist  leicht  zu  z^K^^tü  ^  ^^"^^  ^\^^^ 
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hiiiiiiiift  von  Null  verschieden  sein  mnss.  Die  in  (§.17)  mit  F  beseichoete 
KiiiK'.tioti  genügt  nämlich  den  auf  den  Punkt  p  und  auf  die  Grenzkreise 
liifKÜglichen  Bedingungen  auch  noch  in  diesem  Falle,  reducirt  sich  aber 
für  a=^0,  /3=0  auf  einen  constanten  von  Null  verschiedenen  Werth  V^ 
Jii«  Function  V —  F^  verschwindet  im  Unendlichen,  wird  im  Punkte  p 
unendlich  wie  log  Q^p)y  erhalt  aber  auf  den  Grenzkreisen  den  Werth  —  F^. 
8ollte  es  nun  eine  Potentialfunction  geben ,  welche  im  Punkte  (p)  un- 
endlich wird  wie  logg^j^)  und  sich  sowohl  auf  den  Grenzkreisen  als  auch  im 
Unendlichen  auf  Null  reducirt,  so  müsste  dieselbe  von  der  Function 
y —  ^0  um  eine  Potentialfunction  verschieden  sein ,  welche  im  Unendlichen 
verschwindet,  auf  den  Grenzkreisen  den  constanten  Werth  +  F^  erhält  und 
sonst  überall  stetig  und  endlich  ist,  was  nach  §.  10.  3  nicht  möglich  ist. 
Die  Summe  der  auf  den  Kreisen  vertheilten  Massen  ist  also  in  diesem 
Falle  von  —  1  verschieden.    Die  Function 

e    /^   «  — «+((g~2ft+6)i\         /cd  a  —  a  —  (ß^2ß,  +  b)t\ 
*V2^  2  /     "\2«  2  / 

reducirt  sich 

für  ß  —  ßx  auf  0 
für  ß  —  ßt  auf—  (6  —  ft) 
für  o  =  a,  ^  =  ^  wird  [/unendlich  wie  log  q^p) 

^  /"(oa  +  bi^^   {aa  —  bi\, 

fnra=0, /5=0  wirdZo=4/oy.  ^  •  ^ 


Die  Function 

ff=ilog 


/m  a+(2|?.-6).\        /  o)  a-(2ft-<.).-\ 
•.V2«  2  /      'U»  2  / 

'  (j^i— 2-j  ®'  [^^-) 


hingegen  wird 

für  ß=ßt  gleich  0 

für /S  =  ft  gleich +/J,. 
Für  0  =  0  jS=0  wird 

»'.=-,o,[,e.(e^)]+%,^/;?+?. 

oder 

^'h  Hülfe  der  beiden  Functionen  U  und  W  ist  e«  daher  leicht  eine  Poten- 
anction  zusammenzusetzen ,  welche  allen  Bedingungen  der  Aufgabe 
gt.     Die  Function 
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?05 


V^^^^^(b  +  Cß,)+Z-i\  +  C).W 

besitzt  die  verlangten  Eigenschaften.  Dieselbe  verschwindet  für  ß=ß^^ 
und  fÜr/3=/?,;  V  —  log  g^p^  behält  im  Punkte  p  einen  endlichen  Werth;  für 
a=0,  ß=0  wird 


i 


y.=' 


Die  Constante  C  stellt  offenbar  die  Snmme  der  auf  beiden  Kreisen  ver- 
theilten  Massen  dar.  Dieselbe  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass 
in  dem  Ausdrucke  für  V^  sämmtliche  Glieder  mit  Ausnahme  des  letzten 
einander  aufheben  müssen,  so  dass  man,  wenn  der  Kürze  halber,  wie  oben, 

gesetzt  wird,  erhält 

1  j.  r  -  ft(ft-ft)+^.(fe-^.) 
^  ß,ß.-ifiß,-ß*) 

Für  die  Dichtigkeit  der  dem  Punkte/?  entsprechenden  Belegungen  er- 
giebt  sich: 


2nii^P^dSi  =  da^ 


<a)(6-i5,)t\  ^     ^/Q)(6-i30|-\ 


\       47C  _) 


W/5, 


(l  +  Ol 


e,(e^)       .,.C^) 


^th  'm-'{^\ 


2  Ätt'P'rf  «,=  —  </«, 


b+Cß, 


t,      Oll)     '\      4»      /^ '^    V 


-A)« 


47t 


) 


f-|Ji    2wjQ/«(6-ft)i\  ;i,/^<^z^\  i./'fiifzr^N 


«/S,i\ 


+(i  +  c) 


»•■(t-),    '"(^) 


.»■(t^)  <=^)-Ka 


Pf  —  Pi 
Die  gefundene,  dem  Punkte  p  entsprechende  Eandbelegung  kann,  wie  oben, 
dasn  dienen,  die  Potentialfunction  0{p)  zu  finden,  welche  im  ganzen  ausser- 
lialb  der  Kreise  gelegenen  Raum  stetig  und  endlich  b\e\bl^  \m  \^Ti«ii^\^«ti 

MlUtkrittf.  ßiMlbemstik  y,  Physik.  X,  7.  % 
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logaritlimisöh  unendlich  wird  und  sich  für  ß=ßi  oder  ß  =  ßf  aufgegebene 
Functionen  von  a  redacirt.     Ist  z.  B. 

^,  =  K,  =  const    <|>,  =  F,  =  consi 
gegeben ,  so  erhAlt  man        • 

oder  mit  Rücksicht  auf  den  ftlr  C  gefnndenen  Werth: 

Die  Identität  dieses  Ausdrucks  mit  dem  oben  §.  13  gefundenen 

erhellt  sofort,  wenn  man  bemerkt,  dass  in  §.  13 

'\2;r       2     /     '\2ä       2      / 
war,  dass  mithin 

^    /  a,  fl  +  6i— 2fti\  ^    /fl)  a  —  bi+2ß^i\ 

®'  i-i^i  — 2 — ;  ®» l^  — 2     ; 

ist,  woraus  die  Identität  folgt 

Pl   rt~      ^  ""  ^O^P^R 'r    +  ^• 

P«  — Pl  P»  — Pl 

19.  Es  sollen  schliesslich  die  Folgerungen  zusftmraengestcllt  werden^ 
welche  sich  aus  dem  Vorstehenden  für  die  elektrische  Ladung  eines  von 
einer  cylindrischen  Hülle  umgebenen  Drahtes  oder  zweier  parallelen  cy- 
lindrischen  Drähte  ergeben.     Die  Anziehung  einer  unbegrenzten  Graden, 
welche  ihrer  ganzen  Länge  nach  mit  Masse  von  gleichförmiger  Dichtigkeit 
X  belegt  ist,  auf  einen  äusseren  Punkt  wird,  wie  in  §.8  bemerkt,  durch  die 
einer  Masse  2X  ersetzt,   welche  in  dem  Fusspunkt  des  von  dem  angezo- 
genen Punkt  auf  die  Grade  gefällten  Perpendikels  concontrirt  ist  und  nach 
dem  umgekehrten  Verhältniss  der  Entfernungen  anzieht.    Demnach  braucht 
man  die  gefundenen  Werthe  der  Massen,  welche  erforderlich  sind ,  um  auf 
den  beiden  Kreisperipherien  die  Potentialwerthe  V^  und  T,  zu  erzeugen, 
nur  durch  2  zu  dividiren,  um  die  Elektricitätsmengen  m,  und  m^  zu  finden, 
*che  erforderlich  sind,  um  die  Längeneinheit  der  beiden  Cylinder  zu  den 
»benen  Potontialwcrthen  J\  und  l\  zu  laden.     Man  erhält  daher  Fol- 
ie Wertlie: 


Von  Dr.  E.  Jochmann.  107 

1.  Im  Fall  eines  von  einer  concentrischen  cylindrisciien 
Hfllle  umgebenen  Drahtes,  wenn  R^  den  Halbmesser  des  äusseren, 
Bf  den  des  Innern  Cylinders  bezeichnet: 

%^  log- 

SeUt  man  das  Potential  auf  der  äusseren  Belegung  F|=0,  so  erhält  man 
die  bekannte  von  Thomson  [Phil.  Mag.  (4.  ser.)  IX.  531]  aufgestellte 
Formel  für  die  elektrostatische  Capacität  eines  Flaschendrahtes. 

2.  Für  denFall  eines  cylindrischen  Drathes,  welcher  von 
einer  excentrischen  cylindrischon  Hülle  umgeben  ist,  (§.12): 

«.  -,  1     ^<     4.  1  ^»       ^<  ^  1  ^t —  ^1 

logR^  Pf  — Pi  Pf  — Pi 

Sind  /?,  und  R^  die  Halbmesser  des  äussern  und  Innern  Cjlinders,  A  der 
Abstand  ihrer  Mittelpunkte,  also 

n  _         2A  2Ä 

-«1  —  -^: ^D-         Äf / 


so  wird: 


»4  =  — 


"^^  /(Ä,+/?.+^)(Ä,+Ä,-^)-/^Ä,-Ä,+^)(Ä,-if,-^)* 

3.  Fttr  zwei  parallele  cjlindrisclie  Drähte  (§.15)  wird,  wenn 

«'  _  fe  — ft 

gesetzt  wird: 

'  ~        A-|S.  ^  V.-ft ' A A  -  ■n' (A  -  A) 
„  ^     .  ^«-  ^.     I    A  ^.A-K,<?. 

A-A        A-A*AA— n^O».-A) 

«iA+'"tA=— ^-^ — ^* 

4.  Wenn  die  beiden  Drähte  von  einer  weiten  cylindrischen  Httlle  Tom 
Halbmesser  R  umgeben  sind ,  werden  die  Elektricitätsmengen  M,  m, ,  m, 
«debe  erforderlich  sind ,  um  die  Längeneinheit  der  Httlle  und  der  beiden 
Dtilrte  sn  den  Poteutialwerthen  0,  F,,  F*  su  laden  (§.  \^)\     . 
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ß,ß,-ißt-ßi){fi  +  iogR) 
_     .Vt-v,  ,  ,     ft r,ßt-y,ß> 


tu 


a  =  -i^'-^-i^ 


Ä-/3,        ßt-ßt'ß^ßt-(ßt—ßi)  (i^  +  iogR)' 

20.  Der  Nenner  djes  in  §.  19.  2.  aufgestellten  Ausdrucks  ftir  m,  drückt 
bekanntlich,  mit  einem  constanten  Factor  multiplicirt,  den  Leitungswider- 
stand des  zwischen  den  excentrischen  Cjlinderflachen  enthaltenen  Raumes 
niis ,  wenn  man  sich  diesen  Raum  mit  homogener  leitender  Substanz  erfbllt 
denkt.  Gaugain  hat  in  einer  experimentellen  Arbeit  {Arm,  d.  ehitn,  et  de 
phys.  (3.  ser.)  Bd.  LXIV^  174)  die  Analogie  nachzuweisen  gesucht,  welche 
zwischen  den  Erscheinungen  der  Ladung  und  der  Stromleitung  besteht. 
Derselbe  geht  dabei  von  dem  von  Faraday  aufgestellten  Gesichtspunkt 
aus  {Exp,  Res,  no,  1320)  „ihai  insulation  and  conduciion  are  only  ex- 
treme degrees  of  one  common  condilion  or  effecl,  and  in  any  sufficient  maihe- 
malical  iheory  of  electricity  must  be  taken  as  cases  of  ihe  same  kind^\  Gaugain 
hat  insbesondere  die  Erscheinungen  der  Ladung  und  Leitung  zwischen  zwei 
nichtconcentrischen  Cylindern  untersucht,  und  beide  Klassen  von  Erschei- 
nungen unter  einander  und  mit  der  aus  der  Kirch  ho  ff 'sehen  Theorie 
der  Stromverbreitung  abgeleiteten  Formel  (welche  von  Gaugain  §.  199 
seiner  Abhandlung  in  unwesentlich  verschiedener  Form  angeführt  wird) 
in  völliger  Uebercinstimmung  gefunden*).  Wenn  man  darin  einerseits  eine 
schöne  Bestätigung  der  theoretischen  Ergebnisse  sehen  kann,  so  wird  man 
sich  andererseits  nicht  mit  den  Folgerungen  einverstanden  erklären  können, 
welche  Gaugain  aus  diesem  Resultat  zu  Gunsten  der  Faraday  *  sehen 
Theorie  der  ,,lndnction  in  krummen  Linien**  zu  ziehen  geneigt  ist.  Gaugain 
hält  denFall  der  concentrischencylindrischenCondensatoren  nicht  fürgeeignet, 
zwischen  der  „alten  Theorie**  und  der  „Theorie  von  Faraday**  zu  ent- 
scheiden. „Es  giebt  sogar  einen  Grund**,  sagt  derselbe,  „zu  glauben,  dass 
,,in  diesem  Falle  beide  Theorien  zu  derselben  Formel  führen.  In  der 
„That  ist  es  eines  der  Merkmale,  welche  am  schärfsten  die  Theorie  von 
„Faraday  von  der  alten  Theorie  unterscheiden,  dass  nach  der  ersten 
,,die  Influenz  sich  im  Allgemeinen  in  krummen  Linien  fortpflanzt,  nach  der 
„zweiten  hingegen  immer  in  geraden  Linien.  Aus  der  Symmetrie  der  Ge- 
„stalt  folgt,  dass  dieser  Unterschied  im  besonderen  Falle  concentrischer 
„  Cylinder  verschwindet.  Es  scheint  demnach  einige  Wahrscheinlichkeit  für 
„sich  zu  haben,  dass  beide  Theorien  zu  denselben  Resultaten  führen. 
„Diese  Uebereinstimmuug  ist  hingegen  sehr  unwahrscheinlich  im  Fall  ex- 
„  centrischer  cylindrischerCondensatoren,  bei  welchen  der  bei  weitem  grössere 


*)  Vergl.  auch  die  Untorsuchun;jren    von  Siomcns  Vo^g.  Anna.  CII   p.  lOOff. 
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^,Theil  der  Influenz  sich  nach  der  Theorie  von  Faraday  in  kiumnier 
„Linie  fortpflanzt,  während  dieselbe  nach  der  alten  Theorie  ausschliesslich  in 
„gerader  Linie  erfolgt.  Die  experimentelle  Untersuchung  der  excentrischen 
„ cylindrischen  Condensatoren  scheint  deshalb  geeignet,  zur  Controle  der 
„Theorien  zu  dienen '^  Gaugaiu  hat  es  nicht  unternommen,  die  Con- 
seqnenzen  ans  der  Coulomb- Pol  sson'schenTheorie  für  den  Fall  excen- 
triseher  Condensatoren  zu  ziehen.  Er  glaubt,  dass  dies  noch  nirgends 
geschehen  und  möglicherweise  mit  erheblichen  analytischen  Schwierigkeiten 
Terknüpft  sei;  er  begnügt  sich  mit  der  Vermuthung,  dass  diese  Theorie 
wohl  zu  andern  Resultaten  führen  werde,  um  sich  für  die  Induction  in  kr  um- 
men  Linien  zu  entscheiden.  Diese  Vermuthung  ist  eine  irrthümliche.  In 
der  That  ist  die  Uebereinstimmung  beider  Klassen  von  Erscheinungen  auch 
In  der 'Potentialtheorie  begründet  und  es  muss  demnach  der  Beurtheilung 
jedes  Einzelnen  überlassen  bleiben,  ob  er  eine  grössere  Klarheit  darin  findet, 
die  Erscheinungen  der  Influenz  und  der  Stromleitung  mit  Farad ay  als 
ihrem  Wesen  nach  identisch  aufzufassen,  oder  beide  in  der  Vorstellung  von 
einander  zu  trennen  und  die  durch  Theorie  und  Versuch  nachgewiesene  Ana- 
iogie  zwischen  beiden  lediglich  als  eine  analytisch  nothwendige  Consequenz 
der  Potential thoorie  zu  betrachten. 
Berlin  im  Dezember  18(H. 


VI. 

Entwickelang  eines  Satzes  der  mechanischen  Wäxmetheorie 

fbr  beliebige  Prozesse,  in  welchem  der  Claus  ins 'sehe  Satz 

der  Aeqniyalenz  der  Verwandlungen  für  Kreisprozesse  als 

besonderer  Fall  enthalten  ist. 

Von  J.  Bauschinger, 

Lehrer  an  der  königl.  Gewerb-  und  Handelsschule  iü  Fürth. 


.  In  seiner  letzten  Abhandlung*)  dehnt  Herr  Clausius  seinen  Satz 
Ton  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen,  den  er  ursprünglich  nur  für 
umkehrbare  und  nicht  umkehrbare  Kreisprozesse  entwickelt  hat**),  auch 
anf  andere  Prozesse,  für  welche  die  Aenderung  der  innern  Wärme  und 


*)  Poggend.  Ann   Bd  CXVI.  S.  73. 
•♦)  Poggend.  Ann.  Bd.  XCIII.  8.  481. 


rag 
Ja  +  t 
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Arbeit  nicht  gleich  Null  ist,  aas.  Er  nimmt  dabei  eine  neu  eingefUhrte 
Grösse,  die  er  Disgregation  nennt,  und  die.Hypothese  m  Hülfe,  „daas 
die  mechanische  Arbeit,  welche  die  Wärme  bei  irgend  einer  AnordniuigS' 
änderung  eines  Körpers  thun  kann,  der  absoluten  Temperatur,  bei  welcher 
die  Abänderung  geschieht,  proportional  ist*^ 

Nun  lässt  sich  ganz  ohne  die  letzteren  oder  ähnliche  Httlfamittel  auf 
rein  mathematischem  Wege  aus  den  Grundprincipien  der  meehaniaeheii 
Wärmetheorie  für  den  Ausdruck 

dg 

wo  q  die  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers  behufs  irgend  einer  Zuatands- 
änderung  zuzuführende  (oder  zu  entziehende)  Wärme,  i  die  Temperatur 
des  Körpers  vom  Eispunkt  an  gerechnet  und  a  den  reciproken  WerCh  des 
Ausdehnungscoefficienten  der  Gase  (273  für  die  Celsius^sche  Scala)  be- 
deutet, ein  Werth  berechnen,  der  für  jeden  Prozess  gültig  ist,  nnd  ans 
dem  der  Clausius'sche  Satz  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlangen  für 
umkehrbare  und  nicht  umkehrbare  Kreisprozesse  als  specieller  Fall  her- 
vorgeht. 

Die  Entwickelung  dieses  allgemeinen  Satzes  ist  der  Zweck  der  nach- 
folgenden Arbeit.  Wenn  ich  dabei  etwas  weiter  aushole,  so  halte  ich  dies 
deshalb  für  nothwendig,  weil  ich  einige  bisher  schon  bekannte  Sätze  der 
mechanischen  Wärmetheorie  in  allgemeinerer  Form,  als  es  bisher  geschehen 
ist,  aufstellen  und  in  dieser  Form  zu  dem  angegebenen  Zwecke  benutzen 
möchte. 

§.  1.  Der  Znstand  eines  Körpers  ist  vom  physikalischen  Standpunkte 
aus  durch  die  drei  Grössen  p,  v,  /,  d.  h.  durch  seinen  Druck,  sein  speci- 
fisches  Volum  (Volumen  der  Gewichtseinheit)  und  seine  Temperatur  im 
Allgemeinen  vollkommen  und  in  der  Weise  bestimmt,  dass  jede  dieser  drei 
Grössen  als  Function  der  beiden  andern  unabhängig  Veränderlichen  an- 
gesehen werden  kann.  Der  grösseren  Allgemeinheit  wegen  wollen  wir 
nach  dem  Vorgange  Kirchhofes*)  die  beiden  Grössen  p  und  v  als 
Functionen  zweier  unabhängig  Veränderlicher  betrachten,  von  denen  die 
eine  die  Temperatur  i  (in  Graden  des  hunderttheiligen  Luftthermometers 
vom  Eispunkt  an  gezählt),  die  andere  eine,  noch  spätem  Verfügungen 
vorbehaltene ,  einstweilen  mit  x  bezeichnete  Grösse  sei. 

Die  beiden  Gleichungen 
1)  P=/>(^,  0     5     v  =  v{x,() 

durch  welche  Abhängigkeit  zwischen  den  4  Grössen  p,  r,  /,  x  ausgedrückt 
ist,  wollen  wir  kurz  „  Zustand sgleichungen'*  des  Körpers  nennen. 

§.  2.  Bezeichnet  g  die  Wärmemenge,  welche  der  Gewichtseinheit 
eines  Körpers  behufs  irgend  einer  Zustandsänderung  desselben  zugeführt 


*;  Poggoud.  Auu.  Bd.  CHI.  ö.  177. 
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(im  Falle  ^  positiv)  oder  entzogen  (im  Falle  q  negativ  ist)  werden  niuss, 
so  ist  bekanntlich  das  Hauptprincip  der  mecbaniscben  Wärmetheorie  in 
der  Gleichung  ausgedrückt: 

2)  dq  =  du+Apdv. 

Hierin  bezeichnet  u  eine  gewisse  Function  der  beiden  unabhängig  Ver- 
änderlichen X  und  / ,  die  wir  mit  K i r c h h o f f  die  Wirkungs Functionen 
der  Gewichtseinheit  des  Körpers  nennen  wollen.*)  Der  reciproko  Werth 
Ton  J  ist  das  sogenannte    mechanische  Aequivalent  der  Wärme  (nach 

Joule  im  Mittel  -j=  424  Kilogramm  -  Meter. 

In  der  Gleichung  2)  sind  du  und  dv  vollständige  Differentiale  der 
Functionen  u  und  v  zweier  unabhängig  Veränderlicher  or,  /.  Bezeichnet 
man  daher  mit  d  partielle  Differentiale ,  so  kann  die  Gleichung  2)  auch  so 
geschrieben  werden: 

')         ■"=(ll+^'fe)-+(r>^'-K)'"- 

§.  3.  Die  drei  einfachsten  Fälle  der  Zustandsänderung  eines  Körpers 
sind  die,  wo  a)  der  Druck,  b)  das  Volumen,  c)  die  Temperatur  con- 
stant  bleibt.  i 

a)  Bezeichnet  c  die  specifische  Wärme  des  Körpers  bei  constantem 
Druck,  so  ist  die  Wärmemenge  dq,  welche  nothwendig  ist,  um  die  Tem- 
peratur des  Körpers  bei  constantem  Drucke  um  dt  zu  erhöhen: 

dq  =  cdty 
wo  c  Function  der  unabhängig  Veränderlichen  x  und  t  ist.   Ferner  hat  man 
für  diesen  Fall 

Mittelst  der  letzten  beiden  Gleichungen  folgt  aus  der  3): 

d£ ^^JP dudp/dvdp       dv    dp\ 

^  ^dx~dtdi    Vxdt'^^Wt  d7x~d^^ dJ)' 

h)  Bezeichnet  Cx  die  specifische  Wärme  des  Körpers  bei  constantem 
Volumen,  so  ist  die  Wärmemenge  dq^  welche  nothwendig  ist,  um  die 
Temperatur  des  Körpers  bei  constantem  Volumen  um  dl  zu  erhöhen: 

dq  =  Cidij 
wo  Cj  wieder  Function  der  unabhängig  Veränderlichen  x  und  /  ist.     Für 
den  gegenwärtigen  Fall  ist  ferner : 

dv  dv 

dv=  —  dx  +  ^di  =  0 
dx  dt 


♦)  Eigentlich  benennt  Kirchhoff  (Poggend.  Ann.  Bd.  CUI.  S.  179)  den  Aus- 


druck   -so. 

A 


1^« 
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iu)£  »uteUt  dieser  beiden  letzten  Gleichungen  findet  man  wieder  hnm 
ACT  *^  : 

V  dv_du  ^_^£^. 

^^d~x~dl  dx~dxdt' 
o^  Wenn  endlich  bei  constanter  Temperatur  das  Volumen  einer^ 
K^rp^rs  um  die  Volumeinheit  vergrössert  wird ,  so  nennen  wir  die  ange- 
führt« Würmemengo  die  specifische  Wärme  des  Körpers  bei  constanter 
Temperatur  und  bezeichnen  sie  mit  r,.  Sie  ist  gleichfalls  im  Allgemeinen 
Function  der  unabhängig  Veränderlichen  x  und  /.  Die  Wärmemenge  dq^ 
welche  einem  Körper  zuzuführen  ist,  um  sein  Volumen  bei  constanter 
Temperatur  um  dv  zu  vergrössern,  ist  folglich: 

dq^=Cfdv 
und  aus  dieser  Gleichung  folgt  im  Verein  mit  der  3)  unter  Berücksich- 
tigung, dass  dt  =  0 

••\  dv       du  dv 

dx      Cx  dx 

§.  4.  Ans  den  drei  Gleichungen  4)  bis  0)  kann  die  AVirkungsfunction  t/, 
ausgedrückt  durch  die  Wärmecapacitäten  c,  c,  und  c,,  gefunden  werden; 
ausserdem  liefern  diese  Gleichungen  noch  zwei  Helationen  zwischen  r,  Cx 
und  r,  selbst,  die  es  gestatten,  zwei  von  diesen  Grössen  durch  die  dritte 
ausKudrÜcken.  Diese  letzteren  mögen  zuerst  aufgeführt  werden. 
Aus  Gleichung  6)  folgt  zunächst: 


Sotzt  man  dies  in  die  Gleichung  5)  ein,  so  kommt: 

Heide  Worthe  7)  und  8)  endlich,  in  die  Gleichung  4)  substituirt,  ergeben: 

m  c^J^  —  c  -^  +  r  (^^-E-h^^\ 

•'  dx~   'dx^^Kdi   dx       dxdtj 

als  erste  Relation  zwischen  den  Wärmecapacitäten.    Die  zweite  ergiebt  sich 

aus  den  Gleichungen  7)  und  8)  mittelst  des  bekannten  Difforentialsatzes : 

dt  \dx)~dx\dt) 
und  ist: 

dCf  dv      dc^dv dc^    .       /dv  dp      dv  dp\ 

*"^  ~dt  dx~'dxdt~Jx        \di  dT'^di  dij 

Aus  den  beiden  partiellen  Differentialquotienten  von  u  in  Gleichung  7)  und 
%)  folgt  nun  das  vollständige  Differential: 

du  —  (c^  —  Ap)-^dx  +  yc,  +  {Ct  —  j4p)-^jdt 

araus,  wennoTo ,  /q,  t^o  ^^^  Werthe  von  x,  /,  u  für  irgend  einen  Anfangs- 
1  des  Körpers  bezeichnen: 
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11)  u-u,=f{c, -  Ap)  ^  dx  +y [c,  +  (c,  -  Ap)  1^]  dt. 

Hierin  bedentet  das  rechts  nnten  an  den  eingeklammerten  Ausdruck  des 
zweiten  Integrals  angehängte  oTq,  dass  überall  für  x  in  diesem  Ausdruck  x^ 
zu  setzen  ist.  Noch  bemerke  ich,  dass  ich  unter  dem  Integralzeichen  dx 
oder  di  schreibe,  wenn  die  Integration  nur  nach  dem  unmittelbar  in  dem 
zu  integrirenden  Ausdruck  Torkommende  x  oder  i  ausgeführt  werden  soll. 
Enthält  dagegen  der  zu  integrirende  Ausdruck  nur  eine  Veränderliche, 
oder  soll  die  andere  als  Function  dieser  einen  Veränderlichen  betrachtet 
und  nach  allem  x  oder  allem  t  integrirt  werden,  so  schreibe  ich  unter  dem 
Integralzeichen  dx  oder  dU 

§,  5.  Aus  der  Hauptgleichung  2)  der  mechanischen  Wärmetheorie 
folgt  nun  für  die  Wärmemenge  ^,  welche  nothwendig  ist,  um  die  Gewichts* 
einheit  eines  Körpers  aus  dem  Zustande /^q,  Vq,  ^q,  oTq  in  den  Zustand  p,  &, 
/ ,  x  tiberzuführen : 

V 

12)  ^=tt — w^+  I  Apdv. 

In  dieser  Gleichung  ist  u — w^  aus  11)  zu  substituiren ;  es  ist,  wie  man 
sieht,  und  wie  schon  aus  der  ursprünglichen  Bedeutung  der  Wirkungs- 
function  hervorgeht,  nur  von  dem  Anfangs-  und  Endzustande  des  Körpers, 
nicht  aber  von  dem  Wege  abhängig,  auf  welchen  ersterer  in  letzteren  über- 

V 

geführt  wird.    Das  Integral  /  Apdv  dagegen,  die  sogenannte  äussere  Ar- 

beit,  hängt  aufs  Innigste  mit  der  Art  und  Weise  zusammen,  wie  der 
Anfangszustand  des  Körpers  in  den  Endzustand  übergeht.  Setzen  wir  den 
Weg,  auf  welchem  dieser  Uebergang  stattfindet,  dadurch  fest,  dass  wir 
zwischen  den  ursprünglich  unabhängig  Veränderlichen  x  und  t  die  Relation 

13)  t=i{x) 

gegeben  annehmen,  welche  Relation  wir  in  der  Folge  kurz  mit  dem  Namen 
der  „Ueberführungsgleichung'*  bezeichnen  wollen.  Man  hat  dann 
in  obigem  Integral  p  und  v,  welche  nach  den  Zustandsgieichungen  1) 
Functionen  von  x  und  t  sind ,  mittelst  der  Ueberführungsglelchung  13)  als 
Functionen  von  x  allein  herzustellen  und  dann  nach  allem  x  zu  integriren. 
So  wird: 

X  t 

J4)  q=JU-Ap)I^Jx+J^c,  +  {c,-Ap)^'jdt 


'ß^ilrrx  +  li)'''^ 
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wo  unter  dem  letzten  Integralzeichen  p ,  r— ,  ^-  mittelst  der  Gleichung  13) 

OX    Ol 

als  Functionen  von  x  allein  herzustellen  sind  und  -—  ans  derselben  61ei- 

dx 

chung  13)  zu  entnehmen  ist. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  14)  nun  umgekehrt  nach  allem  x^  so 

erhiiU  man  nach  leichter  Rednction  als  YollstAndiges  Differential  von  qi 


.,=[.||+(c,  +  .|^)£].. 


i^dor  auch : 


dv  (  dv\ 

\M  dq  =  Ct  —  dx  +  (^c,  +  CtjjJ  dt. 


Für  X  durchweg  r  gesetzt,  geht  diese  letztere  Gleichung  in  die  von  selbst 
ver^tftndliche: 

156)  dq=:c^dv  +  Cidt 

über. 

§.  0.  Mit  Zuhülfenahme  des  Erfahrnngssatzes ,  dass  niemals  von  selbst 
Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann, 
foWi  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  die 


wo  a  wieder  den  reciprokcn  Werth  des  Ausdehnungscoefficienten  der  Gase 
bedeutet. 

Die  Ableitung  dieser  letzteren  Gleichung  würde  mich  zu  weit  von  dem 
eigentlichen  Ziele  dieses  Aufsatzes  abführen.  Ich  begnüge  mich,  darauf 
hinzudeuten,  dass  sie  für  a;  =  t;in  die  schon  von  Carnot,  nur  in  anderer 
Form,  aufgestellte  Gleichung 

16a)  ^.  =  ^(«  +  0^7 

-bergeht.   Ihrem  Inhalte  nach  schliesst  sich  die  Gleichung  1(5)  den  beiden 
Gleichungen  9)  und  10)  an. 

8.  7.  Nach  dieser  vorbereitenden  Einleitung  gehe  ich  nun  zu  dem 
^^»«Atlichen ,  bereits  oben  bezeichneten  Zwecke  dieser  Arbeit  über.  Als 
^^^Uigspnnkt  für  die  vorzunehmende  Entwickelung  nehme  ich  die  Glei- 
.l5)ond  setze  in  diese  Gleichung  die  aus  den  Gleichungen  lO)  und  16) 
^  Werthe  für  c^  und  c,.    Zu  diesem  Behufe  bilden  wir : 

d  (     ^      dv\       de,   ,  ac,  dv   ,         d^v 

ä^l'^  +  ^«ä7j  =  a^  +  ä^aT  +  ^« 


dtdx' 
nng  10)  übergeht  in : 

r    ,      ^v\_d  {     dv\         Jdvdp       dv  dp\ 

^''^''Tij-diy^'rxj'^'^KrxTrdi  ai/ 
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Substitnirt  man  in  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  für  c,  —  seinen  Werth 
aus  der  Gleichung  16),  so  erhält  man  nach  leichter  Reduction: 

woraus,  wenn  orgdas  x  eines  Anfangszustandes  bezeichnet: 

Die  in  dem  letzten  Glied e  rechts  unten  an  die  Klammer  angehängten  Buch- 
staben ^o  ^^^  ^  bedeuten,  dass  in  dem  eingeklammerten  Ausdruck  furo: 
der  Anfangswerth  x^  zu  setzen ,  für  i  aber  der  allgemeine  Werth  beizube- 
halten ist. 

Substituirt  man  die  Werthe  aus  17)  und  16)  in  die  Gleichung  15) ,  so 
ergiebt  sich : 

+^("+"a4/&^f-l?K)-+('.+'.|^)J:-l|- 

Setzt  man  wieder  für  x  durchweg  r,  so  folgt  aus  letzterer  .Gleichung: 

V 

18a)     dq==A{a  +  i)^^dv  +  (^A{a  +  l)ß^dvy^^dv+{c,\^^^ 

Eine  ähnliche  Gleichung  wie  diese  hat  schon  Rank  ine  gefunden 
(vergl.  Poggend.  Ann.  Bd.  CXVI.  S.  92);  der  Weg,  auf  welchem  er 
dazu  gelangt  ist,  i»t  mir  nicht  bekannt. 

Wenn  K  eine  absolute  Gonstante  bedeutet  und  das  steheude  d  eine 
Differentiation  nach  allem  x  bezeichnet,  so  ist 

U\dxdt        dtdxj/^'^      J       \dxdt       didp) 


dxlJ  \dxdt       dt  dxj  J       \dx  dt       dt  dp) 


IdiJKdx  dl     dl  dx)    \ 

Vergleicht  man  dies  mit  der  Gleichung  18) ,  so  folgt : 
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Setxt  man  hierin  das  allgemeine  Integral: 

SO  ist  diese  Function  Fnur  von  den  Zastandsgleichungen  1)  des  Körpers 
abhängig.    Mit  Einführung  dieser  Bezeichnung  wird  nun  die  Gleichung  19) : 

21)  dg==A{a  +  i)^[F{x,t)--F{x.,l)  +  E]d^+(c,+c,^y^  /li^^' 

wo  tiberall  i  als  die  durch  die  Ueberfübrungsgleichung  13)  vorgeschriebene 
Function  von  x  zu  betrachten  ist. 

§.  8.  Denken  wir  uns  nun  einen  Körper  in  dem  ursprünglichen  Zu- 
stande Pi ,  t^i ,  /, ,  :c,.  Durch  Zuführung  einer  geeigneten  Wärmemenge  g' 
gebe  .r,  in  ar,  über  und  zwar  auf  einem  Wege,  der  durch  die  Ueberführungs- 
gleichung 

22)  t=:t{x) 

vorgeschrieben  sei.  Der  KUrze  wegen  werden  wir  in  der  Folge  immer,  wo 
es  ohne  Missverständniss  geschehen  kann  /(a:i)  =  /,  und  i(^x^)  =  t^  setzen. 
Die  Zustandsgieichungen  des  Körpers  seien  während  des  in  Rede  stehen- 
den Vorganges: 

23)  />=p(a:,Oi         v=vix,i), 

und  wir  werden  wieder  p(a:,,  r,)  kürzer  mit  p,  und  />(a:, ,/,)  mit  /),,  sowie 
entsprechend  v(a:, ,  /,)  mit  v,  und  v  (o:, ,  /,)  mit  v^  bezeichnen. 

Die  bei  diesem  Uebergange  von  or,  in  o-,  verwendete  (oder  gewon- 
nene) Wärmemenge  q  kann  durch  Integration  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  21)  zwischen  den  Grenzen  ar,  und  ar,  erhalten  werden.  Es  ist 
aber,  wie  leicht  ersichtlich,  vortheilhafter,  die  Gleichung  21)  so  zu 
schreiben : 

Nun  kann  q  aus  Gleichung  21)  als  Function  von  x  und  folglich  mittelst 
der  Gleichung  22)  als  Function  von  /  erhalten  werden.  Man  kann  daher 
auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  24)  auch  i  als  Function  von  q  betrach- 
ten. Integrirt  man  also  diese  linke  Seite  zwischen  den  Grenzen  q'  und  0, 
die  rechte  zwischen  denen  x^  und  a:, ,  so  kommt: 


r4.-l7l„ 


dj_ 
a  +  /  dx^ 
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i'^+'^sll 


oder,  da  unter  dem  Integralzeichen  in -r— ^^-'die  Veränderliche  a: 

doch  nar  mittelbar  in  /  vorkommt: 

25)    y^^=^{^(^'2,o-^(^,,o~[n^o,o-^^^^^ 


0 


■/ 


•"('■+^.a... 


wo  für  den  Anfangswertli  x^  auch  Xi  gesetzt  werden  könnte. 

Die  Gleichung  25)  enthält  den  allgemeinen  Satz,  welchen  ich  ableiten 
wollte.  Er  gilt  für  irgend  einen  Prozess,  mit  der  einzigen  Voraussetzung, 
dass  die  Zustandsgieichungen  i23)  des  Körpers  während  des  ganzen  Pro- 
zesses, die  nämliche  Form  behalten.  Aber  wenn  sich  diese  Form  der 
Zastandsgleichungen  auch  ändern  sollte  und  mit  ihr  die  Form  der  Function  F, 
so  ist  nichts  leichter,  als  den  Prozess  in  so  viele  Theile  abzutheilen,  dass 
während  jedes  dieser  Theile  jene  Voraussetzung  erfüllt  ist,  und  hierauf 
auf  jeden  Theil  die  Gleichung  25)  anzuwenden. 

Wenn  a::=t;  gesetzt,  und  folglich  die  Ueberführungsgleichung 

22a)  t  =  l{v) 

wird  und  die  beiden  Zustandsgieichungen  in  die  eine 

23a)  P=p(v.i) 

übergehen,  so  erhält  die  Gleichung  25)  die  Form: 

25a)      f^l-^=A\F(,v,,t,)--F{v,,t,y[F{v,,^ 
wo  nach  Gleichung  20) 


•i 


256)  F(v,t)=ßj^^ 


dv 


ist  und  für  v^  auch  r,  gesetzt  werden  kann. 

§.  9.     Die   Gleichung  26)   zeigt  eine   merkwürdige   Eigenschaft   des 


'M 


Integrals    /     _^_  ^.    Man  sieht  nämlich  aus  der  rechten  Seite  sofort,   dass 

0 

dieses  Integral  nur  von  den  Zustandsgieichungen  des  Körpers  und  von  den 
Anfangs  nnd  Endwerthen  or, ,  /j  und  x,,  /,  von  x  und  /,  nicht  aber  von  dem 
Wege  abhängig  ist,  auf  welchem  der  Anfangs-  in  den  Endzustand  über- 
geht, d.  h.  von  der  Ueberführungsgleichung  22).  Wenn  wir  uns  daher  vor- 
stellen, dass  sich  x  und  (  willkürlich  und  unabhängig  von  einander  ändern, 
so  ist  der  Werth  jenes  Integrals  doch  stets  derselbe ,  wetvu  xvxxt  ^\^  Kxd^\i<°^%- 
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nnd  Endwerthe  von  x  nnd  i  dieselben  bleiben.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn 
— —  ein  vollständiges  Differential  in  Bezng  auf  die  unabhängig  Veränder- 
lichen X  und  /  ist.    Nun  ist  nach  Gleichung  15a) 

dv  dv 

a+i      a+t        ^       a+t 
und  für  die  Erfüllung  jener  Bedingung  muss  folglich : 

dt\a  +  t/       dx\     a+t     / 
sein.   Entwickelt  man  dies ,  so  kommt 

'^*d^~^'''^^ldt  dx     dxdt     dxy 

was  nach  Gleichnng  10)  übergeht  in 

dt 
"^Tx- 

Dies  ist  aber  nichts  Anderes  als  die  Carnot*sche  Gleichung  16),  wie  wir 
denn  ja  auch  umgekehrt  aus  dieser  und  der  Gleichung  10),  beide  ange- 
wandt auf  die  Gleichung  15),  die  Gleichung  25)  erhalten  haben. 

§.  10.  Bei  demselben  Körper ,  den  wir  Torhin  (§.  8)  durch  Zufahrung 
(oder  Entziehung)  der  Wärmemenge  q  aus  den  ursprünglichen  Zustand 
Pii^X'ihy  *t  iß  den  p,,  v,,  (,,  a:,  brachten,  führen  wir  nun  x,  wieder  in  ar, 
zurück ,  aber  nicht  mehr  auf  demselben  Wege  wie  vorhin ,  d.  h.  nicht  mehr 
unter  Befolgung  derselben  Ueberführungsgleichung  22),  sondern  einer 
andern,  die  wir  mit 

26)  i=[i{x)] 

bezeichnen;  da  diese  letztere  Gleichung  da  beginnen  soll,  wo  die  andere  22) 
aufhört,  so  setzen  wir  natürlich  voraus,  dass 

27)  /(^.)  =  [^(^,)]  =  ^, 

sei.  Wir  nehmen  ferner  an ,  dass  mit  x^  auch  die  ursprüngliche  Temperatur 
^1,  somit  der  ganze  ursprüngliche  Zustand  des  Körpers  zurückkehre,  der- 
selbe also  im  Ganzen  einen  Kreisprozess  durchlaufe.   Dies  bedingt,  dass 

28)  <(.r.)  =  [<(x.)]=<.. 

Was  die  Zustandsgieichungen  betrifft,  so  wollen  wir  vorläufig  annehmen, 
dass  sie  bei  dieser  Zurückführung  eine  andere  Form  annehmen ,  nämlich  die : 

29)  P  =  [p(a:i.O]     5     t;  =  [t;(x„0]. 

Mit  dieser  Aenderung  der  Form  der  Zustandsgieichungen  ist  aber 
eine  Formänderung  der  Functionen  c,  und  c,  von  x  und  t  im  Allgemeinen 
nothwendig  verbunden ,  wie  aus  den  Gleichungen  10)  und  16)  hervorgeht. 
Wir  bezeichnen   die  veränderte  Form  dieser  Functionen  mit  [c,]  und  [r,]. 

Endlich  setzen  wir  noch  voraus ,  dass  der  Zustand  des  Körpers  durch 
Veränderlichen  x  und  /  eindeutig  bestimmt  sei,  dass  somit  mit  ;r'und  I 
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anch  der  Druck  p  tind  das  specifisclie  Volum  v  in  ihre  ursprünglichen  Werthe 
tnrttckkehren.     Dies  wird  bedingt  dnrch  die  Bezeichnungen: 


P(^fi<i)  =  [p(^«.0]=Pt 


30)  I 

^  )«(^i,'i)  =  [«'(a:i,<,)]=p,. 

Bei  der  in  Bede  stehenden  ZurückfÜhrung  werde  die  Wärmemenge  q"  ver 

braucht  (oder  erzeugt).     Wir  können  dann  für  diesen  zweiten  Prozess  eine 

ilmliche  Gleichung  aufstellen  wie  die  25).     Durch  die  Aenderung  der  Zu- 

Btandsgleichung  wird  die  Function  F  ebenfalls  eine  andere  Form  annehmen ; 

wir  bezeichnen  sie  mit  F*,     Der  aus  den  neuen  Zustand  sgleichungen  2V)) 

dv         Vdv\ 
folgende  Differentialquotient  —  sei    ~   .  Unter  dem  Integralzeichen  links 

wird /aus  beiden  ITrsachen,  wegen  Aenderung  der  Form  der  Zustands- 
gieichungen sowohl,  wie  der  der  UeberfUhrungsgleichung ,  eine  andere 
Function  von  q  werden  (Gleichung  21)  als  oben;  wir  bezeichnen  sie  mit  [/]. 
Je  nachdem  dann  in  [/]  das  q  von  0  bis  q'^  oder  von  q'  bis  q'+q*'  gezählt 

9"  q*-¥q" 

wird,  haben  wir  das  Integral  der  linken  Seite  als    /  — i^  oder  als    / ^t— 

sa  schreiben.  Thun  wir  das  erstere ,  und  berücksichtigen  wir  noch ,  dass 
im  Allgemeinen  nicht  ^' (a:,,/,)  = /'(a,,/,)  und  i^'(a:,,/,)  =i^(a:„/,)  zu  sein 
braucht,  so  erhalten  wir  für  die  ZurückfÜhrung 


0 

+ 


/lüiw« 


Wir  addiren  nun  die  Gleichungen  25)  und  32).  Für  die  Summe  der  Integrale 
auf  der  linken  Seite  können  wir  dann,  wenn  wir  ^'4"?''=^  9  nehmen,  das 

eine  Integral    /  — -2_  setzen ;  denn  in  diesem  Integral   muss  ja  ohnedies 

eine  Trennung  eintreten ,  wenn  /  als  Function  von  q  seine  Form  wechselt, 
wie  es  bei  einem  Kreisprozess  immer  der  Fall  ist.  Setzen  wir  endlich  noch 
der  Kürze  wegen  die  allgemeinen  Integrale 


j{-^"7). 


A 


7+1 dt=C(x,,i), 

„+,  --"-'"-'^(«i.'i. 
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00  erhalten  wir  für  irgend  einen  Kreisprozess  die  Formel : 

Ba  ist  leicht,  diese  letste  Gleichung  allgemeiner  auch  auf  solche  Falle  ans- 
«udchuon,  wo  in  einem  Kreisproaess  die  Formen  der  Znstands-  und  Ueher- 
fUhruugagleichungen  beliebig  oft  wechselu. 

Wenn  man  ar=r  setzt  und  zugleich  für  »^  den  Werth  r,  wählt,  so  wird 
iUo  Uloiohuug  33) 

odor  nir  h\  F\  C  und  C*  ihre  Werthe  gesetzt: 


dl 


\)\i\  Form,  welche  Herr  Clausius  seinem  Satze  von  der  Acquivalenz 
lim*  Verwandlungen  für  irgend  einen  Kreisprozess  gegeben  hat,  ist: 

dq 


/-. 


-  =  iV, 


a  +  t 

yfo  N  ndio  Summe  der  uncompensirten  Verwandlungen"  bedeutet.  Nach 
iinHCMor  Kntwickelung  ist  dieses  N  gleich  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
l\\\)  oder  33«). 

J5.  11.  Wenn  in  dem  ganzen  Kreit^prozesse,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen betrachtet  haben ,  die  Zustandsgieichungen  des  Körpers  die  näm- 
liche Form  behalten,  wenn  also 

P  i^y  0  =  [P  0^»  ^)1  ""^  ^  (^'  0  =  [^  («T«  0] 

für  j  edes  o:  und  t,  wenn  folglich  auch 

F  {x,  t)  =  F'  (x,  0  und  C  {x,,  t)  =  C  [x^,  t) 
fllr  jedes  x  und  i  ist,  so  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichungen  33)  oder  33ö) 
Null,  und  man  erhält  für  diesen  Fall  die  Gleichung:  . 

0 
Unter  dem  Integralzeichen  muss  /  als  Function  von  q  seine  Form  we- 
il igstens  einmal  ändern,  damit  überhaupt  ein  Kreisprozess  möglich  ist. 
Formänderung  hat  aber   hier  lediglich  ihren  Grund  in  der  Form- 
?  der  Ueberführungsgleichung.     Aendert  die  Ueberführungsglei- 
»d  somit  auch  die  Function  /(^),  ihre  Form  öfter  als  einmal,  so  ist 
als  die  Gleichung  34)  auf  diesen  allgemeinen  Fall  auszudehnen. 
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Die  Gleichung  34)  ist  dieselbe,  wie  die  von  Herrn  Gl  auslas  für  die 
von  ihm  sogenannten  „umkehrbaren  Kreisprozesse '^  entwickelte.  Nach 
unserer  Ableitung  der  Gleichung  34)  wären  also  umkehrbare  Kreisprozesse 
solche,  bei  welchen  die  Zustandsgieichungen  des  Körpers  durchweg  die- 
selbe Form  behalten. 

§.  12.  Zum  Schlüsse  wollen  wir  die  allgemeine  Gleichung  25)  oder  25a) 
auf  einige  specielle  Fälle  anwenden. 

I.  Als  ersten  dieser  besonderen  Fälle  nehmen  wir  die  Gewichtseinheit 
von  einem  Gase,  welches  das  Mar iotte- Gay -Lussac* sehe  Gesetz 

wo  R  eine  bekannte  Constante  bezeichnet,  erfüllt. 
In  der  Oleichuug  25a)  wird  dann: 

mit  L  die  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet.  Was  das  c^  betrifft,  so 
lässt  sich  aus  den  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  ableiten,  dass 
es  für  Gase ,  die  das  M.  -  G.  -  Gesetz  befolgen ,  blos  Function  von  t  ist  und 
von  V  unabhängig  sein  muss.     Man  erhält  also  aus  25a) 

J  a  +  t  Vi        J  (i  +  t     ' 

0  ti 

und  wenn  ^i  als  absolut  constant  vorausgesetzt  wird: 

35)  A_  =  ^ÄZ^'  +  ..i"-±^'. 

Für  einen  Prozess,  bei  welchem  dem  Gase  weder  Wärme  zugeführt,  noch 
entzogen  wird,  hei  dem  also  dg  =  0  ist,  geht  die  Gleichung  35}  ttber  in  diese : 

oder: 

V,       \a  +  ij 
Nun  ist  für  Gase,  die  das  M.-G.- Gesetz  befolgen, 

AR  =  c  —  c, 
mitr,  wie  oben  schon,  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck  be- 

zeichnet.     Setzen  wir  überdies  noch  das  Verhältniss  —  der  beiden  Wärme- 

^1 

eapacitäten  gleich  Ar,  so  erhält  man  ans  obiger  Gleichung  die  bekannte: 

II)  Als  zweiten  besonderen  Fall  nehmen  wir  die  Gewichtseinheit  ge- 
slltigten  Wasserdampfes  oder  besser,  die  Gcwic\\t8e*m\\^v\.  e\Tv^\i  ^^^^^x- 

Z^i0chHn  f,  MHlhcmntik  u.  Physik.  \,  2.  ^ 
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und  Dampfgemischos ,  welches  aas  x  Oewichtstheilen  Dampf  nnd  folglich 
1 — X  Gcwichtstheilen  Wasser,  heide  von  der  Temperatur  i  besteht.   Ffir 
ein  solches  Gemisch  gelten  die  Zustandsgieichungen 
36)  t;=aa:  +  a     und    p=p(l). 

Hierin  bezeichnet  v  das  specifische  Volumen  des  Gemisches,  m  die  Differens 
s — a  der  specifischen  Volumen  des  gesättigten  Dampfes  und  des  Wassers 
bei  der  Temperatur  /;  oo,  5  und  a  sind  blos  Functionen  von  t  allein.  Die 
Gleichung p=p(/)  soll  die  durch  Begnault  und  Magnus  so  genau  be- 
stimmte Abhängigkeit  zwischen  dem  Druck  und  der  Temperatur  des  ge- 
sättigten Wasserdampfes  andeuten ;  p  ist  gleichfalls  nur  Function  von  t. 

Man  erhält  so  in  der  Gleichung  25),  wenn  man  in  derselben  die  oben 
für  X  festgestellte  Bedeutung  beibehält: 


r/dvdp    dvdp\       r 
^-J\Vxdi'^dirxr''~J' 


(0-r-  dx  =  mX'--* 
dt  dt 


Nun  ffgiobt  sich  aus  den  Sätzen  der  mechanischen  Wärmetheorie  für  co 
der  Werth : 


A» +')'-?' 


wo  r  die  Wärmemenge  bezeichnet,  welche  nothwendig  ist,  um  die  Gewichts- 
einheit Wasser  von  der  Temperatur  /  in  gesättigten  Dampf  von  derselben 
Temperatur  zu  verwandeln.    Nach  Begnault  ist  bekanntlich 

r  =  60C,5  -—  0,695 1  —  0,00002  /*  —  0,0000003  /', 
also  blos  Function  von  t.    Es  folgt  hieraus: 

Für  die  Wärmecapacitäten  in  der  Gleichung  25)  erhält  man  nach  Ent- 
wickclungcn,  deren  Ausführung  uns  hier  zu  weit  führen  würde: 

d'p 

d^         ./     .    ^dfßda  . 

dt 

d^p 

dv  dv         rx  dl^   ^     ^,     ^    .dpda 

dt 
unter  y  die  speciftsche  Wärme  des  Wassers  verstanden. 
Ans  den  letzten  Beziehungen  folgt: 

dv  dr         rx     , 

und  daher 

38)  -:^':'^^=..i  (-!_)+_>:_. 

^  a  +  t  .    dt\a  +  fj^a  +  t 
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Seist  man  nnn  die  Werthe  37)  und  38)  in  die  Gleichung  25)  ein,  so  folgt, 
da  r  und  /  blos  von  /  abhängen : 

oder  kürser 

39)  /j[i.=.ML-.ZlfL+  f-l-dt, 

J  a  +  t       a  +  i^      a  +  itJ  a  +  i     ' 
0  «I 

Qiiter  r,,  r^  die  den  Temperaturen  1^  und  /|  entsprechenden  Werthe  von  r 

▼erstanden. 

Für  einen  Prozess,  bei  welchem  dem  Wasser-  und  Dampfgemisch 

weder  Wärme  mitgetheilt,  noch  entzogen  wird,  bei  dem  also  dq  =  0  ist, 

erhält  man  aus  der  Gleichung  39)  die  bekannte  Relation: 

h 


40)  •       ^_^+/x.^,_0. 

a  +  U      a  +  't      J  a+t 


Fürth,  im  Januar  1865. 


vn. 

Brechung  und  Beflezion  des  Lichts  durch  eine  Kugel. 

Von   ROEBER, 
Professor  an  der  Gewerbeschule  in  Berlin. 


Schweben  der  Wassertropfen  in  der  Luft. 

Da  man  den  Widerstand  der  Luft  gegen  eine  Kugel  bei  mittlerer 
Cteschwindigkeit  gleich  dem  senkrechten  Widerstände  gegen  die  Sbene  des 
grOssten  Kreises  und  proportional  der  Dichtigkeit  der  Luft,  sowie  dem 
Quadrate  der  relativen  Geschwindigkeit  setzen  kann,  so  ist  derselbe  in 
Pfunden : 

7cr*adf^^ 
wo  r  den  Kugelradius,  a  den  Druck  der  Luft  in  Pfunden  senkrecht  gegen 
die  Flftcheneinheit  bei  der  Einheit  der  Dichtigkeit  und  der  Geschwindig- 
keit der  Luft,  d  die  Dichtigkeit  der  Luft  und  v  die  relative  Geschwindig- 
keit derselben  bezeichnet. 

Wirkt  dieser  Widerstand  der  Schwere  entgegengesetzt^  so  wird  d^s^ 
Gewicht  der  Kugel  aufgehoben;  wenn 

^* 
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oder 

wo  p  das  Gewicht  der  Kuhikeinheit  der  Kagel  ist. 

Nach  den  Eifahrungen  kann  man  den  Druck  der  gewöhnlichen  atmo- 
sphärischen Luft  hei  20  Fuss  Geschwindigkeit  gleich  1  Pfund  auf  den 
Quadratfuss  annehmen.  Darnach  ist,  die  Dichtigkeit  der  gewöhnlicbpn 
Luft  und  den  preussischen  Fuss  zu  Einheiten  angenommen,  a=r^  j^  Pfund, 
und  man  erhält  für  eine  Wasserkugel  in  gewöhnlicher  Luft,  da  cfs=l  und 
p  =r  06  Pfund , 


•Ton' 
oder,  wenn  r  in  Linien  gegeben  ist, 


^     ^- Tor- 
ben ist, 

7/4.  — -06  J 


Ein  mit  dieser  Geschwindigkeit  aufsteigender  Strom  gewöhnlicher 
atmosphärischer  Luft  ist  Iiinreicliend,  eine  Wasserkugel  schwebend  zn  er- 
halten. Ist  die  vertikale  Geschwindigkeit  der  Luft  Null,  so  fällt  der  Tropfen 
mit  beschleunigter  Geschwindigkeit,  die  sich  dem  Maximum  v  nähert,  aber 
dasselbe  nicht  erreicht. 

Für  r  gleich  l'";  0'",1;  0'",01;  0'",001  ist  r  respective  15',63;  4',944; 
l',563;0',4944. 

Da  V,  abgesehen  von  der  geringen  Aenderung  der  Schwere,  constant 

bleibt,  wenn  -—  constant  ist,  so  gelten  die  vorstehenden  Zahlen werthe  auch, 

d  * 

wenn  man  z.  B.  die  Dichtigkeit  der  Luft  halb  so  gross  und  für  den  Radius 
den  Durchmesser  annimmt. 

Ein  Wassertropfen  von  l'"  Kadius  wird  also  in  ruhiger  Luft  nicht  mit 
einer  grösseren  Geschwindigkeit  als  15,63  Fuss  fallen  können ,  und  in  einer 
Höhe,  in  welcher  der  Barometerstand  nur  14"  beträgt,  wird  ein  Wns'ser- 
tropfcn  von  o'",001  Durchmesser  von  einem  aufsteigenden  Luftstrom  von 
4  Fuss  Geschwindigkeit  getragen  werden,  oder  in  ruhiger  Luft  herabfallend, 
nicht  die  Geschwindigkeit  von  \  Fuss  in  der  Sekunde  erreichen. 


Intensität  des    an  der  Grenze  zweier  einfachen  Mittel 
gebrochenen  und  reflektirten  Lichts. 

Es  sei  die  Ebene  der  Zeichnung  (Taf.  II  Fig.  3)  die  Einfallsebene  des 
Strahls  ha\  cd  und  ef^  parallel  mit  ab^  seien  die  Durchschnitte  zweier  auf 
der   EiufaUscheuc    senkiech'ten    SeiteuüHcben    eines    den   Strahl   ba  um- 
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büllendea  rechtwinkligen  Lichtprismas  von  so  geringem  Querschnitt,  dass 
die  Strahlen  desselben  als  parallel  und  der  innerhalb  des  Prismas  befind- 
liche Theil  der  Trennuugsiiäche,  welcher  die  Einfallsebene  in  ce  schneide, 
aUeben  angesehen  werden  kann.  Der  Einfallswinkel,  gleich  ecs  und  ce/, 
werde  durch  a  und  der  Brechungswinkel,  gleich  ecw,  durch  ß  bezeichnet. 
Um  die  Vibrationsintensitäten  der  reüectirten  Strahlen  ag^  ch,  ei  und 
der  gebrochenen  Strahlen  a/r,  c/,  ern  zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns  der 
Sitze:  der  Coexistenz  der  Schwingungen,  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kräfte  und  der  Gleichheit  der  Bewegungen  in  beiden  Mitteln  an  der  Tren- 
Bvogsfläcbe. 

Der  in  der  Richtung  ba  einfallende  Lichtstrahl  kann  betrachtet  wer- 
den als  aus  zwei  Lichtstrahlen  bestehend ,  welche  so  polarisirt  sind ,  dass 
die  Schwingungen  der  Aethortheilchen  des  einen  senkrecht  gegen  die  Ein- 
fallsebene, und  die  des  anderen  in  der  Einfallsebene  geschehen.   Für  un- 
polarisirtes  Licht  sind  die  Intensitäten   beider  Strahlen   einander  gleich. 
Jeder  derselben  pflanzt  sich    vermöge  des  Gesetzes  der  Coexistenz  der 
Schwingungen  unabhängig  vom  anderen  fort  und  die  Erfahrung  lehrt,  dass 
die  Richtung  der  Polarisation  (senkrecht  gegen  die  Einfnllsebene,   oder 
in  derselben)  für  jeden  Strahl  durch  Reflexion  oder  Refractiou  nicht  ge- 
lindert wird. 

Betrachten  wir  zunächst  das  in  der  Einfallsebene  schwingende  Licht, 
setzen  die  Vibration»gesch windigkeit  des  einfallenden,  a/ gleich  1,  dcij 
reflectirten,  au  gleich  iipy  des  gebrochenen,  av  gleich  Vpy  indem  wir  sie  mit 
gleichen  Vorzeichen  behaften,  wenn  ihre  Projectionen  auf  ac  gleich  ge- 
richtet sind ,  so  ergiebt  der  Satz  der  Gleichheit  der  Bewegungen  in  beiden 
Mitteln 

für  die  Bewegung  nach  ac 

1)  (l  +  tip)  coß  a-^=^Vp  cosa, 
und  für  die  Bewegung  senkrecht  gegen  ac 

2)  (l  —  Up)  sin  cc=Vp  sin  a. 

Eine  dritte  Gleichung  folgt  aus  dem  Satz  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kräfte. 

Während  das  einfallende  Licht  um  eine  Länge ,  gleich  s  e  fortschreitet, 
pflanzt  sich  das  reflectirte  um  eine  Länge  gleich  et  und  das  gebrochene 
ttm  eine  Länge  gleich  cw  fort  und  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  der 
Aetherth eilchen  in ^ einem  Theile  des  einfallenden  Lichtprismas,  dessen 
Längest  proportional  ist,  wird  in  jedem  Zeittheil  übertragen  auf  Theile 
des  reflectirten  und  gebrochenen  Prismas,  deren  Längen  et  und  cw  propor- 
lioDal  sind.  Da  die  drei  Prismen  gleiche,  senkrecht  gegen  die  Einfalls- 
ebene gerichtete  Breite  haben*,  so  verhalten  sich  die  Rauminhalte  dieser 
Prismentheile  zu  einander  wie r^ . sc  :ct .  te  :  cw.ew^-=^sina  cos a  :  sin a cos cc 
'  liinß cosß  =  sin  2a  :  sin  2o  :  sin  2ß.  Sind  nun  D  und  />'  die  Dichtigkeiten 
des  Aethers  in  beiden  Mitteln,  so  giebt  die  Bedingung^  dasft  dv^  ^vwsimx^ 


126        Brechung  und  Reflexion  des  Lichts  durch  eine  Kugel. 

der  lebendigen  Kräfte  (die  Summe  der  Prodacte  der  Massen  in  die  Quadrate 
der  Geschwindigkeiten)  des  einfallenden  Lichtes  gleich  der  Summe  der 
übertragenen  lebendigen  Kräfte  ist,  D  8in2a=^  ti^ji  2>  9in  3a4-  t'V  -^^  ^vi  2ß^ 
oder 

3)  />(!  — ti^p)  sin2a  =  D*v%sin2ß. 

Durch  Multiplication  der  Gleichungen  1)  und  2)  aber  erhält  man 
(1  —  u*p)  sin  2a  =  t^pSin2ß^ 
woraus,  in  Verbindung  mit  3),  folgt: 

D=DK 
Die  Gleichheit  der  Dichtigkeiten  des  Aethers  in  beiden  Mitteln  Jet 
also  eine  Folge  der  Torstehenden  Sätze  und  der  Erfahrung,  und  kann 
nicht,  wie  von  Fresnel  und  Neu  mann  geschehen,  als  Gegenstand  einer 
Voraussetzung  angesehen  werden.  Die  Nichtübereinstimmung  der  drei 
Gleichungen  mit  der  von  Fresnel  angenommenen  Ungleichheit  der  Dich- 
tigkeiten ist  wohl  die  Ursache,  dass  Fresnel  die  Gleichung  2)  nicht 
benutzte. 

Ans  den  Gleichungen  l)  und  2)  folgt: 

sin  a  cos  ß + cos  a  sin  ß 


2  =  v 


p- 


stna  cosa 


also 

.    sin  2  a 


4) 


"'—sinia+ßY 

und  ferner 

sin  a  cos  ß  —  cos  a  sin  ß 

2Wp=y« f , 

•^        '^  sin  a  cos  a 

oder 

sin  Ca — ß) 

mithin  durch  Substitution  von  Vp 

sin  (of  —  j?) 


5) 


Un 


P       sin{a  +  ß) 

Für  das  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  schwingende  Licht  ist, 
wenn  1,  t/^,  Vq  die  Vibrationsgeschwindigkeiten  des  einfallenden  reflectirten 
und  gebrochenen  Lichts  bedeuten,  und  dieselben  mit  gleichen  Vorzeichen 
genommen  werden,  wenn  sie  nach  derselben  Seite  der  Einfallsebene  ge- 
richtet sind ,  vermöge  der  Gleichheit  der  Bewegung  in  beiden  Mitteln , 

6)  l+Ug—Vg, 

und  vermöge  des  Satzes  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte 

7)  (1  —  M»j)  Wn  2a  =  t^  sin2ß. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Division 

*  stnta 
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mithin  durch  Verbindung  von  6)  und  8) 

sin  2iDi'i'Sm2ß 


2=i;, 


oder 
ferner 


'         sin  2« 
sin  2  a 


oder 
10) 


'       sin{a  +  ß)cos{a'-ßy 

sin  2  a  —  sin  2ß 

2  Ug  =  Vg r-T , 

*         *  51/1 2a 

sin  2  a  —  sin  2  ß 
'       sin  2a  +  sin2ß^ 


_ig{a^ß) 

'~tg(^  +  ß) 

Vermittelst    dieser  Vibrationsgeschwindigkeit    sind    nun    die  Inten- 
sitäten zu  bestimmen.    Fresnel   uud  Neu  mann  setzen  die  Intensitäten 
in  den  drei  Lichtsystemen  proportional  den  lebendigen  Kräften  in  den  ent- 
sprechenden Theilen  der  Lichtprismen,  also   bei  gleichen  Dichtigkeiten, 
wenn  1,  t/,  v  die  Vibrationsgeschwindigkeiten  sind,  proportional 
sin  2a,  u^  sin  2a ^  v*  sin 2 ß. 
Allerdings   müssen    diese  Ausdrücke   den  Lichtmassen   proportional 
sein,    die  in  gleicher   Zeit  durch  die  ungleichen  Querschnitte   der  drei 
Prismen  hindurchgehen.    Beziehen  wir  aber,  wie  in  allen  Fällen  des  ge- 
wöhnlichen Sprachgebrauchs ,  die  Intensitäten  auf  die  Lichtmassen,  welche 
durch  gleiche  Querschnitte  gehen,  oder  mit  anderen  Worten,  setzen  wir 
die  Intensitäten  proportional   den  Lichtmassen  (Summen  der  lebendigen 
Kräfte)  dividirt   durch   die  Querschnitte,    so  erhalten  wir,   da  die  Quer 
schnitte  proportional  sind,  cosa^  cosa^  cosß,  für  das  Verhältniss  der  Inten - 
siUten 


sin  2  a    sin  2 


a      ,    sin2ß      , 
-  •  u»  : J-  •  ir, 


cosa  '   cosa  '  cosß 

oder 

sin  a  :  M*  sin  a  :  »*  sin  ß. 
Die  Richtigkeit  dieser  letzteren  Ausdrücke  ersieht  man  z.  B.,  wenn 
das  Licht  aus  dem  zweiten  Mittel  wieder  rn  das  erste  Mittel  gebrochen  wird. 
Offenbar  muss  in  einem  und  demselben  Mittel  für  Licht  von  derselben 
Farbe,  da  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieselbe  ist,  die  Intensität 
proportional  dem  Quadrate  der  Vibrationsgeschwindigkeit  sein.  Verhält 
sich  nun  bei  der  ersten  Brechung  die  Vibrationsgeschwindigkeit  des  ein- 
fallenden Lichts  zu  der  des  gebrochenen  wie  1 :  v  und  bei  der  zweiten 
Brechung  wie  1  :  t;, ,  so  vorhält  sich  die  Vibrationsgoschwindigkeit  des 
Lichts  im  ersten  Mittel  vor  der  Brechung  zur  Vibrationsgeschwind\^kfi\t 
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nach  der  zweiten  Brechung  wie  1 :  c^p, ,  und  die  InteuBitäten  verhalten  sich 
zu  einander  wie  1  :  t^'v*!.    Nach  unserer  Bestimmung  ist  aber  das  Verhält- 

niss  der  Intensitäten  bei  der  ersten  Brechung  1 :  »*  -r-^,  und  bei  der  zwei- 

°  sma 

ten   Brechung,    wei^n  &(   der  Einfalls-   und  /?,   der  Brechungswinkel   ist^ 

1 :  v*.  -:- -,  also  das  VerhÄltniss  der  Intensitäten  vor  der  ersten  und  nach 
stn  a, 

der  zweiten  Brechung  l :  tr  r',    .        .     \  oder  (da  — -==  -7-^  =  w,  wenn  n 

sma  stn  Ui  ^      stnß       *i;ia, 

der   Brechungsexponent  ist)   1 :  t;'t;*,.     Nach    der  Bestimmnngs weise   von 

Fresnel  und  Neu  mann  würde  man  für  dieses  Verhältniss  erhalten 

,  sin2ßsin2ß,  *,  ,  cosßcosßt 

Stn2astn2a^  cosacosui 

also  nur  dann  1  :  v*v*^ ,  wenn  or,  =  /3, ,  mithin  /J|  =  a,  oder  wenn  der  zweite 

Einfallswinkel  gleich  dem  ersten  Brechungswinkel  ist,  was  z.  B.  stattfindet, 

wenn  beide  Trenn nngsflächen  einander  parallel  sind. 


Brennfläche  der  auf  eine  Kugel  parallel  auffallenden 

Strahlen. 

Eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  parallel  dem  einfallenden  Licht 
gezogene  Gerade  werde  die  Axe  und  jede  durch  dieselbe  gelegte  Ebene 
eine  Meridianebeno  der  Kngel  genannt. 

Ein  Strahl ,  dessen  Einfallswinkel  (Taf.  II  Fig.  4)  o  und  dessen  Bre- 
chungswinkel ß  ist,  trifft  in  der  durch  seine  Richtung  gehenden  Meridian- 
ebene die  innere  Seite  der  Kugelfläche  immer  unter  dem  Winkel  /5,  und 
wird  unter  demselben  Winkel  reflectirt,  bei  seinem  Austritt  aus  der  Kugel 
aber  unter  dem  Winkel  a  gebrochen.  Der  nach  der  Eintrittsstelle  b  des 
auffallenden  Strahls  ab  gehende  Radius  macht  daher  mit  der  Axe  ex  den 
Winkel  a,  der  Radius  cd  mit  ex  den  Winkel  a  +  n  —  2/?  u.  s.  f.,  bis  nach 
V  Reflexionen  der  nach  der  Austrittsstelle  gezogene  Radius  c/'mit  ex  den 
Winkel 

11)  t/;  =  (v-|-l)(«  — 2jS)  +  ö 
und  der  austretende  Strahl  mit  ex  den  Winkel 

12)  g)  =  t/;  +  a 
oder 

13)  q>  =  {v  +  l)  (7C—2ß)+2a 
macht. 

Da  die  Brennfläche  der  ans  der  Kugel  austretenden  Strahlen  erhalten 
wird,  wenn  man  um  die  Axe  die  Brennlinie  der  in  einer  Meridianebene 
austretenden  Strahlen  dreht,  so  handelt  es  sich  nur  darum,  diese  Brenn* 
liuie  zu  finden.    Nehmen  wir  c  zum  Anfangspunkt  d^r  Coordiuaten,  ex  zur 
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Abscissen-  nnd  cy  zur  Ordinatenaxe ,  so  ist  die  Gleichuug  für  die  Kicli- 
tangslinie  des  austretenden  Strahls,  da  die  Coordinaten  von  f  gleich  r  cos  'V; 
und  r  sin  '^  sind ,  \ 

14)  y  —  rsin^=::igq>  (x  —  rcos'tff), 

und  die  Gleichung  für  den  austretenden  Strahl,  wenn  der  Einfallswinkel 
a  +  da  ist, 

y — r  «>i(t(;  +  dtlf)==iig  {tp  +  dq>)  [x — r  co5(t(;  +  d^)]. 

Diejenigen  Werthe  von  x  nnd  y,  welche  beiden  Gleichungen  genügen, 
sind  die  Coordinaten  des  Brennpunkts  für  den  Strahl,  welcher  unter  dem 
Winkel  a  auffällt. 

Snbtrahirt  man  beide  Gleichungen  von  einander ,  so  erhält  man 

—  rcosilfdtlf=^d[tgq>(x—rcos i/;)]  ^=^r(g  <psinif>  dtif  +  — 5—  (x—r  cos t/;), 

also 

X  —  r  cos  1/;  =  —  r  (cos  '^  +  ig  q>  sin  1/;)  cos'  q> .  —— 

dq) 

=  —  r  (cod'i/;  cosq)  +  stn  tp  stniff)  cosq> ,  -j— 

d  fp 

=  —  r  cosup — if;)  cosip  .-— 
dtp 


d'tU 
15)  X  —  rcosrff=^ — r  cos  a.  cosq), — , 

d<p 


oder,  da  q>  — -^  =  0 

15)  - 

und  durch  Substitution  in  14) 

d^ 

16)  y  —  r  costf;  =  —  r  cos  a  sin  q> .  — ^  , 

d  (p 

welche  beiden  Gleichungen  in  Verbindung  mit  11),  13)  und  der  Gleichung 
sina=:^  n  sinßj  wo  n  der  Brechungsexponent  ist,  die  Gleichungen  der  Brenn- 
linie sind. 

Sucht  man  die  Entfernung  c  des  dem  Strahl  zugehörigen  Brennpunktes 
von  der  Austrittsstelle  /*,  so  ist,  wenn  £  in  der  Richtung  des  Strahls  fg  als 
positiv  angenommen  wird ,  ^ 

£  =  (x  —  r  cos  1/;)  cos  <p  +  (y  —  r  sin  1^)  sin  g> , 
also 

17)  ,  =  ^rco^«._, 

oder,  wenn  man  dtjf  und  d(p  vermittelst  11)  und  13)  durch  da  und  dß 
ausdrückt 

,ö,  2{v  +  l)dß—da 

2(v  +  1)  dß  —  2da 
mithin,  da  aus 

aina^-^n  sinß 
folgt, 
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cosa.da=  n  cosß.dß 
oder 

cosa      ^         sind  cos a     , 

dß.= ^-  da^-^ .'da 

'^       ncosß  stnacosß 

2(v+i)cosa  siu  ß  —  sin  a  cos  ß 

19)  B=  —  rcosa^.)  7,; r-^ : ^• 

2[{v+i)  cos  asm  ß — smacosß\ 

Wenn  die  Strahlen  in  der  Axe  auffallen,  so  ist  «=0,  und  die  Glei- 
chung co^a  .  da  =nco«^.  d/:j  giebt  da  =  n.dß.  Also  ist  die  Brennweite 
centraler  Strahlen 

und  wenn  die  Strahlen  ohne  Reflexion  durchgehen 

^  2cn  — l) 

Um  die  Aenderung  von  e  mit  a  zu  untersuchen,  hat  man  aus  11) 
und  12) 


Es  ibt  aber 


d€^~da^~      ^'''^   Ua^' 

dß        1     cosa 
da       n     cosß 

^  _  —  cosß  sin a  +  cos  a  sin ß  .  -p- 

rt  p 1  da 

rfa*        n  cos^ß 

a    ,        ,   cos^asin^ß 

—  cosß  sma  A : ^ 

1  sma  cosß 

n  cos'  ß 

1      —  cos*  ß  sin*  a  +  cos*  a  sin*  ß 

n  sina  cos*  ß 

i^ .  sin(a  +  ß)sin(a—ß) 

n  sina  cos* ß  * 


also 


d^q>_d*tit_2{v+l)    sin{a+ß)sin{a^ß) 
da*       da*  n  sina  cos* ß  ' 

mithin,  da  a  nicht  grösser  als  90°,  also  a  +  ß<  180^  ist, 

^^^  do«^^'  da«  ^^' 

woraus  folgt,  dass  dq>  und  dijf  mit  a  immer  zunehmen. 

Nau   ist   für  centrale  Strahlen,   welche   ohne  Reflexion   durchgehen 

dß        i      dq>  2     ,    ^     dt  2    ,    ,       ,  ,  ^      ^ ., 

v=i=0;-^  =  -;   -—  — +2;--^  = +  1,  also,  weunl<w<2, 

da        «      da  n  da  n 
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dcD  diU  d'üf 

wie  es  fast  für  alle  Mittel  der  Fall  ist,  t-^  >0,  3-^  <0,  mithin  —^  <  0, 

da  da  aq> 

und«  (  =  —  vcoscc  —  j  positiv.   Der  Brennpunkt  liegt  also  in  der  Rieh* 

tnng  der  ausfahrenden  Strahlen  oder  ausserhalb  der  Kugel.  Wächst  a  von 
Null  an,  so  wachsen  vermöge  22)  dijf  und  dg>^  und  der  Werth  von  dt(;, 
welcher  anfänglich  negativ  ist,  geht  durch  Null  und  wird  positiv,  während 
das  positive  Vorzeichen  von  dq>  ungeändert  bleibt.  So  lange  cf^^O, 
nimmt  ^,  welches  für  o  =  0  gleich  n  ist,  ab,  und  die  Strahlen,  welche 
anfänglich  in  der  Axe  austraten ,  treten  in  einem  sich  erweiternden  Kreise 
ans  der  Kugel.  Wenn  d^  =  0^  also  t/;  ein  Minimnm,  wird  dieser  Kreis 
ein  Maximum,  und  nimmt,  wenn  (/i|;>0,  also  t(;  wieder  zunimmt,  eine 
rückgängige  Bewegung  an.  Mit  di/;  nimmt  zugleich  die  Brennweite  c,  da 
dg>  znnimmt,  in  einem  rascheren  Verhältniss  ab,  und  wird  Null,  wenn 
dif)  =  0,  um  für  einen  positiven  Werth  von  di/;  negativ  zu  werden.  Wenn 
0  =  00,  also  co5o  =  0,  wird  b  wieder  Null.  Die  Brennfläche  nähert  sich 
also;  von  einem  Punkte  in  der  Axe  ausgehend,  dessen  Entfernung  von  der 

2  —  n 

Kugelfläche ^     —  .   ist,   der  Kugel,    schneidet  die  Kugelfläche,    wenn 
2  (n      i) 

(/t/;  =  0,  in  der  grössten  Kreislinie,    in  welcher  die  Strahlen  austreten, 

geht  dann  in  die  Kugel,  und  endigt  in  der  Kugelfläche,   wenn  a  =  00^. 

Da  d(p  stets  positiv  ist,  so  nimmt  q>  mit  a  beständig  zu. 

Werden  die  Strahlen  in  der  Kugel  vor  ihrem  Austritt  reflectirt,   so 

d'üf 

j—  ^  0  und  daher  c  <  0.    Der  Brennpunkt,  oder  das  durch  die  ausfahren- 

d  tp 

den  Strahlen  erzeugte  Bild  des  leuchtenden  Punktes ,  liegt  also  auf  der  der 
Richtung  dieser  Strahlen  entgegengesetzten  Seite.  Mit  wachsendem  a  wird 
zuerst  c/g>  =  0,  dadurch  1  =  —  QO,  und  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes 
wird  in  der  Richtung,  welche  der  Richtung  des  austretenden  Strahls  ent- 
gegengesetzt ist,  unendlich  entfernt,  tritt  dann  bei  fernerem  Wachsthum 
von  a,  indem  e  nach  -f-  QO  überspringt,  hinter  das  in  der  Richtung  des  aus- 
tretenden Strahls  befindliche  Auge  des  Beobachters ,  von  wo  es  sich  wieder 
der  Kugel  nähert;  wenn  d^  =  0,  in  die  Kugelfläche  fällt,  und,  da  nun  dq> 
und  diff  beide  positiv  werden,  also  e  einen  negativen  Werth  annimmt, 
wieder  auf  der  negativen  Seite  des  aastretenden  Strahls  erscheint,  und 
endlich,  wenn  a  =  90^,  wieder  in  der  Kugelfläche  liegt.  Wenn  (/if;  =  0, 
ist  ^  ein  Minimum.  Also  schneidet  die  Brennfläche  die  Kugelfläche  allge- 
mein da,  wo  der  Kreis,  in  welchem  die  Strahlen  austreten,  eine  rück- 
gängige Bewegung  annimmt.  Ist  dq>^=^0^  so  sind  die  ausfahrenden  Strahlen, 
weil  das  Bild  unendlich  entfernt  ist,  parallel,  und  es  erscheiiU  der  Regen- 
bogen. 
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Werden  die  Strahlen  ohne  Brechung  von  der   üussereu  Kugelfläoho 

reiiectirt,  so  ist  t/;  =  cf  und  <p~^2cc.    Also  sind  die  Gleichungen  der  Brenn- 

,.  .        ,    dri,        da  l 

luue,  da -7— =  — —=  — , 
'        d(p       2da        2 


23) 

J?  — 

•rcoira  = 

1 
^'2 

r  coscL , 

,cos2a^ 

24) 

y- 

-  V  cos  a  ^= 

1 
"~  2" 

rcosa 

.  51/1 2  a , 

und  die  Brennweite 

ist 

25) 

€  = 

r 
""  2" 

cosa. 

Das  Bild  liegt  innerhalb  der  Kugel  um  weniger  als  —  von  der  Kugel- 

Üäche  eatfernt ,   und  tritt  für  a  =  90°  in  die  Kugelfläche.    Die  Brennlinie 

r 
ist  die  durch  Wälzung  eines  Kreises  von  dem  Kadius  —  auf  der  äusseren 

4 

ff 
Seite  eines  dem  Meridian   concentrischen  Kreises   von  dem  Kadius  —  er- 

2 

zeugte  Epicycloide. 

Will  man  e  durch  Construction  finden,  so  seien  fg  und  hi  (Taf.  II 
Fig.  5)  die  den  Winkel  q>  und  q}  +  dq>  mit  der  Axe  ex  bildenden  aus- 
fahrenden Strahlen,  also  m  der  Brennpunkt  für  den  Strahl  fg^  «  = — fm^ 
gmi  =^d(pj  fh:^=:rd't(f.  Macht  man 

fm  =  bm^     oder     mfb^^-^^ 

so  ist 

hfb  =  a^  fb  =  fh  .  cos  et  =  r  ,  dt\}  .  cos  a^  fm=:--  ^=:  r  cos  a  ,  •-— ^ 

afp  dcp 

also 

di\) 

f  =  —  r  coscc .  — —  • 

dq> 


Intensität  des  von  einer  Kugel  ausfahrenden  Lichts, 
wenn  die  einfallenden  Strahlen  parallel  sind. 

Es  seien  abdfg  und  a,  b^d^f^g^^  (Taf.  II  Fig.  O)  zwei  in  einer  Meridian- 
ebene  unter  den  Winkeln  o  und  a'\-dct  einfallende  Strahlen;  welche,  in 
den  Richtungen  fg  und  ^^,  ausfahrend,  mit  der  Axe  ex  die  Winkel  q>  und 
q)  -{•  d(p  bilden.  Dreht  man  die  Meridianebene  um  die  Axe  ex,  so  be- 
grenzen die  von  ab  und  rt,  6j  beschriebenen  Cylinderflächen  einen  Hohl- 
cylinder,  iiHH'.rhalb  dessen  die  Strahlen  unter  den  Winkeln  abiso-|-r/a 
auffallen.     Der  Querschnitt    des  iuncrn  Cylinders  ist  nr^  sin^a^  also  der 
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Querschnitt  des  Hohlcylinders,  oder  derjenigen  Fläche,  welche  von  dm 
Strahlen,  deren  Einfallswinkel  a  bis  a  +  da  betragen,  senkrecht  getroffen 
wird , 

26)  ditr*  stn^a  =  nf*  sin2a  ,da. 

Zugleich  treffen  die  zwischen  f  und  /*,  unter  den  Winkeln  q>h\sq>  +  d(p 
mit  der  Axe  ausfahrenden  Strahlen  in  der  Entfernung  e^=fg=ifyg^  senk 
recht  auf  diejenige  UindrehungsflJiche ,  welche  durch  Umdrehung  des  Kreis- 
bogens ggi  y  dessen  Mittelpunkt  m  der  Brennpunkt  der  Strahlen,  und  dessen 
Radius  mg^=fg  —  mf=  e  —  «ist,  um  die  Axe  erzeugt  wird.  Der  Inhalt 
einer  UmdrehungsÜfiche  ist  gleich  der  Länge  der  erzeugenden  Linie  multi- 
plicirt  mit  dem  Umfang  des  Kreises ,  welchen  ihr  Schwerpunkt  beschreibt. 
Die  Länge  der  Erzeugenden  ist  gg^  =  r{e — i)  d^py  und  die  Entfernung 
ihres  Schwerpunktes  von  der  Axe  gleich  +e  *f>i<p,  wenn  «so  gross  ist, 
dnss  man  Qegen  e  sin(p  die  Entfernung  der  Austrittsstelle /*  von  der  Axe 
oder  überhaupt  die  Dimensionen  der  Kugel  vernachlässigen  kann.  Also 
ist  der  Inhalt  der  Fläche,  auf  welche  die  ausfahrenden  Strahlen  in  hin- 
reichend grosser  Entfernung  e  von  der  Kugel  senkrecht  treffen, 

27)  +2ne(e  —  f)  sin(pdq>y 

wo  das  Vorzeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  der  Ausdruck  positiv  wird. 

Wenn  das  Licht  ungeschwächt  von  der  Kugel  reflectirt  und  gebrochen 
würde,  so  wäre  das  Verhältniss  der  Intensitäten  des  einfallenden  und  ge- 
brochenen Lichts  gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  Flächeninhalte 
20)  und  27),  und  zwar  für  jede  zwischen  zwei  beliebigen  Meridianebenen 
eingeschlossene  Lichtmasse.  Bezeichnen  wir  daher  durch  fi  den  von  a  und, 
wenn  polarisirtes  Licht  einfällt,  auch  von  der  Lage  der  Meridianebene 
abhängigen  Theil  des  einfallenden  Lichtes ,  welcher  von  der  Kugel  aus- 
fährt, so  ist,  die  Intensität  des  einfallenden  Lichtes  zur  Einheit  ange- 
nommen, die  Intensität  des  ausfahrenden  Lichts 

Ttr^  sin2ada 

f  z=rz   -f"  U  

—      2  :r^(e —  s)sinq>dq> 
oder 

^^.        .  .  r*sm2ada 

Wenn  dq>  nicht  Null,  also  €  nicht  unendlich  i&t,  so  kann  man  e  immer 
so  gross  annehmen,  dass  «  gegen  e  verschwindet,  und  der  Ausdruck  redu- 
cirt  sich  auf 

«^\  .       r*      sin  2  a  da 

—  ^  er      2$mq>d(p 

Die  Intensität  ist  also  für  jede  einzelne  Richtung  in  hinreichend  grosser 
Entfernung  von  der  Kugel  proportional  dem  Quadrat  des  Kugelradius  und 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  der  Entfernung. 

Um  ft  zu  bestimmen ,  zerlege  man  das  einfallende  Licht  für  jede 
Meridianebene  in  solches,  welches  in  der  Ebcu^i  wtvd  \xi  %c\^^^ ^  nr^Ocä,^ 
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senkrecht  gegen  dieselbe  schwingt.  Da  das  Licht  wieder  in  das  vorige 
Mittel  übergeht,  so  ist  (i  für  jede  dieser  beiden  Lichtarten  gleich  dem  Pro- 
duct  der  Intensität  in  den  Quotienten  des  Quadrats  der  Vibrationsge- 
schwindigkeit des  ausfahrenden  Lichtes  dividirt  durch  das  Quadrat  der 
Vibrationsgeschwindigkeit  des  einfallenden  Lichts. 

Schwingt  das  einfallende  Licht  in  einer  Ebene,  welche  mit  einer  festen 
Meridianebene  den  Winkel  ö  bildet,  so  verhalten  sich  die  Componenten  der 
Vibrationsgeschwindigkeiten,  parallel  und  senkrecht  in  Bezug  auf  eine 
Meridianebene  genommen,  welche  mit  der  festen  Ebene  den  Winkel  X 
macht,  zu  einander  vfio  cos  {l  —  d):$in{Ji  —  6),  und  das  einfallende  Licht 
zerlegt  sich  in  die  nach  beiden  Richtungen  schwingenden  Lichtarten  von 
den  Intensitäten  cos*  {l — 6)  und  sin*  (i—  dj. 

Ist  das  einfallende  Licht  unpolarisirt,  so  kann  dasselbe  für  jede  Meri- 
dianebene  betrachtet  werden,  als  zur  Hälfte  parallel  und  zur  Hälfte  senk- 
recht gegen  dieselbe  schwingend. 

Die  Quotienten  der  Quadrate  der  Vibrationsgeschwindigkeiten  erge- 
ben sich  unmittelbar  aus  den  früheren  Formeln. 

Für   das  in   der  Einfallsebene  schwingende  Licht  ist  derselbe  bei  der 

siti^  2tt 
ersten  Brechung  nach  4)  -rr-, — r-;^.  hei  jeder  Reflexion  in  der  Kugel  nach 
^  stn*{a  +  ß) 

5),    da  der    Einfallswinkel  ß  und   der  entsprechende  Ausfallswinkel  a  ist, 
*  ^  '^  .    J  =  -r^, ^,  bei  der  letzten  Brechung  aus  der  Kugel    nach  4) 

-^-^'     Also  ist  fi  bei  v  Reflexionen 


sin*  (cc  +  ßY 

,,,       rx         sin*  2a        fsin(a  —  ß)\^    sin*  2ß 

30)  llp  =  COS*{k'-d).-r.-, ^-B-^'\     '    )     ^ai)'    -  21     laV 

^     ^^  \  J  stu*{a  +  ß)    \sm{a  +  ß)/    stn*(a  +  ß) 

Für  das  senkrecht  gegen  die  Einfalläebene  schwingende  Licht  ist  der 

,    .   _                   T^       ,                 ,                        sin*  2a  i    .  .    i 

Quotient  bei  der  ersten  Brechung  nach  0)^-,-; — r-^^ z-, ^,  bei  jeder 

^  o  ^  ^,^2  ^^  ^  ß^    ^^^2  (ci  —  ß) 

Reflexion  nach  10) -Vt — r^N^nd  bei  der  letzten  Brechung  nach  9) 

^9  KS^  +  ß) 
sin*  2ß 

sin*  (a  +  ß)  cos*  (a  —  ß)'  ^  ^^ 

.  ,  „       „  sin*  2a  /ig  {a  —  ß)\^*' 

31)  f.,  =  stn   (^-«,,„2(,^^j,,,.  (a-^)-V7Ti^+J)) 

.sin*2ß 

'sin*  {a  +  ßj  C05«(a— jS)' 
Wenn  das  einfallende  Licht,  wie  direktes  Sonnenlicht,  unpolarisirt  ist, 
so  ist  nach  der  obigen  Bemerkung  cos^  (k  —  ö)  =  sin*  {k — 6)  =  ^.  Wäh- 
len wir  diesen  Fall,  und  setzen  nach  einander  für  (ip  und  (i^  die  so  eben 
gefundenen  Wcrtbe,  und  für  q>  den  Werth  (i3)  in  der  Formel  (29),  so  er- 
giebt  sich  die  Intensität  des  ausfaiirenden  in  der  Meridianebene  schwin- 
gonäen  lAchi^s  gleich 
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. l_         sin*  2«       /sin  {a  —  ßY^      sin*  2ß 

*'~—  2  *  sin*   ia  +  ßj\sin  [a  +  fy'  sin*  {a  +  l 


sin  2a. da 


*4sin[{v  +  \y2ß'-2a].[{y+  1)  dß—daYe*' 
und  die  Intensität  des  ausfahrenden  senkrecht   gegen   die  Meridinnehone 
schwingenden  Lichts  gleich 

;^  _      J^     .  sin*  2a  (ig  (a—ß)\^  sin*  2ß 


\tg{a+ß))'  sin*( 


—  2  sin*(a  +  ß)cos*{a  —  ß)     \ig(a+ß)J  *  sin*{a+ß)cos*{a^ß) 

sin2a.da  r* 

•  4«/i[(v+l)  2/3—2«]  [(v+l)(/j3— d^  '  ?' 

.,.,.,.  ,       dß       cos  a  sin  ß 

oder,  wenn  wir  berücksichtigen,  aass-7-=-: ^, 

'  ^     '  da       sin  a  cos  /3 

32)  ^  =  ±?- 

sin*  2  a  sin*  2  ß  sin*  v  («  —  ß)  sin  a  cos  ß 
Ssin*  (a+ß)  sin^^{a  +  ß)  sin2  [(v  +  l)/3  — a]  [v  +  1)  cos  a  sin  ß  —  sin  a  cos  ß]' 

33)  '^  =  ±$' 

sin*  2  a  sin*  2  ß  Ig^  («  —  ß)  sin  a  cos  ß 

8sf«*(a+/3)  co^(a-'ß)tg^{a+ß)  «>i2[(v+l)  /5— a]  [v+\)cosasinß^sinacosß\ 
Wird  das  Licht  gebrochen,  ohne    eine  Reflexion   zu   erleiden,   so   ist 
V  =  0,  also 

. t*  sin*  2«  sin*  2  ß.sin  a  sin  ß 

34)  h  —  ±^'^  g-^i  (^^^j  ^,.„  2  (cc—ß)  sin  (a-^ 

r*  n  sin*  2  a  sin*  2  ß 


^  165m*  («+/?)  sin  2  (a  — /3)  sin  {a^ß)' 

.                     r*                         5f>i'  2  «  51«*  2  ß.sin  a  sin  ß 
od)        *q^^i. 


=  + 


eV*8  sm*  {a  +  ß)  sin  2  (a  — /3)  sin  («— '(5)  co5*  (a— /3) 
r*  n  siv^  2  a  sin*  2  ß 


^  16  5m*  {a  +  ß)  sin  2  (a—ß)  sin  (a—ß)  co^.  {a—ß)' 
mithin  die  Intensität  des  gesammten  ausfahrenden  Lichts 

36)  ,    -L  ,•   -  +  ül   /i  sin*  2  a  sin*  2  ß 

od;  p  -r    »  —  X  g,  •  Iß  ,.„4  („  ^  ^)  ^.^  2  («— /5)  5m  (a-/3) 

0+co5*(a-/J)j' 

und  da  ip  :  i^  =  1  :  —       also  ip  <  i^,  der  Antheil  desselben  an  uur 

polarisirtem  Licht 

37)  2,-   =+^4.^ n5m»2«5m»2f 


'^       —  e«  '8  5fV  {a+ß)  sin  2  {a  —  ß)  sin  {a  —  ß)' 
der  Antheil  an  polarisirtem  Licht,  welches  senkrecht  gegen  die  Meridian- 
ebene schwingt, 
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V      .        .  r*  M  sin*  2  et  «wi*  2  ß 

'     '«"'''—  ±  ?  -8  sin*  («  +  ß)  sin  2  («-^)  «in  (o— /J) 


•Ua«-/S)     V' 


Wenn  das  unpolarisirt  einfallende  Licht  ohne  Brechung  von  der  Kn- 
gel  reflectirt  wird,  so  ht  q>  =  2  a  und  für  die  eine  Hälfte,  welche  als  iu 
der  Meridianebene  schwingend  angesehen  werden  kann,  der  Quotiept  der 

Quadrate  der  Vibrationsgeschwindigkeiten  nach  5)    ,  ,  ; — :-^,  für  die  an- 

sur  (a  +  p) 

dere  Hälfte,   welche    senkrecht  gegen   die  Meridianebene  schwingt,   nach 

fg^i'^  +  p) 

1     sin*  {a  —  ß)   r*      sin  2  a, da    r*      sin*  (a  —  ß) 

39)  «P  —  7  'Ji^iT^a'+ß)  V  •2^2^T2Ti  "^  ?  'sT^^  T^' 

.    _  l    /fir*  («- ^   ^      sin  2a. da   r^   /gf«  («—/?) 

40)  *9  —  7  '  ^^«  (a  +  ^  V  •  2 5i>i  2 « . 2  rf  a  ~  ^  '8/öf*(a+i^' 

Die  Gesammtintensität  des  ausfahrenden  reflectirten  Lichts  ist  mithin 

41)  r^/sin^ja-ß)       tg'(a-ß)^ 

_H    «m«  («-j3)  /      ,cosl(a+ß)\ 
~c»  'SsiVi'  (o+/J)  V    "^  CO»»  (a—ß)J' 

Da  — i^-7 ^  •«C  1,  weil  «  nicht  grösser  als  90*  ist,  so  waltet  das  parallel 

cos'  {a  —  ß) 

der  Meridianebene  schwingende  Licht  vor,  nnd  es  ist  der  Antheil  des  Oe- 

Namnitlichtes  an  unpolarisirtem  Licht 

4->^  •  _r'    lg'(a-ß) 

^^^  ''^-e'-ilg'W+ßy 

der  Antheil  an  polarisirtera,  in  der  Mevidianebene  schwingenden  Licht 

^^;  '/»       '^  —  ^,  •  ^.,„2  („  +  /5)  V  cos*  {a  +  |3)/ 


Regenbogen. 

Aus  der  Formel  für  die  Brennweite,  s^—rcosa  .  — ,  folgt,  dass    s 

d(p 

zweimal   sein  Vorzeichen   wechseln   kann,   wenn   (/(jp,  und  wenn  rfi/;  durch 

Null  geht.     Wenn  das  Licht  parallel  einfallt  und  innerhalb  der  Kugel  re- 

flcctirt  wird,  so  ist  für  «  =  0  sowohl  dg>  als  c/t/;,  mithin  auch  i  negativ.    Mit 

wachsendem  a  wird  zuerst  d(p  gleich  Null,   und  b  springt  von  —  oo  nach 

+  QO.     Der  entsprechende  Werth  von  a   und    demnach   der  von  q>  ist  für 

verschiedene  Farben   verschieden.     Es    rückt  also,   wenn   das  einfallende 

Licht  mehrfarbig  ist,  für  jede  einzelne  Farbe  das  Bild  in  der  durch  dq)  =  0 

hnjffjmjntp))  Kichtung  in  unendliche  Entfernung,  die  ausfahrenden  Strahlen 
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werden  dadurch  parallel  nnd  bilden,  mit  grösserer  Intensität  in  das  Auge 
des  Beobachters  fallend,  den  Regenbogen.  Die  unendliche  Entfernung 
des  Regenbogenbildes  ist  der  Grund,  dass  das  Auge  den  Regenbogen  auch 
bei  grosser  Nähe  der  erzeugenden  Wassertropfen  in  möglichste  Entfer- 
nnng,  an  die  Wolken,  setzt.  Für  dg>  =  0  ist  9  ein  Minimum.  Wächst  a, 
so  geht  q>  durch  die  vorigen  Werthe  zurück,  aber  das  Bild  verschwindet, 
indem  es  hinter  den  Beobachter  tritt,  welcher  nur  das  den  kleineren 
Werthen  von  a  entsprechende  Bild  sieht. 

Bei  fernerem  Wachsen  von  a  wird  dtif  Null,  und  e  geht  von  plus  nach 
minus  durch  Null,  während  zugleich  ^  ein  Minimum  wird.  Die  einer  jeden 
Farbe  zugehörige  Brennfläche  schneidet  dann  die  Kugelfläche,  indem  sie 
in  die  Kugel  hineintritt,  und  zwar  ist  der  Durchschnitt  ein  für  die  ver- 
schiedenen Farben  verschiedenea  Maximum  oder  Minimum  des  Kreises,  in 
welchem  die  Strahlen  austreten. 

Um  den  rft^  =  0  entsprechenden  Werth  von  a  zu  berechnen,  hat  man, 

2(ir  +  l)rf/J=:</a, 

cosa  da=n  cosßdß^ 

2  (v+  1)  cosa  =  n  cosß^ 

4  (v  +  1)*  cos'  a=zn^cos^ß^ 

sin'a=n*sin*ß, 


[4  {v  +  I)*  —  1]  cos*  a  +  1  =  w«, 
4  (v  +  !)•— [4(v  +  1)»  —  1]  sin*  a—n\ 
also 

f/      ^^^^^ 
oder 

Für  den  Regenbogen  isf  ^9  =  —  2  (v+  1)  dß  +  2da-=0y  also 
{v+i)dß=da, 

cosa.da=:ncosß,dß^ 

(v  +  I )  C05  a  ==  w  C05 /5, 
( V  + 1  )•  co^  a  =  n*  CO**  ^, 
sin*a=n*sinß^ 


[(v  +  !)•  —  1]  coi^a  +  l  =  n\ 
(v  +  l)t  _  [(y  _  i)t  _  1]  sin*  a  =  n«, 

mithin 


46)  cosa^j/-^-J—, 

oder 

Z0ilMehrin  für  MMihtmitik  o.  Phjriilt.  X.  2.  \^ 


138       Brechung  and  Reflexion  des  Lichtes  darch  eine  Kogel. 


Die  Intensität   des  Regenbogenlichtes   wird  durch   die  allgemeinere 

V  .        ,  r^sin'Za.ddt  ,       .  .11:1  11.  , 

Formel  28)  t=  +  u  — ; ^ — : —  ,  bestimmt,  m  welcher,  da  s  unendlich 

^         —^2e{e—e).smq>.dq> 

ist,    nicht    i    gegen    e,    sondern    e    gegen  s  verschwindet.       Setzt   man 

e=  —  rcosa-T-j  so  erhält  man  für  die  Intensität 
dtp 

r*$in2a.da  •   .  , 

48)  ±  M ^ ^  +    jl'J!^:^ , 

2e{e+rcosa.—)sin(f}.dip       —     2e{e ,  d  (p  -^-r  cos  a  .drlf)  sin<p 
dtp 

mithin  für  die  Intensität  des  Kegenbogenlichtes,  da  (/^t=xO,  und  <p=:tf;  +  a, 

2l\üo  d'\\>  =  dq> — dcc=s  —  </«, 

r^  sin  2a, da 

—     2ercosa  stnq>.da 

oder 

49)  +fi.  -   -7— . 

Die  Intensität  des  Regenbogens  ist  also  proportional  dem  Radius  der 

Kugel  und  umgekehrt  proportional  der  Entfernung.     Aus  beiden  Gründen 

werden  Wolken,   wenn   sie  aus  Wassertropfen   bestehen,   für    welche    bei 

ihrer  geringen  Grösse   und   ihrer  grossen  Entfernung  vom  Auge  der  Quo- 

r 
tient  —  nur  sehr   klein  sein    kann,   keinen  sichtbaren  Regenbogen  bilden 

können.  Die  Nichtsichtbarkeit  eines  Regenbogens  bei  Wolken  würde 
demnach  nicht  als  Beweis  für  ihre  Zusammensetzung  aus  Bläschen  ange- 
sehen werden  können. 

Setzt  man  für  fi  und  (p  die  früher  gefundenen  Werthe  ein,  so  ergiebt 
sich  für  den  vten  Regenbogen  die  Intensität  des  in  der  Meridianeboue 
schwingenden  Lichts 

sina 


.  _        1     r    sin*2asin^2ß    /jfiw  (<r— j3)y»' 
50)        ,p_+ _._._^^_^^   .^^____^._ 


'  sin2[{v+[)ß  —  a]' 
die  Intensität  des  senkrecht  gegen  die  Meridianebene  schwingenden  Lichts 
•   =+i    ü       sin' 2  a.  sin' 2  ß    /tg  (a-^ß)^'  ain  a 

51)  »?  —  _  2  •  e  •  sin\a+ß)cos*  2ß\tg  {a+ß)J  '  sin  2  [{v+l)  ß^a]' 

also  die  Intensität  des  gesamiuten  Regenbogenlichtes 

.  _        1     ^      sin*2aSin^2ßsin*^{a  —  ß)sina 
^  V-h/^  — ±  2  •  ^  ' Sin^^^-^){a+ß)sin2[{v+iyß^] 

/  cos^^ja^ß)     \ 

\  C05  2''  +  4   (a-ß))' 

Berechnet  man  nach  diesen  Formeln  für  die  ersten  Regenbogen,  indem 
man  nach  einander  v  gleich  1,  2,  3  setzt,  die  Intensitäten  des  Lichts,  dessen 
BrechuDgsexiyoueni  J  ist,  so  erhält  man 
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1.  Regenbogen 

2.  Regenbogen 

3.  Regenbogen 

a 

59"  23'  28" 

71»  46'  55" 

76»  50'  16" 

ß 

40»  12'  11" 

42»  26'  52" 

46»  54'  41" 

V 

2;r-42°l'l8" 

3»— 128»  58' 22" 

4;c— 221»36'56" 

•V 

0,05637.- 

0,02l48.- 

0,01251.- 

'■» 

0,02206.- 
c 

0.00229.- 

0,00131.- 
e 

i,+U 

0,07843.- 

0,02377.- 

0,01382.- 

6 

2'« 

0,04412.— 

0,00457.- 

0,00262.- 
e 

1,— •, 

0,03431.- 

0,01917.- 

0,01120.- 

6 

Die  Intensitäten  des  gesammten  Regenbogenlichts  verhalten  sich  da- 

4 
her  für  den  Brecbungsexponenten  —  zu  einander  wie  . 

3 

0,07843  .  —  :  0,0377  .  —  :  0,01382  .  — , 
e  e  e 

*  und  das  parallel  der  Meridkinebene  poiarisirte  ist  das  überwiegende. 

Wir  erlauben  uns  die  Bemerkung,  dass  zur  Veranschaulichung  der  im 
Eingange  dieses  Abschnitts  erörterten  Beziehungen  eine  mit  Wasser  ge- 
füllte Glaskugel,  z.  B.  eine  möglichst  grosse,  dünne  und  regelmässige 
Schusterkugel,  geeignet  ist,  auf  welche  man  directes  Sonnenlicht  oder  den 
angenäherten  Lichtcyliqder  einfallen  lässt,  welchen  man  erhält,  wenn  man 
hinter  eine  zweite  Kugel  oder  eine  grosse  Glaslinse  in  passender  Entfer- 
nung eine  hell  brennende  Lampe  stellt.  Auch  möchte  es  Erwähnung  ver- 
dienen, dass  das  durch  einen  solchen  angenäherten  Lichtcylinder  auf 
grosse  Entfernungen  übertragbare  intensive  Licht  sich  zweckmässig  zu 
Beobachtungen,  zur  Ablesung  von  Scalen,  Beleuchtung  von  Sohultafeln, 
Karten  etc.  anwenden  lässt. 


Farbe    des    von   einer  Kugel  gebrochenen    oder   reflectirten 

Sonnenlichtes. 

Wählt  man  in  den  Formeln  32),  33),  39),  40),  für  die  verschiedenen 
Brechungsexponenten  die  Werthe  von  o  so,  dass  der  Werth  von  g)  =  (v+l) 
{n  —  2ß)  +  2a  ungeändert  bleibt,  so  erhält  man  die  Quotienten  aus  den  In- 
tensitäten der  in  gleicher,  durch  g>  bestimmten  Richtung  ausfahrenden  ent- 
sprechenden Farbenstrahlen  dividirt  durch  ihre  Intensitäten  im  einfallenden 
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Liebt  Sind  diese  Intensitätsquotienten  einander  gleich,  so  ist  die  Farbe 
dips  aasfabrenden  Lichts  gleich  der  Farbe  des  einfallenden.  In  allen  an- 
deren Fällen  giebt  es  kein  exactes  Mittel  die  gemischte  Farbe  zu  berech- 
nen, und  wir  müssen  uns  mit  der  Wahrscheinlichkeit  begnügen,  dass  die 
Mischfarbe  sich  um  so  mehr  einer  bestimmten  einfachen  Farbe  nähert,  je 
mehr  die  Intensität  dieser  Farbe  die  der  anderen  Farben  überwiegt. 

Die  von  Newton  gegebene  empirische  Regel  ist  nnr  als  ein  mathe- 
matischer Ausdruck  dieser  Wahrscheinlichkeit  zu  betrachten,  in  Ueberein- 
stimmung  gebracht  mit  den  damaligen  Erfahrungen,  aber  getrübt  durch  die 
Ansicht  Newton^s  über  die  Beziehungen  der  Farben  zu  den  Tönen. 
Wenn  angegeben  wird,  dass  diese  Regel  genügende  Resultate  liefere,  so 
können  dieselben  doch  keineswegs  mit  dien  Resultaten  exacter  Formeln 
verglichen  werden,  aber  wohl  dazu  dienen,  der  Vorstellung  gleichsam  ein 
anschauliches  Bild  der  allgemeinen  Ergebnisse  jener  Wahrscheinlichkeit 
darzubieten. 

Indess  ist  zu  bemerken,  dass  die  Regel  einen,  von  Newton  wohl  nur 
zufällig  übersehenen,  innern  Widerspruch  enthält,  welcher  in  mehrere 
Lehrbücher  der  Physik  mit  übergegangen  ist. 

Nach  Newton  soll  man  den  Umfang  eines  Kreises  entsprechend  den 
7  Farben  so  theilen,  dass  auf  Roth,  Grün  und  Violet  ÖO^  45'  34",  auf  Orange 
und  Indigo  34*^  lO'  38"  und  auf  Gelb  und  Blau  54®  41'  T  kommen  (Taf.  II, 
Fig.  7).  In  den  Schwerpunkten  dieser  Bogen  werden  die  Intensitäten  der  ' 
entsprechenden  Farben  (offenbar  die  Quotienten  der  Intensitäten  der  ein- 
zelnen Farben,  dividirt  durch  ihre  Intensitäten  im  weissen  Licht)  als  Ge- 
wichte angebracht.  Fällt  der  Schwerpunkt  sämmtlicher  Gewichte  in  den 
Mittelpunkt  de^ Kreises,  so  ist  das  einfallende  Licht  weiss.  Liegt  der  ge- 
meinschaftliche Schwerpunkt  ausserhalb  des  Mittelpunkts,  so  zeigt  der 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Radius  auf  der  Peripherie  die  resultirende 
Farbe  an. 

Bringt  man  nun  aber  in  den  Schwerpunkten  der  einzelnen  Bogen 
gleiche  Intensitätscoefficienten  au,  für  welche  das  resultirende  Licht  weiss 
ist,  so  fällt  der  Schwerpunkt  der  Gewichte  bei  der  Ungleichheit  der  Bogen 
nicht  in  den  Mittelpunkt,  sondern,  wie  man  durch  Rechnung  findet,  um 
0,07ft  des  Radius  ausserhalb  desselben. 

Die  Regel  wäre  also  dahin  zu  berichtigen,  dass  in  dem  Schwerpunkt 
jedes  einzelnen  Bogens  das  Product  aus  der  Intensität  der  entsprechenden 
Farbe  (für  jede  einzelne  Farbe  ihre  Intensität  im  weissen  Licht  als  Einheit 
angenommen)  in  die  Länge  des  Bogens  als  Gewicht  anzubringen  sei.  Bei 
gleichen  Intensitäten  der  verschiedenen  Farben  sind  dann  die  Gewichte 
proportional  den  Längen  der  Bogen,  und  der  gemeinschaftliche  Schwer- 
punkt fällt  mit  dem  Schwerpunkt  der  gleichmässig  belasteten  Peripherie, 
Iso  mit  dem  Mittelpunkt  zusammen. 

^asst  man  so  die  Ne  wton'sche  Regel,  so  ist  die  Berechnung  folgende. 
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Es  werde  der  Mittelpunkt  dos  Kreises  zum  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten,  die  nach  dem  Anfangspunkt  des  Bogens  für  Both  gebende  Gerade 
zur  Abscissenaxe  und  die  nacb  der  Seite  von  Roth  darauf  senkrecht  ste- 
hende Gerade  zur  Ordinatenaxe,  der  Radius  des  Kreises  zur  Einheit  ange* 
nommen.     Die  Entfernung  des  Schwerpunkts   eines  Farbenbogens  tu  vom 

.    w 
2  Stil  — 
2 
Mittelpunkt  ist .    Wird  der  Winkel,  welchen  der  durch  diesen  Punkt 

gehende  Radius  mit  der  Abscissenaxe  macht,  6  genannt,  so  sind  die  Coor- 

_.  1        ,,  2        .    w  _        -  2  w 

dinaten  desselben  a;  =  —  ,  stn  —  ,  cos  ö  und  w  =  —  .  sin  —  sin  ö,     Ist  nun 
w  2  w  2 

die  Intensität  der  Farbe  i,   so   ist  das  in  dem  Schwerpunkt  anzubringende 

Gewicht  iw,  und  man  erhält    für   die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  aller 

Gewichte 

„  2    .    w            -  'Zw 
2,-51/1  —  .  cos  0  .  tw            E—  sin  —  .  sin  6  .  iw 
w       2 w        2 

oder 

£2  i  sin  —  cos  d  Z2i  sin  —  sin  ö 

5-')  «== — dr—-^^  =  — ^b-- 

und  der  Farbenwinke]  iL  ergiebt  sich,  mit  Berücksichtigung  der  Vorzeichen 
von  I  und  17  durch  die  Gleichung 

£2i  sm  —  sm  0 


54)  i9l=  i 


E2 1  stn  —  cos  0 
2 

Setzt  man  in    die  Summenausdrücke   die  Newton'schen  Werthc  der 

Bogen  ein,  so  ist,  wenn  t,,  t,...!^  die  Intensitäten  der  7  Hauptfarben  sind 

Xi  w=(i,  +  t;  + 1^)  arc«0°45' 34'' +  (f,  + 1„)  örc:MMO' 38'' +  (f,  ^ 

£  2  I  sin  ^  cos  d  =  2   (1,  +  i^)  sin  30^  22'  47"  cos  30^  22'  47"   +   2  (1,  +  ig) 

sin  17*5'  19"  cos  Tf  50' 53"  +2  (i,  +  f^)  sin  27*  20'  304"  cos  122°  lö'  42^" 

—  i^«>i30*22'47"; 

£2i  sin  ^Sin  d  =  2  (t,  —  t^)  «Vi  30"  22'  47"  sin  30°  22'  47"  +    2  (f,  —  !„) 

Sin  17°  5'  19"  sin  77°  50'  53"  +  2  (1,  —  f^)  sin  27°  20'  30^"  Sin  122°  16'  424". 
Es  liegt  nahe,  nach  diesen  Principien  auch  den  Effect  der  Farbe  zu 
berechnen. 

Betrachtet  man  nämlich  das  gemischte  Licht  als  zusammengesetzt  aus 
weissem  und  einfach  farbigem  Licht,  so  werden  die  Intensitäten  dieser 
beiden  Lichtarten  den  im  Mittelpunkt  und  in  der  Peripherie  angebrachten 
Gewichten  proportional  sein,  in    welche  sich   das  im  ^em^\\i%Q\i«^^xX\Oy\^xv 
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Schwerpnnkt  vereinigte  Gewicht  zerlegen  lässt.  Es  wird  sich  daher  das 
gemischte  Licht  zn  dem  in  ihm  enthaltenen  weissen  und  einfach  farbigen 
Licht  verhalten  wie  sin  k  :  sin  k  —  r^  :  rf  =  cos  k  :  cos  k  —  J  :  |.  Der 
Farbeuefi'ect ,  als  Quotient  der  Intensität  des  einfachen  Lichts  dividirt 
durch  die  Intensität  des  gemischten  Lichts  betrachtet^  wäre  demnach 

55)  JL^A., 

'  sink       cosk 

.  Zerlegt  man  das  weisse,  dem  Gewicht — — — £iw  proportionale,  Licht 
wieder  in  die  7  Farben,  so  ist  die  Intensität  einer  jeden,  und  souut  die  In- 
tensität des  weissen  Lichts  selbst —  . .   ,     £iw.  und  daher  die  Intensi- 

2n       stnk 

tat  des  gemischten  Lichts — £iw^  die  Intensität  des   einfarbigen   Lichts 

— .  -^  .£iw. 
'  2  n    Stnq> 

Wenden  wir  uns  nun  zu  einigen  Anwendungen  für  den  Fall,  dass  das 
einfallende  Licht  directes  Sonnenlicht  oder  überhaupt  unpolarisirtes,  pa- 
rallel auffallendes,  weisses  Licht  ist. 

Nach  32)  und   33)    ist  die  Intensität  centraler  Strahlen,  indem  a  =  0, 

I              4/1*  (w  —  1)^''  r* 

für  jede  der  beiden  Polarisationsrichtunffen  —  .  — ,-  ^^„..-p — . ri.-r« 

Das  central  ausfahrende  Licht  ist  also  unpolarisirt  und  seine  Intensität 

°^  (n  +  l)«'+Hv+l— «)•■«•■ 

Gellt  das  Licht  central  ohne  Reflexion  durch,  so  ist  i>  =  0,  also  die 
ItitensitSt 

„) ^"' II 

'  (n+i/Cn— l)'"e«' 

4  .  2304     r* 

und  man  erhält  für  n  =^  —  den  numerischen  Werth  — »- .  —r-, 
3  2401    e* 

Sucht  man  nun    die   Intensität   des    in   der  Kugel    reflectirten  Lichts, 

welches  in  derselben  Richtung  ausfahrt,  so  ist  zunächst  v=2,  also  die  Intensität 

(7r4r[>^^-;i7.'^««^ürn  =  -giebt4.^^,.-^.     Ls  beträgt   al.o  das  in 

der  Kugel  reflectirte  Licht  bei  der  geringsten  Anzahl  von  Reflexionen, 
welche  nothwendig  sind ,  um  mit  dem  ohne  Reflexion  central  durchgehen- 
den Licht  in  derselben  Richtung  auszufahren,  nur  jy^Vr*  ^^^  letzteren, 
und  man  wird  überhaupt  bei  der  Bestimmung  der  Farbe  des  ausfahrenden 
Lichts  das  in  der  Kugel  reflectirte  unberücksichtigt  lassen  können. 

Um  die  Intensitäten   der  mittleren  Hauptfarbon  zu  berechnen^   haben 
wir,   wenn  6,  c,  rf  . .  .    die   von    Fraunhofer    für   Wasser   angegebenen 
Brechungsexponeuten  sind,  angenommen  für  die  ungefähren  Brechungsex 
ponenten  def 
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mittleren  Roth  /i,  =      6      =  1,3:M)956 
„     Orange  w,  =  — --  ^  1 ,332955 


„     Violet     «,  = ^  =  1,345103. 

3 

Diese  Werthe  för  n  in  57)  eingesetzt  ergeben  sich  die  Intensitäten  der 

einzelnen  Farben  in  dem  central  ohne  Reflexion  durchgehenden  Licht  (die 

Intensität  jeder  Farbe  im  einfallenden  weissen  Licht  als  Einlieit  voraasge- 

setzt)  gleich 

t,  ==3,882.p;f,  =3,845.^V'.  =  3,807.^;  14  =  3,7(K).^|;f^^ 

r»  r» 

i6=  3,683. -^517  =  3,635.-,. 

Wie  sich  auch  allgemein  hätte  nachweisen  lassen ,  nehmen  die  Inten- 
sitäten mit  wachsendem  Brechungsexponenten  ab.  Es  walten  also  im  Ver- 
hältniss  zum  weissen  Licht  in  dem  central  ohne  Brechung  durchgehenden 
Licht  die  minder  brechbaren  Strahlen  vor,  und  die  der  Mischfarbe  entspre- 
chende einfache  Earbe  muss  im  ersten  Theil  des  Spectrums  liegen.  Be- 
rechnet man  die  Farbe  nach  der  New  tonischen  Regel,  so  ist  der  Farben- 
Winkel  90"4r37",  mithin  um  4*»Il'30"  kleiner  als  der  Winkel  für  die  Grenze 
zwi'schen  Orange  und  Grün,  also  die  Mischfarbe  Orange.  Der  Farben- 
effect  ist  0,01218. 

Geht  das  Licht  central  durch  m  Kugeln  von  den  Radien  ri^  r2 »  . .  .r^ 
und  sind  die  Entfernungen  der  Kugeln  von  einander  im  Verhältniss  zu 
ihren  Radien  so  gross,  dass  für  jede  Kugel  die  einfallenden  Strahlen  als 
parallel  angesehen  werden  können,  so  ist,  wenn  wir  die  Entfernungen  der 
Kugeln  von  einander  der  Reihe  nach  durch  ^, ,  e^ e^^-i  und  die  Ent- 
fernung der  letzten  Kugel  vom  Auge   durch  e^  bezeichnen,  die  Intensität, 

4/1*  r,  * 

mit  welcher  das  Licht  auf  die  zweite  Kueel  nillty— -— ,, 1 .  —5,  dielnteu- 

(4/1  *  \     f*  ^r  ^ 

: rr; Ti  Y •  -.-^> 
(/j  + 1)^/1- 1)7    e,»er,»' 

und  endlich  die  Intensität,  mit  welcher  das  Licht  in  das  Auge  trifft. 

Für  2,  10  und  100  Kugeln  erhält  man  hiernach,    wenn  man  respective 

r  ^r  *  r  *  r  ^       r*         56;.  «;.«       y.    t 

die  gemeinschaftlichen  Factoren  -~\  100  .    V  *.'-  "*o;  10   .  -,  */ "   '-^ 
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weglässt, 


V^^i/Vi^^Vi^«^^ 


'^^^f^^^^^^'^^^ 


für  2  Kugeln 
für  10  Kugeln 
für  100  Kugeln 


15,07 
7760 
8012 


14,70 
7067 
3108 


14,40 
6202 
1138 


14,13 

5632 

321 


13,83 

5061 

110 


13,56 

4501 

42 


13,21 

4025 

11 


Snbtrahirt  man  von  den  Intensitäten  einer  jeden  Reihe  den  Antheil 
f^,  welcher  weisses  Licht  giebt,  so  zeigt  sich,  dass  die  übrig  bleibenden 
Antheile,  durch  welche  die  Farbe  bestimmt  wird,  mit  wachsendem  n  um  so 
mehr  abnehmen,  je  grösser  die  Anzahl  der  Kugeln  ist,  zugleich  aber  ihr 
Werth  gegen  t^  mit  der  Anzahl  der  Kugeln  unbegrenzt  zunimmt.  Die 
Mischfarbe  nähert  sich  also  mit  der  Anzahl  der  Kugeln  dem  äussersten 
Roth,  während  der  Farbeneffect  sich  der  Eins,  das  heisst  dem  einer  ein- 
fachen Farbe  nähert.  Die  New  tonische  Regel  ist  indess  zur  Verfolgung 
des  Ganges  der  Farbe  in  den  extremen  Fällen  nicht  geeignet,  da  nach  ihr 
die  gemischte  Farbe  nie  unter  das  mittlere  Roth  kommen  könnte.  Bei  2 
Kugeln  giebt  sie  den  Farbenwinkel  00°  2'  27",  bei  10  Kugeln  82*  31'  38'\ 
Für  den  Farbeneffect  erhält  man  resp.  0,02406  und  0,12077. 

Um  nicht  centrales,  unter  dem  Winkel  <p=:(v+i)(» — 2j3)  +  2a  mit 
der  Axe  ausfahrendes  Licht  zu  berechnen,  müssen  die  zu  tp  gehörigen  Ein* 
falUwinkel  a  der  verschiedenen  Farbenstrahlen  bestimmt  werden.     Wird 

das  Licht  an  der  Kugeloberfläche  reflectirt,  so  ist  a  =  — .      Für  das  ohne 

Reflexion  gebrochene  Licht  ist  g)  =  7r — 2/3  +  2«,   oder,  wenn  man  durch  d 
den  Winkel  bezeichnet,   welchen    das   ausfahrende  Licht  mit  dem  central 


durchgehenden  macht,  d=^q>  —  n  =  2a — 2j5,  also  /3=a —  — 
J «  —  —  j  oder  sin a  =  n(sina .  cos- cos a.sin-^  K  mithin 


sin  ß  =  sin 


59) 


tga=- 


d 
n.sin-^ 


n .  cos 1 

2 


und  ebenso  erhält  man  aus  der  Gleichung  er: 


:.+  ! 


60) 


t9ß=- 


.    d 

stn  — 

2 


d' 
cos  — 
2 


Wünscht   man   bequemere   Formeln  für  gewöhnliche  logarithmische 
Berechnungen,  so  ist,  vermöge  sina  =  nsin{a  —  — ), 

sma:sm{^a — --)=:;4:l, 
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9tna+sin  («  —  —):  sinu—sin  («  —  -^)=^'^  +  1  :ii  —  1, 

isinia—  't)cos  --:2co5(a—  --)5m —=«  +  1:«  — 1, 
4  4  4  4 

also 

61)  igia—-):ig-=n+i:n^i, 

d 
nnd  durch  Einsetzung  von  a  =  /J+  —•, 

62)  ig(ß+j)''ig-=-n+\:n-l. 

Es  sei  nun  das  Licht  zu  berechnen ,  welches  mit  dep  ohne  Reflexion 
durchgehenden  Strahlen  den  Winkel  rf=20^  bildet. 

Für  das  gebrochene  Licht,  welches  nicht  in  der  Kugel  reflectirt  wird, 
sind,   wenn  man  die  obigen  ungefähren  Brechungs- Exponenten   annimmt, 
die  Einfallswinkel  der  mittleren  Farbenstrahlen 
a,  =  3ö°38'30";  a,  =  30^30' 30";  a,  =  36*»22'l0";  a^=3ö»ll'40"5  «5=36^2' 40"; 

cfg  =  35^54' 40";  a7  =  35«43'40"; 
und  der  Brechungswinkel  für  jede  Farbe  ist  /3  =  a  —  l(fi. 

Nach  34)  und  35)  sind  demnach  die  Intensitäten  ip  und  iq  der  in  der 
Meridianebene  und  senkrecht  gegen  dieselbe. schwingenden  Farbenstrah- 

len,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Factor^  weglässt, 

t^^  =0,0956;  I,,  =  1,0584 ; 

tp,=0.WI8;  t,,  =  1,0544; 

tpj  =0,0879;  tg,  =  1,0503; 

63)  tp^  =  0,9829 ;  i^^  =  1,0450 ; 
ip^  =0,9785 ;  i,^  =  1,0403 ; 
•Vg==  0,9747;  1^^=1,0362; 
1^^  =  0,9602 ;  1,^  =  1,0304. 

Subtrahirt  man,,  um  das  weisse  Licht  abzusondern,  von  den  Gliedern 
der  ersten  Reihe  t^  und  von  den  Gliedern  der  zweiten  Reihe  iq  ,  so  sieht 
man,  dass  die  übrig  bleibenden  Intensitäten,  welche  die  Farbe  erzengen, 
mit  wachsendem  n  weniger  abnehmen  als  bei  centralem  Licht  und  zugleich 
einen  kleineren  Theil  des  gesammten  Lichts  ausmachen.  Die  Mischfarbe 
rückt  also,  indem  der  Farbeneffect  geringer  wird,  gegen  die  Mitte  des 
Spectrums  hin.  Lässt  man  «p  weiter  wachsen,  so  wird  für  einen  gewissen 
Werth  desselben  das  ausfahrende  Licht  fast  weiss,  geht  dann  mit  wachsen- 
dem Farbeneffect  in  den  zweiten  Theil  des  Spectrums  über,  und  ist  bei 
dem  grössten  Werth  von  9),  unter  welchem  nur  die  brechbarsten  Strahlen, 
austreten,  violet. 

Da  nach  34)  nnd  35)  für  jede  in  derselben  Richtung  ausfahrende  Farbe 

■ß-z=^cog*  («  —  ß)  ^=cos  —  constant  ist,  so  sind  die  Mischfarben  und  Farben- 
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effecte  der  beiden  auf  einander  senkrecht  polarisirten  Lichtmengen  einan- 
der gleich.  Nach  der  New  tonischen  Formel  ist  für  die  obigen  Intensitftts- 
werthe  der  Earbenwinkel  92"  3'  30",  der  Farbeneffect  0,005. 

Für  das  von  der  Kugeloberfläche  unter  20®  mit  den  central  durchge- 
henden Strahlen  reflectirte  Licht  ist  q>  =  160°,  also  a  =  80^,  und  man  er- 

hält  nach  39)  und  40),  mit  Weglassung  des  Factors  -^  folgende  Intensitäten 

der  mittleren  Farben  : 

ip^  =0,45575;    1^^=0,23870 

1^^  =  0,45699;    1^^  =  0,23881 

1^^=0,45828;    1,^  =  0,23893 
64)  i>^=0,45991;    f,^=:0,239l7 

t>^=0,46028;    t,^  =  0,23919 

1^^=0,46255;    1,^=0,23929 

1^^  =  0,46424;  1,^  =  0,23917. 
Da  die  Intensitäten  mit  wachsendem  n  zunehmen ,  so  liegt  die  Misch  • 
färbe  im  zweiten  Theile  des  Spectrums.  Der  Farbeneffect  ist  geringer  als 
hei  dem  nach  derselben  Richtung  gebrochenen  Licht.  Die  Newton*sche 
Regel  giebt  für  den  Farbenwinke]  des  in  der  Meridianebene  schwingenden 
Lichts  271®  27'  20"  und  des  senkrecht  darauf  polarisirten  Lichts  269^  59'  35'^- 
der  Farbeneffect  des  ersteren  ist  0,00341,  der  des  letzteren  0,00028;  die  ge- 
mischte Farbe  ist  demnach  für  beide  Polarisations-Richtnngen  Indigo. 

Addirt  man  die  entsprechenden  Intensitäten  von  63)  und  64)  zu  einan- 
der, so  erhält  man,  wenn  man  das  in  der  Kugel  reflectirte  Licht  vernach- 
lässigt, die  Farbenintensitäten  sämmtlichen  in  der  Richtung  d  ■=^7Xf  aus- 
fahrenden Lichtes.  Für  beide  Polarisationsrichtungen  liegt  die  gemischte 
Farbe  wieder  im  ersten  Theile  des  Spectrums.  Die  Farbenwinkel  sind  in 
der  früheren  Ordnung  90°  5'  20"  und  90^  3'  40",  die  Farbeneffecte  0,0045  und 
0,0048. 

Um  allgemein  die  Farbe  zu  untersuchen,  mit  welcher  weisses,  unpo* 
larisirtes  Licht  von  der  Oberfläche  eines  einfach  brechenden  Mittels  zu- 
rückgeworfen wird,  hat  man  die  Aenderungen  der  Ausdrücke  S  -^r^— r^, 

^  *  sin*  (a+ß) 

und  A    w  ^T"  ö\ »  wß'che  den  Intensitäten  der  senkrecht  auf  einander  pola- 

riäirten  Lichtstrahlen  proportional  sind,  zu  betrachten,  wenn  die  Richtung 
der  reflectirten  Strahlen,  mithin  a,  coustant  bleibt,  aber  ß  mit  n  sich 
ändert. 

Aus  sina  =  nsmß  erhält  man,  da  da  =  0, 

0  =  ncösßdß+smßdn,  oder  dß  = ^——dn. 

neos  ß 

Es  nimmt  also  ß  ah,  wenn  n  zunimmt. 

Das   in   der  Eiufallsebene  schwingende  Licht  ändert  sich  im  Verhält- 
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.  .  sin*  (a  —  ß)  sm  (a  —  ß)  stn  2a  ^  .       sm  (a — ß)  sin  2a  stn  ß 

niss  von  d  4 -r-i-T—r  ^r  = V-öt — t^t —  «p=  — -  .  ,.     ,  ^v — -p- an. 

^  sin*  ((x+  ß)  siffi (cc  +  ß)        '^  n sm* (« +  ß) cos ß 

Die  Intensität  nimmt  also  für  alle  Worthe  von  a  unter  90^  mit  n  zn,  und  die 
Farbe  des  gemischten  Lichtes  liegt  für  alle  Reflexionsrichtungen  im  zwei- 
ten Theile  des  Spectrums.  Wenn  a  =  90"  also  sin  2a  =:  0,  ist,  wie  sich  von 
selbst  versteht,  die  Mischfarbe  weiss. 

Die  entsprechende  Aenderung  des  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene 
polarisirten  Lichts  ist: 

j  ig*  (a  — ß)  ^       sin  (a  —  ß)  cos  (g + ß)  sin  2a .  sin  2/3 
*i?M^«""  .sin*{a  +  ß)cos*{a^ß)       "   ^ 

^  sin{a  —  ß)cos{a  +  ß)sin2asin2ß  sinß 
^         n  sin*  (a  +  ß)  cos*  (a  +  ß)  cos  ß 

Die  Intensität  nimmt  also  mit  n  zu,  und  die  Mischfarbe  liegt  im  zwei- 
ten Theile  des  Spectrums,  so  lange  a  +  jS<  9tf*  oder  a  kleiner  als  der  Po- 
larisationswinkel ist.  Wenn  a  +  ß  =90^,  also  cos  (a  +  /3)  =0,  ist  die 
Mischfarbe  weiss,  aber  die  Intensität,  weil  /flf  («  +  /?)=  oo ,  Null.  Wird  a 
grösser  als  der  Polarisationswinkel,  so  geht  die  Mischfarbe  in  den  ersten 
Theil  des  Spectrums  bis  2/3  =  90",  wo  sie  wieder  weiss  wird;  mit  wachsen- 
dem a  geht  sie  dann  in  den  zweiten  Theil  des  Spectrums  zurück,  und  wird, 
wenn  a  =  90",  wieder  weiss. 

Mit  Ausnahme  des  Intervalls  von  a  +  /3  =  9tf*  bis  2j5  =  90"  liegt  also 
die  Farbe  ^ea  senkrecht  gegen  die  Einfallscbene  schwingenden  Lichts  im 
zweiten  Theile  des  Spectrums.  Innerhalb  dieses  Intervalls  ist  jedoch  die 
Intensität  und  der  Farbeneffect  im  Verhältniss  zu  ihren  Werthen  in  dem 
in  der  Einfallsebene  schwingenden  Licht  so  gering,  dass  die  aus  der  Ver- 
einigung beider  hervorgehenden  Farbe  in  allen  Richtungen  im  zweiten 
Theil  des  Spectrnms  liegt. 


Grösse  des  von  einer  Kugelfläche    reflectirten   Sonnen- 
bildes. 

Verstehen  wir  unter  der  scheinbaren  Grösse  eines  Gegenstandes  den 
Theil  einer  um  das  Auge  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  Eins  beschriebe- 
nen Kugelfläche,  welclle  von  dem  Gegenstand  scheinbar  gedeckt  wird,  so 
kann  die  ganze  Sonnenfläche  nur  von  einer  Ebene  gespiegelt  werden,  de- 
ren scheinbare  Grösse  mindestens  der  scheinbaren  Grösse  der  Sonne 
gleich  ist,  und  eine  kleinere  Ebene  spiegelt  nur  einen  Theil  der  schein- 
baren Sonnenfläche y  welcher  dem  scheinbaren  Flächeninhalt  der  Ebene 
gleich  ist.  Nehmen  wir  an,  dass  von  der  Ebene  -  alles  auffallende  Licht 
zurückgeworfen  werde,  so  verhält  sich,  wenn  sie  nur  einen  Theil  der 
Sonne  reflectirt,  die  Intensität  des  reflectirten  Bildes  zur  Lichtintensität  der 
Sonne  selbst  wie  die  scheinbare  Grösse  der  Ebene  zur  scheinbaceu  Gcö««^ 
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der  Sonne.  Denken  wir  uns  nun  den  Theil  der  Kugelfläehe,  welcher  nach 
einer  gewissen  Kichtung  ein  Sonnenbild  reflectirt,  mit  tangirenden,  voll 
kommen  spiegelnden  Ebenen  bedeckt,  so  spiegelt  jede  Ebene  einen  Theil 
der  Sonnenscheibe,  welcher  dem  Berührungspunkt  entspricht,  und  die  In- 
tensität sämmtlicher  Sonnenbilder  verhält  sich  zur  Intensität  der  Sonne 
wie  die  Summe  der  scheinbaren  Flächeninhalte  der  spiegelnden  Ebenen 
zum  scheinbaren  Flächeninhalt  der  Sonne.  Wird  die  Anzahl  der  Ebenen 
unendlich,  so  fallen  sie  mit  der  Kugelfläche  zusammen,  und  die  Snmme 
ihrer  scheinbaren  Flächeninhalte  ist  der  scheinbare  Flächeninhalt  des  von 
der  Kugel  reflectirten  Sonnenbildes.  Mithin  verhält  sich ,  unter  der  Vor* 
aussetzung,  dass  alles  auffallende  Licht  reflectirt  wird,  die  scheinbare 
Grösse  des  Sonnenbildes  zur  scheinbaren  Grösse  der  Sonne  wie  die  Inten- 
sität des  Sonnenbildes  zur  Lichtiutensität  der  Sonne  selbst. 

Die  Intensität  des  reflectirten  Lichts  im  Verhältniss  zur  Intensität  des 

r« 
einfallenden  ist  nach  20),  indem  9  =  2a,  gleich  fi  -^.     Also  ist  die  Intensi- 
tät des  Sonnenbildes  im  Verhältniss  zur  Lichtintensität  der  Sonne  unter 

1     r« 
der  Voraussetzung  vollkommener   Reflexion ,  bei   welcher  |ä  =  1,  —  .  ^ ; 

folglich  ist,  wenn  ^  den  scheinbaren  Sonnenradius  bezeichnet,  die  schein- 
bare Grösse  des  Sonnenbildes 

Wird  die  scheinbare  Grösse  des  Sonnenbildes  mit  dem  Quadrat  der 
Entfernung  e  vom  Auge  multiplicirt,  so  erhält  man  die  Projection  desselben 
auf  eine  gegen  die  Richtung  der  reflectirten  Strahlen  senkrechte  Ebene, 
welche  demnach  gleich  ist 

Jedes  Element  dieser  Projection  macht  mit  dem  zugehörigen  Element 
der  spiegelnden  Kugeloberfläche  einen  Winkel ,  welcher  gleich  dem  Ein- 
fallswinkel a  des  entsprechenden  Strahls  ist.  Bezeichnet  a^  einen  mittle- 
ren Wcrth  des  Einfallswinkels,  so  ist  der  Theil  der  Kugeloberfläche,  wel- 
cher das  Sonnenbild  reflectirt  ^ 

4  cos  «,' 

Das  Sonnenbild  selbst  beflndet  sich  auf  dem  von  seinem  scheinbaren 
Flächeninhalt  gedeckten  Theil  derjenigen  Fläche,  welche  durch  Umdre- 
hung der  früher  erwähnten  Epicycloide  um  die  Axe  gebildet  wird. 

Die  vorstehenden  angenäherten  Formeln,  welche  durch  geometrische 
Betrachtungen  für  die  verschiedenen  Fälle  verificirt  werden  können,  gel- 
ten überhaupt  für  das  Bild  eines  entfernten  Gegenstandes,   wenn  man  für 
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f*ic  die  scheinbare  Grösse  des  Gegenstandes  einsetzt,  nnd.zwar  um  so  ge- 
naaer,  je  kleiner  dieselbe  ist. 


Sichtbarkeit  eines  lenchtenden  Punktes. 

Die  Intensität  des  Sonnenbildes,   welches   von   einer  Kugel  reflectirt 
wird,  ist  nach  41),   wenn  die  LichtintensitHt  der  Sonne  zur  Einheit  ange- 
nommen wird,  und  man  die  aus  den  Zahlenwerthen  64)  ersichtlichen  gerin- ' 
gen  Aendernngen  der  Intensität  mit  der  Farbe  vernachlässigt, 

Sucht  man  durch  Beobachtung  zwei  zu  einander  gehörige  Werthe  von 
e  und  CK,  für  welche  das  Sonnenbild  verschwindet,  so  erhält  man  durch  Ein- 
setzen derselben  in  die  Formel  das  Minimum  der  Lichtintensität,  welche 
ein  leuchtender  Punkt  bebitzen  muss,  um  dem  Auge  des  Beobachters  sicht- 
bar zu  sein. 

Zur  Ermittelung  dieses  Werthes  wurde  von  dem  Verfasser  ein  vorläu- 
figer Versuch  ohne  Messinstrumente  angestellt,  dessen  Resultat  indess  ge- 
nau genug  sein  möchte,  um  mitgetheilt  werden  zu  dürfen.  Ein  kugelför- 
miges Glas  wurde  in  der  Höhe  des  Auges  im  Freien  vor  einem  schattigen 
Hintergründe  befestigt,  und  eines  meiner  Kinder,  dessen  Auge  ziemlich 
scharf  ist,  entfernte  sich  rückwärts  gehend  in  der  Richtung  der  Sonne. 
Nach  einigen  Versuchen  stellte  sich  wiederholt  heraus,  dass  das  Sonnen- 
bild in  der  Entfernung  von  200j  Schritten  (100  Schritte  gleich  240  preus- 
sische  Fuss)  noch  gesehen  wurde,  aber  in  der  Entfernung  von  201^  Schrit- 
ten verschwunden  war.  Die  Sonne  befand  sich  anscheinend  in  der  durch 
Auge  und  Glas  gehenden  Verticalebene,  Unmittelbar  nach  dem  Versuch 
verhielt  sich  der  Schatten  eines  Gegenstandes  zu  seiner  Hohe  wie  04  zu  25. 
Der  Durchmesser  der  spiegelnden  Kugelfläche  war  22,7  Pariser  Linien. 
Nimmt  mau  hiernach  die  Entfernung,  in  welcher  das  Sonnenbild  verschwin- 

22  7 
det,  zu  201  Schritten  an,  so  ergiebt  sich  e  =  201  .  139,13  und  r  =  -^Pari- 

25 
ser  Linien;  lg  q>  =  ig  2a  =  --,  mithin  a=  V0"40'  und,  wenn  der  Brechungs- 
exponent des  Glases  gleich  1,53  angenommen  wird,  j5  =  0°  57'. 

Vernachlässigt  man  das  an  der  Innenseite  des  Glases  reflectirte  Licht, 
so  giebt  die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  obige  Formel  für  die  Intensität 
des  verschwindenden  Sonnenbildes 

0,000  000  000  314. 
Es   wird   also   ein   leuchtender  Punkt  sichtbar  oder  unsichtbar  sein, 
wenn   sein  Licht  mehr  oder   weniger  beträgt   als  0>0000Q0(MO%V\^^^\a^V% 
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der  Sonne ,   od^r  mit  anderen  Worten ,   das   Sonnenlicht  ist 


0,000000000314 

=  3190  000  000  mal  so  intensiv  als  das  Liebt  eines  verschwindenden 
Punktes. 

Die  Sonne  selbst  würde  verschwinden  in  ihrer  K31QOOOOOOO  =  565000- 
fachen  Entfernung.     Da  in  dieser  Entfernung  ihr  Durchmesser  nur   noch 

32.60 

— 1--=  0,034  Secnnden  beträgt,  so  wird  ein  Fixstern  von  gleicher  Leucht* 

DÜÖÜU 

kraft  wie  die  Sonne,  begünstigt  durch  die  Abwesenheit  des  Tageslichts 
und  den  dunkeln  Himmelsgrund,  noch  sichtbar  sein,  wenn  sein  Durchmes- 
ser gleich  0,034  oder  ^  Secunden  ist. 

Die  Sichtbarkeit  eines  nicht  selbst  leuchtenden  Körpers  hängt  von  der 
Intensität  des  Lichtes  ab,  welches  von  ihm  zurück  geworfen  wird.  Da  das 
directe  Sonnenlicht  intensiver  ist  als  jedes  andere  gewöhnliche  Ljcht,  so 
wird  eine  Kugel  in  derjenigen  Entfernung  unsichtbar ,  in  welcher  ihr  Son- 
nenbild verschwindet.  Eine  Kugel  von  einfach  brechendem  Mittel  ist  also 
unsichtbar,  wenn 


oder 


i .  ^  (?^:^^  +  ^"-^J)  =  0,000  000  000.314, 


y     8\sm*{a+ß)^tg'(a+ß))' 


Für  eine  Glaskugel  von  dem  Brechungsexponenten  1,53  erhält  man, 
wenn  «  =  10**,  40'  e  =  5890  r.  Sie  verschwindet  also,  wenn  ihr  Durchmes- 
ser eine  Linie  beträgt,  in  der  Entfernung  von  -3'—  Linien  oder  20  J  Fuss. 

Wenn  a  =  90",  oder  die  Kugel  sich  zwischen  Auge  und  Sonne  befin- 
det,  seist  die  Intensität   des  Sonnenbildes   ein  Maximum,   dessen  Werth 

1     r* 

~  .-1  zugleich  für  alle  Richtungen  die  Intensität  angiebt,   wenn   die  Ober- 
4     ^ 

fläche  alles  Licht  reflectirt.     Eine  Kugel,  selbst  wenn  die  Oberfläche  voll- 
kommen spiegelt,  ist  also  in  jeder  Richtung  für  das  Auge  unsichtbar,  wenn 

1     r« 

-  .  -- =  0,000000000314, 
4     ^* 

oder 

^  e  =  28250  r. 

Ist  der  Durchmesser  einer  Kugel  1   Linie ,  so  wird  sie   nicht  gesehen. 

wenn  ihre  Entfernung  14125  Linien  oder  98  Fuss  beträgt. 


Nachtrag.  Während  des  Drucks  der  vorstehenden  Arbeit  erhalten 
wir  durch  No.  49  des  Fechner*schen  Centralblatts  von  1853  Kenntniss  von 
den  Helligkeitsbestimmungen  Seide  Ts.  Nach  diesen  ist  das  Licht  der  Sonne 
7/^000000000  mal  so  gross  das  Licht  der  Wega,  übertrifft  also,  da  nach  Sei- 
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del  der  Sirius  5  mal  so  hell  als  die  Wega  ist,  15 000000000  mal  das  Liebt 
des  Sirias.  Kann  man  die  Grenzen  der  Sichtbarkeit  für  einen  leuchtenden 
Punkt  in  dem  unvollkommenen  Schatten  unter  Nadelbäumen  und  für  einen 
Stern  am  Tageshimmel  bei  günstiger  Atmosphäre  einander  gleich  setzen, 
so  würde  nach  den  obigen  Zahlen  das  zur  Sichtbarkeit  eines  Sterns  bei 
Tage  erforderliche  Minimum  der  Lichtintensität  gleich  der  5 fachen  Hellig- 
keit des  Sirius  sein,  und  der  oben  abgeleitete  Durchmesser  eines  noch 
sichtbaren  Fixsterns  würde  sich  auf  diese  Helligkeit  beziehen.  Ohne  die 
aus  unserem  einzelnen  Versuch  folgenden  Zahlenresultate  als  hinreichend 
festgestellt  anzusehen,  glauben  wir  doch  auf  die  Anwendbarkeit  der  von 
Kugelflächen  reflectirten  Bilder  zu  photometrischen  Bestimmungen  auf- 
merksam machen  zu  können. 

ROEBER. 
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X    ITeber  einige  allgemeine  Integralformeln. 

Bezeichnet  z  =:  x  +  iy  eine  complexe  Variabele,  f  (z)  eine  Function, 
welche  8o  lange  eindeutig  stetig  und  endlich  bleibt,  als  x  das  Intervall 
0  bis  a,  y  das  Intervall  0  bis  b  nicht  überschreitet,  und  versteht  man  unter 
h  eine  reelle  positive  Constante,  so  wird  der  Quotient 

h—z 
nur  in  dem  einen  Falle  unendlich ,  wo  0  ^  A  ^  o  ist,  wo  mithin  der  durch 
die  Abcisse   0F=  h  bestimmte   Punkt  F  auf  der  Strecke  OA  =i  a  liegt 
(Taf.  II  Fig.  8).     Unter  dieser  Voraussetzung  betrachten  wir  das  Integral 

VW 


/: 


h — z 


nnd  umgehen  dabei  den  Punkt  F  mittelst  eines  aus  dem  Centrum  F  mit  dem 
Radius  FM  =  r  beschriebenen  Halbkreises  dergestalt,  dass  wir  das  eine 
Mal  die  gemischte  Linie  OMPNAC^  das  andere  Mal  die  gebrochene  Linie 
OBC  als  Integrationsweg  nehmen.  Zur  Abkürzung  bezeichnen  wir  den 
Werth  des  obigen  Integrales ,  bezogen  auf  irgend  einen  Integrationsweg  «, 
mit  /(s),  und  haben  nun,  weil  nach  dem  Vorigen  der  Punkt  F  ausgeschlos- 
sen ist 

J  (ßM)  +  J  {MPy)  +  J  {NA)  +  /  {AC)  =  /  (OB)  +  /  (^(7). 
Linker  Hand  setzen  wir  im  ersten  und  dritten  Integrale  x  für  z,  im  zweiten 
substituiren  wir 

2  =  A  —  r  cos  ^  ^  ir  sin  9  =^  h  —  rer*^^ 
wo  O  den  Winkel  MFP  bezeichnet,  im  vierten  Integrale  nehmen  wir  r  =  « 
+  ly;   rechter  Hand  setzen   wir   im   ersten  Integrale  z  =  ty,   im  zweiten 
%  z=z  X  -{-  ib^  und  erhalten  nach  diesen  Bemerkungen 

0  0  Ä+r  0 

b  a 


J  h—ty  J  h — X — fO 

CO 
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Dnrcli  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  r  folgt 

J  h—ty  J  h'—x—tb 

0  0 

und  hier  darf 

)  J  h — X  J  h — X       i       J  h — X 

fO  Ä-r  \      0 

gesetzt  werden ,  sobald   man  festhält,   dass  das  Integral  rechter  Hand  im 
j   vorliegenden  Falle  seinen  (von  Cauchy  so  genannten)  Hauptwerth  besitzt. 
Die  vorletzte  Gleichung  vereinfacht  sich  sehr,  wenn  folgende  Bedingungen 
erfüllt  siiid : 


1)  fürrt=oo,      Lim    ff^"'^  [^ dy^O, 

J.h—a—ty 

00 

2)  für/>^-:rOB,       Lim   //l^^tiij  r/j-^0; 
'  J  h — x--tb 


0 
es  bleibt  nämlich  für  /i  =  or  und  />  =  oo 


3,  >.rm^jm,..^.fm,,, 

'n  sie 

7(0 


y 

0  0 

Dieselben  Betrachtungen  lassen  sich  auf  das  Integral 


/ 


anwenden  und  gestalten  sich  noch  einfacher,  weil  die  unter  dem  Integral- 
zeichen stehende  Function  innerhalb  des  Rechtecks  OACB  endlich  bleibt, 
also  kein  Unendlichkeitspunkt  F  vorkommt;  man  erhält 

^  J  h+x  J  h  +  iy    ^ 

Um  noch   die   reellen  und  imaginären  Theile  der  Gleichungen  3)  und 
4)  zu  trennen,  setzen  wir  für  den  Augenblick 

f{iy)+f{-w)  ^  ^     fay)-f(—iy)  _  y 

2  '  2i  ' 

mithin 

ferner 

letlschrin  r.  Malhrmatlk  a.  Ihyuik.  X,  2,  \\ 
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h  +  iy  1  h—  iy 


h  —  iy      Ä'+y"     h+iy       Ä'+i^' 
und  gelangen  damit  zu  folgenden  vier  Gleichungen : 

rku—yv.         .... 

0  0 


ß 

J     Ä'+y» 
0 

0  0 

Vermöge  der  Werthe  von  V  und  V  liefern  die  erste  und  dritte  Gleichung, 
durch  Addition  und  Subtraction  verbunden, 

0 

0 
und  ebenso  erhalt  man  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung 

0  0  0-^ 

Die  Formeln  5)  und  6)  sind  längst  bekannt;  No.  7)  und  8)  bilden  hierzu  die 
Pendants  und  scheinen  bisher  unbemerkt  geblieben  zu  sein. 

Nimmt  man  f{z)=:^e~~^^  so  sind  die  Bedingungen  der  Eindeutigkeit, 
Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  f{z)  nebst  den  Bedingungen  in  l)  und  2)  er- 
üUt;  es  ist  daher 

0  f       0  ü  ) 

0  ^       0  0  ' 

oder  nach  sehr  bekannten  Eigenschaften  des  Integrallogarithmus 
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0 

00 

0 
Es  sind  dies  dieselben  Formeln,  welche  der  Verfasser  bereits  vor  20  Jahren 
mittelst  des  Fcurier'schen  Satzes  entwickelt  hat.  (Grunert's  Archiv,  Theil  V, 

S.  204.)  SCHLÖHILCH.     . 


XL    Hote  über  die  Integration  der  Oleichnng 

in  welcher  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  und  ^,,  J^y  ^s  •  •  •  ^m  beliebige 
constante  Zahlen  bezerchnen.     Von  Prof.  Simon  Spitzer. 

Kummer   hat  im  19.  Bande   von  Crelle's  Journal   gezeigt,   wie   die 
Gleichung 

in  welcher  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen,  sich  mittelst  bestimm- 
ter Integrale  integriren  lässt.  Nach  der  Methode  von  Kummer  erscheint 
nämlich  y  in  Form  eines  m fachen  Integrales,  in  welchem  m+«  willkühr- 
liche  Constante  eintreten,  zwischen  denen  m  Bedingungsgleichungen  statt- 
finden. 

So  ist  z.  B.  nach  Kummer  das  Integrale  der  Gleichung 

^"  y 

vorausgesetzt,  das  il],  Af  . . .  iln+i  Wurzeln  der  Gleichung 

5)  ;i"+'  =  l 

sind,  und  dass  zwischen  den  Constanten  Q  C, . .  .  C„j^i  die  Bedingungs- 
gleichung 

6)  c,^7+c,A;+....+c„+a„»j=o 

stattfindet.  —  So  ist  ferner  das  Integrale  der  Gleichung: 

0    0 
vorausgesetzt,  äasa  XiXf..,k„^2  Wurzeln  der  6\e.k\\uw^ 
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9)  A"+2=l 

sind,  nnd  dass  zwischen  den  Constanten  C, ,  C, . . .  C„^2  <^ie  zwei  Bcdingungs- 
gloicliungen: 

stattfinden.  —  Anf  ganz  gleiche  Weise  ist  das  Integrale  der  Gleichung: 

11)  P^-'y 

12)  y  =  I  I  I e  ^^  üw'(C,e^i'"^'+C,<?V""  +  ... 

0   0  0 

+  C„^e^n-^^^')du  dv  dw, 
voratT^gPsetzt,  dass  A,,A, ...;i„4^  Wurzeln  der  Gleichung 

13)  A"+3  =  l 

sind,   nnd   dass  zwischen    den  Constanten  (7,  C,...C„43   die  3  Bedingungs- 
gleichnngon: 

c,A7+c,^;+...+c„4^a;^=o 

14)  c,;';+^+c,A7^»+...+c„+3a;4:J=o 

stattfinden  etc.  etc. 


Ich  will  nun  im  Folgendon  zeigen,  dass 

e    '^•^iC^  c^' '"  +  C,  £?  V'  + . . .  +  C„^\  r*«+i "')  d  u 

0 
das  vollständige  Integrale  der  Differeijtialglcichnng 

15)  äi  =  ^^+^' 

ist,  falls  der  rechte  Theil  der  Gleichung  0)  statt  Null  gleich  einer  bestimm- 
ten Constante  ist;  ferner,  dass 

/QC^QCt/"^f•?4,^■n■^2 

0   0 
da«  vollständige  Integrale  der  Gleichung 

10)  ^=x'y+^.  +  .^,a: 

ist,  falls  die  rechten  Theile   der  beiden  Gleichungen  10)  statt  Nullen,   be- 
stimmton Constanten  gleich  sind ;  eben  so,  dass 
00.00,00  M«H-3-}.„n-f3^^j;ii4.T 

J^)       y~   f  I  h  '^^  t;w'(C,  c^«'"^'+rjC^»*"^'4-... 

0   0   0 

+  C„^  f?^»-f3  '"'»^')  dudv  d/v 
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das  vollätäiidigo  Integrale  der  Gleichung 

17)  ^^  =  a^y+J,+J,x+J,x* 

isif  falls  die  rechten  Theile  der  3  Gleichungen  14)  statt  Nullen  bestiiaintc 
Constanten  sind,  etc.  etc. 


Der  Beweis  der  so  eben  ausgesprochenen  Sätze  ibt  einfach.     Ist  näm- 
lich erstens: 

e"  '^^(C,  e^' **'  +  C, e^«*« + . . .  +  C„+i  eiii+i «')  d m, 

0 
so  ist: 

IS)  ^  =  J^     »+itt»(C,;i7e^i«'+C,A;(?^'"+...  +  C„+a«^^eU4.i«')  du, 

0 
oder  anders  geschrieben : 

19)  ^^n-- 

/.*  r     ««-f-n 

^  du 

0 

und  hieraus  folgt,  wenn  man  den  rechten  Theil  dieser  Gleichung   mittelst 
der  Methode  des  theilwcisen  Integrirens  behandelt,  und  die  Gleichung 

5)  A«+i  =  l 

berücksichtigt: 

20)  pf^ 

+  x  je    "^H^(CiC^««'  +  C,€^««'+...H-(7„4.iß^n+i«')rfw. 

0 
Setzt  man  nun 

21)  C,A?+C,A;  +  ...  +  C^,A;^,  =  .4, 

und  zieht  man  in  Betracht  die  Gleichung  4),  so  erhält  man 

15)  .         1^«=^'+^^' 

was  zu  beweisen  war.  —  Dieser  Satz  rührt  von  Jacobi  her,  siehe  Crellc*s 
Journal  10.  Band. 

Ich  komme  nun  zum  2^^"  Satze.     Ist  nämlich : 

S)y=  JJe         H^2       v{C,e^'*''"+Cie^^''^'"  +  ...  +  C^^2e^n^'^'''')dudv, 

0    0 
so  ist 
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22)  --^—lle  »+2       Mnt;n+i(C,A7t'^»''«''+C,A;eV+..- 

0  X  ty  #/ 

0    0 

oder  anders  geschrieben : 

23)  ?!?=—    /  /M"t"'^+^((7iAJcV«'«''+C,A;c^«-*''  +  ... 

ü   0 

r     v«+2-| 

+  ^i.+2i;+2^^"+'*"')  ^^^-         at;         ''"' 
Behandelt  man  den  2^^^  Theil  dieser  Gleichung  mittelst  der  Methode 
des  theilweisen  Integrirens,  so  erhält  man : 

y  =  (C.A7  +  (7.A;+...+C«+2^;+,)jti..     »+^du 
0   0 

+  ^n+2  ^lX\  ^^"+2  ""')  d  U  (/  y . 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

•2^)  «^00    t;n+2 

ü   ü 

und  giebt  ebenfalls  mittelst  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  be- 
handelt und  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 
9)  i"+2^1 

1^  =  (C.  a;  +  C. i;  +  . . .  +  6;+2 i-^,  J u'c-  -+*  </« 
26)  0 


00     V  "+2 


+  (0,  i^+i  +  c,  A«+»  + . . .  4-  C«+2  A»+J)  o:  J't'     -+'-  dv 

ü 

+  ^'jj  ^^        ""^^      t;(C,6'^i'""  +  6^,c^««*''  +  ...  +  C^2e^«+2*'*'')rfw  (/r, 


0  0 
oder  vermöge  der  Gleichung  8) 
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16)  ^  =  ^i  +  .^t^'+^*y' 

vorausgesetzt,   dass  zwischen   den  n  +  2  Constanten  CiC^,..C^2  die  2  Be- 
dineungen : 

27)  ^  CO   ^+2 

(c.A»H-»+c,r+»+...+c^2A;;:}:J)Jö'  --^""dv^A 

0 

festgestellt  werden. 

Ich  komme  nun  zum  nächsten  Satze.     Ist  nämlich: 

12)       y=  I  I  I  e"  «+3  rw«(Cie^»««'«'*+C,e^«'«'«"+... 

0  0  0 

+^n+3e^«+3*"^')<'w  äv  drvy 
so  ist 

28)  ^-^=:z    I  I    I  i^  "+3  ^n  i;n+l  ^n+2  (^^  ;t7  e^*««'»"  + 

0  0    0 

oder  anders  geschrieben : 

29)  — 1=—  f  I  I  e         ""^^      M«t;'»+n^i'^?ß^*"*'"'*+^«'L5«^*"*'""+'- 

0  ö  ö 

und  hieraas  folgt : 

OAv  0     0 

0  0  0 

. . . + c„+3  ^s:;:  J  c*"+3  «»^*)  dudvdw. 

Diese  Gleichung  kann  nun  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden : 

^=(C,a;+c.a;+...+c^A2^)JJ  ^ 
on  0  0 


ß  n+3  M^V^+^dMCfi;  — 


r  r  r  ^ 

0  0  0  .o 

r  — -1 
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und  hieraus  folgt: 

b  ü 

+  ((7jA«+^  +  C,A5+i  +  ...  +  (7„4.3A^)W  /  c"         "+3.       wM-irfM(/n; 

0  0 

0  0   0 

Schreibt  man  diese  Gleichung  auf  folgende  Weise: 

0  0 

+  (^1  A*+*  +  C,  A;+>  +  . . .  +  CnJrS^  Xr^  xjj  e"  ^3         M»+»  J  W  rf  W 

0  0 

Ö  ^  ^  ., 

r      ti"+3i 

so  hat   man  durch  Anwendung   der  Methode   des   theilweisen   Integrirens, 
und  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 
13)  V'-^  =  l 

^^= (r,  Aj + 6',  a;  + . . .  +  ^,+3  K^^JJ  ^        ""*^      ""  «'""^^  ^"  ^^ 

0  0 

0  0 

34)  J^J^   yn^J^nf^^ 

0  0 

+  x^  f  f  f  e~  «+3~  t;  w*  (C,  eA»««^"" + C,  cAtwi^iix  + , . 

0  0  0 

+  C„^.3  eXn^3  «''^')  dudv  dw, 

oder  aber,  wenn  man  die  Gleichung  TiJ  in  Betracht  zieht 
17)  ~=-^,  +  ^,a  +  ^3^'+^i^ 
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vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  »+3  willkührlichen  Constanten  die  3 
Bedingungen: 

CO  00   u^  +  v'^ 

0  0 

0  0 

CO     X        yH.f3^;^.-f^ 

0  0 
festgestellt  werden. 

Aus    dem   so  eben  Mitgetheilten    sieht  man,    dass  die  Differential- 
Gleichung 

1)  ^,^^'"y  +  A  +  A^+A,x'+...  +  A„x'"''^ 

folgendes  Integrale  hat: 

36)  y^'^  JJJ  ""^  ^"^  <'iß!aj...a';+' 

0  0  0 
(^1  cVi^t^s  •  •  •  «««^  +  C^i  e^aiOiaj  •  •  •  «mx  +  Cm+n  ^  W«  "«"«''3  •  •  •  ««»^) 
da^doi^da^,*.damy 
in  welchem  A|  A^  A, . . .  A«f»4«  die  m-f^  Wurzeln  der  Gleichung 

37)  A«»+»=l 

sind,  und  CiCfC^,., ^m-f-n  Constanten  bedeuten ,  zwischen  denen  folgende 
m  Bedingungsgleichungen  stattfinden : 

3g^  t;.A7+i+c,A5+i+ +Cn^^x:+^^f^A, 

^0  fii,Ht>fis***/Um  bestimmte,  von  n  allein  abhängige  Grössen  sind. 
Differenzirt  man  die  Gleichung  1),  so  erhält  man : 

und  dieser  Gleichung  genügt  offenbar  auch  der  in  3ö)  stehende  Werth  von 
^,  nur  finden  zwischen  den  iii-{-'i  Constanten  C^CtfC,  ...Cm+ib  folgende 
m — 1  Bedingungsgleichungen  statt: 

C.i»+i  +  C,A",+'+ +  C„+mX^  =  ^,^. 

40)  ^.*"+HC.n+'+ +  C„+„i-V„=''3^, 
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da  die  erste  der  in  38)  stehenden  Gleichungen  etwas  ausdrückt,  was  von 
selbst  verständlich  ist,  nämlich,  dass  die  Summe  C,  k^  +  ^t  ^J  +••  •+  ^« + »  ^^  •.„ 
der  willktihrlichen  Grösse  fij  A^  gleich  ist. 

Differenzirt  man  die  Gleichung  39),  so  erhält: 

^^^  a^=-fcr^  +  l-2  ^3  +  2.3  ^,:r  +  3.44a«  +  ... 

+  (m— 2)  (m— 1)  A'^  a:«-^ 
und  dieser  Gleichung  genügt  wieder  das  in  36)  stehende  ^,  nur  finden  zwi- 
schen den  in  y  vorkommenden  iw+n  Constanten  C^^C2iC^-,,Cm-\^d  folgende 
m  — 2  Bedingungsgleichungen  statt: 

(7,i1+2+C,A5+H +  C„+„A»H^2,=^,^, 

^2)  C,i»+3+CA»+H +  Cm+»Ct»=''*^4 

etc.     Es  Ist  demnach  sehr  leicht,  nicht  nur  die  Gleichung 
zu  integriren,  sondern  auch  folgende  andern: 


Setzt  man  in  die  Differentialgleichung: 

1)  ^=x"'y  +  A^  +  J^x+A^x^+...  +  A*^x'^^^ 

statt  y  eine  neue  Variable  c,  mittelst  der  Substitution : 

44)  tj==x^-^z, 

so  erhält  man: 

und  wird  diese  Gleichung    beiderseits   mit  ( — l)"a:"  +  ^  multiplicirt,   so   er- 
hält man : 

46)  (- l)«x»+»  ?^^|^^  ==(— l)»a:'«+2«z  +  (— l)«(^ia-« 

Setzt  man  hierein 

47)  .=} 

und  beachtet  zugleich    folgende    durch  luduction   leicht    zu  beweisende 
Formel: 

SO  erhält  man : 
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und  diese  Gleichung  giebt,  von  Brüchen  befreiet: 

Es  lassen  sich  demnach  nicht  nur  Gleichungen  der  Form   1) ,  sondern 
auch  Gleichungen  der  Form  50)  stets  vollständig  integriren. 


Ich  komme  nun  zu  Gleichungen  folgender  Form: 

51)  :c'-^^^^y  +  A,  +  J,x  +  A,x'+...+ArX'-K 

welche,  falls  m^n  ist,  leicht  zu  integriren  sind,  wenn  nur  das  Integrale  der 
Gleichung 

52)  x^    ^^^     =y(x) 

bekannt  ist.     Ich  behaupte  nämlich,    dass  das  Integrale  der  Gleichung  51) 
folgende  Gestalt  habe : 

53)  y=(p(a:)  +  C,+  (7,a;+C,a;*+...  +  ^^a:'-^ 

Substituirt  man  dieses  y  in  die  Gleichung  51) ,   so  erhält  man ,   gleich   die 
Gleichung  52)  berücksichtigend : 

54)  a:'«^(C,  +  (7,^  +  (7,a''+...  +  C,a;--i)==(^i  +  C0  +  (^,+Q^ 

+  (^s  +  ^.)^+...  +  (^r+C,)a:'-S 
was  durch  gehörige  Wahl  von  CiCfC^..,Cr  leicht  zu  identificiren  ist. 
So  ist  z.  B.  das  Integrale  der  Gleichung 

folgendes: 

y=(p{x)  —  Ji — 6^4— '(^j+ 24^5)  x  —  J^x* — A^x^ — J^x^j 

unter  q>(x)  das  vollständige  Integrale  der  Gleichung 

verstanden. 

XIL  Zur  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  räumlicher  Curven. 
Der  betreffende  Abschnitt  in  Schlömilch's  Compendium  der  höhern 
Analysis  (2.  Aufl.)  gab  mir  die  Anregung  zu  der  folgenden  Entwickelung.  — 
Durch  2  nächst  auf  einander  folgenden  Tangenten  einer  räumlichen  Curve 
ist  eine  Ebene  bestimmt,  die  Krümmungsebene  (Osculationsebene). 
Die  Taugente  im  Punkte  or,  y,  z  hat  die  Gleichungen: 

M — X V — y      w — z 

dx  dy  dz  ^ 

wenn  ti,  t;^  n;  die  laufenden  Coordinaten  vorstellen.     Die  Gleichung  einer 
Ebene,  welche  diesen  Punkt  enthält,  ist: 

A{u—x)  +  B{v—y)  +  C(ii;— 2)=0, 


164  Kleinere  Mitthciilungen. 

Die  Bedingung,  dass  jene  Tangente  in  dieser  Ebene  liegen  soll,  giebt  die 
Gleichung: 

1)  Jdx+Bdy  +  Cdz=0. 

Wenn  nun  auch  die  Tangente  im  Punkte  a:,,  2^,,  r^  in  jener  Ebene  liegt,  so 
hat  man : 

2)  Adx^+Bdy^  +  Cdzi=0. 

Setzt  man  x^^^x  +  dx^  y^=zy'{'Jt/^  Zi  =  z  +  Jz,  so  kann  man  die  Glei- 
chungen l)und2)  in  der  allgemeinen  Form  9?  (a:,y, 2)  und  q^ix+Jx.y  +  Jy, 
z  +  Jz)  darstellen;  und  es  ergiebt  sich  nun,  dass  q>[X'\-Jx,y'i'Jy,Z'{'Jz) 
=^^g)(a:,y,c).     (Vergl.  Schlömilch  a.  a.  0.  §.  20,  I.) 

Statt  der  Gleichung  2)  erhält  man  hiernach ,   wenn  man  zur   Grenze 
übergeht,  um  die  einander  zunächst  liegenden  Tangenten  zu  erhalten, 
g.  d{Adx+  ßdy+Cdz)=0, 

^  d.h.  Jd'x+Bd'y+Cd'z=0. 

.        -.-.v      ,.,  A       dyd^Z'—dzd^y       .B       dzd'x-^dxd^z 

Aus  1)  und  3)  erhält  man :  —  =  -^— = — -;-  und  --  =  - — r— ;r-i 

"^  '  C        dxd^y—dyd^x         C        dxd^y^-dyd^x' 

und  somit  als  Gleichung  der  Krümmungsebene: 

4)  {u-'x)(^dy(Pz-'dzd^y)'\'(y--y){dzd^X''dx(Pz) 

+  (fv^z){dxd^y — dy(fx)=rzO, 
Der  Durchschnittspunkt  zweier  nächst  auf  einander  folgenden  Norma- 
len in  dieser  Ebene  ist  der  Krümmungsmittelpunkt.  Diese  Normalen  sind 
die  Durchsnittsliiiien  zweier  nächst  auf  einander  folgenden  Normalebenen 
mit  der  Krümmungsebene.  Die  Normalebene  im  Punkt  x,  y,  z  hat  die 
Gleichung :  {u  —  x)dx  +  (ü  —  y)dy+{w  —  z)dz  =  Oy 

und  im  Punkte  x,,^i,Z|:  (w— 0:1)6? A',  +  (r—y,)6/yi +  ('^-"*i)^^i  =  ö- 
Setzt   man   nun    wieder  ar,  =.r  +  ^^  u.  s.  f.  und  geht  zur  Grenze  über,  so 
erhält  man  durch  eine  ähnliche  Betrachtung,  wie  oben,  als  Gleichung  der 
dem  Punkt  x^y^z  nächsten  Normalebene: 

(m  —  x)d^x-\'{v—y)d^y  +  {rv  —  z)d^z  =  ds*. 
Bezeichnet  man  die  Coefficienten  der  Gleichung  4)  durch  A',  1^,Z,  so  ergiebt 
sich  der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Punkt  a?,^,z  als  Durchschnittspunkt 
der  3  Ebenen : 

(u—x)dx+(v  —  y)dy  +  {w^z)dz  =0, 
{u  —  x)d^x-\'{ü^y)d^y  +  (w  —  z)d'z^ds^, 
(u—x)  X  +  (t;  — y)  r  +  {w—z)  Z  =  0, 
und  man  erhält,  indem  man 


dx,dy,  dz 
d'x,d'!/,d'z 

x,r,z 

=  D 

{y—y)D=d 

ds,dz 
'      X,Z 

setzt : 

N  ^         >  •     dy.dz      ,  .  ^        ,  ,  '  dx.dz      ,  .  _       ,  ,    dx.dy\ 

(h^x)  D  =  d^       ^^  ^    ,  {v^y)D=d^  I   ^'^    ,  {fv-^z)D=^d^    ^^.yj. 

Nun  ißt 
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5) 


und 


^*={u-xy+{v-yy+(w-zy 


dy,d2 

r,z 

t 

+ 

dx,dz 
X,Z 

t 
+ 

dx,dy  » 

x,y 

I  dx^+dif+dz^,  dxd^x  +  dyd^y  +  dzd^z,  Xdx+Vdy  +  Zdz 
/>«  =   dxd'x  +  dyd'y + dzd'z,  (d»jr)' + (rf»y)'  +  (ff»z)«,  Z^j?  +  Frf^y+Z^z 
\Xdx+Ydy  +  Zdz,    Xd^x  +  Yd'y  +  Zd'z,     X^  +  T  +  Z" 
In    dieser  Determinante   ist   nun:  dx^ -{' dy* -{' dz^  =  ds^j  dxdCx -{- dyd^y 
^dzd'z^dsd^s,  Xdx+Vdy+Zdz^=^0,Xd'x+rd'y+Zd'z=0,  also 
ds^,  dsd^s,  0 

/>«=     dsd's,{^d*xy+{d^yy+{d^z)\  0 

0,  0,  X^+Y^+Z" 

=  (x^+  Y^+z")  ds*  [id'xy+{d'yy+{d'zy—id'sy]. 

ds* 
Der  Coefficient  von  -7:::  in  der  Gleichung  5)  wird : 


JJ* 


dy'+dz^Ydy+Zdz 
Ydy+Zdz,  Y^+Z" 


\dx^+dz\Xdx+Zdz 


Demnach : 
9' 


Xdx+Zdz,  X^+Z" 
dx^  +  dy*+dz%  Xdx+Fdy  +  Zdz 
Xdx+Vdy+Zdz,    X^+Y'+Z" 


Ux^  +  dy%Xdx+Ydy 
^\xdx+Ydy,  X^+Y' 
ds\  0  I  _ 

0,  X^+Y^  +  Z^\ 


ds* 


Q(fxy+id'yy+{d'zy'-d's) 


-  und:  Q  = 


d^ 

Vid'xy  -Hd'yy + d'zy  —  (/f  *)«' 

Dr.  Bammert. 


XIU    lieber  InflezionscurveiL 

Die  Inflexionsdeterminante  einer  Curve  stellt,  wenn  man  sie  mit  Null 
identificirt,  diejenige  Linie  vor,  auf  welcher  die  Wendepunkte  jener  Cur- 
ven  liegen.  Wir  wollen  diese  Linie  In  flexi onscurve  heissen.  Wenn 
es  nun  auch  nicht  immer  praktisch  ist,  die  Wendepunkte  einer  Curve  als 
Durchschnittspunkte  mit  der  Inflexionscurve  zu  bestimmen,  so  wird  es 
doch  nicht  ohne  Interesse  sein,  an  einigen  Beispielen  das  Verhalten  der 
Inflexionscurve  zu  der  ursprünglichen  Curve  zu  untersuchen. 

Für  die  Curve  x^ — 3^ar* -f^'y  =  0, 

oder  in  homogener  Form:    rr'  —  3aa'*r  +  c^yr*=0 
wird  die  Inflexionsdeterminante: 

G(x  —  az),     0,     — 6ax 
0,  0,  4c»  z 

—  OaXj     4c»  z,       4c»  y 
Setzt  man  nun  wieder  c  =  l,  so  bekommt  man  als  Gleichung  der  Inflexions- 
curve: (jT  — a)8c^  =  0, 
also  eine  gerade  Linie,  parallel   der  Ordinatenaxe ,  vi^\c\\^  ^\^.  ^^^^^w^ 
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Carve  nur  in  Einem  Punkte  scbueidet,   nämlich  in   dem  Punkte  x  =  a^ 
2a' 

Für  die  Curve 

oder  ar*  —  ajr*2 -f  3j?y'  —  af^z  =  0 

erhält  man  die  Inflexionsdeterminante : 

Qx — 2a  z,         6y,         — 2aa; 
6y,  6a:  +  2a  2,      2ay 

—  2aar,         2ay,  0 

und  daher  für  die  Inflexionscurve ,  wenn  man  z  =  l  setzt,  die  Gleichung: 

3ar»  +  ax^  +  9xy*  —  ay^=0, 
Diese  Curve  geht,  wie  die  gegebene,  durch  den  Ursprung,  und  wird,  wie 
sie ,  durch  die  Abscissenaxe  in  2  congrueute  Hälften  gctheilt.  Der  Ur- 
sprung ist  auch  für  die  Inflexionscurve  ein  Doppelpunkt,  und  sie  hat  hier 
mit  der  gegebenen  Curve  gemeinschaftliche  Tangenten,  deren  eine  mit  der 
Abscissenaxe  einen  Winkel  von  45°  bildet,  während  die  andere  auf  ihr 
senkrecht  steht.  Die  Infiexionskurve  ist  auf  der  negativen  Seite  der  Ab- 
scissenaxe geschlossen,  und  schneidet  diese  Axe  für  x  =  —  \a-  auf  der 
positiven  Seite  hat  sie  zwei  unendliche  Aeste,  welche  im  Punkte  x  =  ^a 
eine  gemeinschaftliche  Asymptote  haben.  Die  Inflexionscurve  trifft  also 
mit  der  gegebenen  sonst  nirgends  als  im  Ursprung  zusammen.  Der  auf- 
wärts gehende  Ast  der  Inflexionscurve  berübrt  in  diesem  Punkt  den  ab- 
wärts gehenden  der  gegebenen  Curve  und  umgekehrt.  Die  gegebene 
Curve  hat  also  auf  jedem  Ast  zwei  zusammenfallende  Wendepunkte,  so 
dass  demnach  keine  Inflexion  stattfindet.  — 
Es  sei  die  Curve 

ic*— a*jr'  +  a^y==0 
in  Bezug  auf  die  Wendepunkte  zu  untersuchen.     In  homogener  Form  wird 
ihre  Gleichung:  a?*— a*jr'z*  +  a'y2'=?0, 

und  ihre  Inflexionsdeterminante  ist: 

I2x^'-2a^z\     0,        •    — 4a^xz        1 
0,  •     0,  3a' 2* 

—  4«*a:2,    3«'2*,  — 2«x'  +  6rt'y:  , 

Setzt  man  r  =  l,  und  identificirt  die  Determinante  mit  Null,  so  bat  man  die 

Gleichung :  3«'  (6.r»—  a*)  =  0, 

welche  zwei  gerade  Linien,   parallel  zur  Abscissenaxe,   vorstellt.     Die 

Durchschnittspunkte   dieser  Geraden     mit  der   Curve    sind:  jr=4- —und 

5 
^      36 

I^ffr  die  Lemnlscate : 
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erhält  man  als  Inflexionscurve : 

y'+Sa:'  — «*,        2a:y,  — 2a*a? 

2xy,        3y'  +  a;*  +  a',      2a*y        =0. 
— 2a*a;,  2a*y,        a'(y'— o:*) 

Durch  Entwickelung  erhält  man : 

Cy'-a;«)!(y'+a?7+a*!-2a»(a?*  +  6arV+y*)=0. 
Für  y=0  erhält  man  a?«(ar*+2a'2:*+a*)=0. 

Die  Abscissenaxe  schneidet  die  Kurve  in  6  Punkten ;  2  derselben  fallen  im 
Ursprung  zusammen,  die  4  übrigen  sind  imaginär.  —  Für  a:=0  hat  man 

Auch  die  Ordinatenaxe  schneidet  die  Cnrve  in  6  Punkten;  2  derselben 
fallen  in  den  Ursprung;  die  andern  sind  gegeben  durch  y=  + a.  — .  Zwei 
Zweige  der  Curve  schneiden  sich  im  Ursprünge;  sie  geben  die  Wende- 
punkte der  Lemniscate  daselbst.  —  Für  die  weitere  Untersuchung  setzen 
wir  x  =  QCosq)y  und  y^=:Qsinq>]  alsdann  erhält  man: 

Qsmg>^-'Cosg>*)(Q^+a*')'—2a*QQsing>^+0$in(p*cosg>^+cosg>*)=0.  ' 
Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

sin  qp* + 6  sin  q>^  cos  (p* + cos  g>*  =  (sin  g>^  +  cos  9')' + 4  sin  qp*  cos  (p*, 
erhalten  wir  die  Gleichung: 

^  ^  C0S2q}  ^  ^  ' 

also :  ,«=  -  "'('+^"^'^')  +  .'  l/'^±fi"J^-i. 

COS  2g)  —     f^  cos2qr 

Die  Wurzel  in  diesem  Ausdruck  ist  reell  j  wir  dürfen,  um  reelle  Werthe  für 

Q  zu  erhalten,  nur  das  obere  Zeichen  nehmen ;  also : 

^       —  A^  cos2(p  '       y  cos2(p* 

c      1  .......      a^(i  +  sin2q)*)  ,  ,      , 

So  lange  nun  C05  2(jp  positiv  bleibt,  ist  — ^^ negativ,     und     da 

cos  29 

aUi  +  sin2(p^)  ^    . -j /{i+sir^^^y  .    ^^  ,.    ^ 

^  >or  1/ -r^ 1,  sind  dann  die  Wurzeln  imaginär. 

cos2(p  y  cos2(p^  ® 

Wir  erhalten  also  von  29  =  0  bis  29  .=  — d.  h.  von  9=0  bis  9  =  —  keine 

TT  1 

reellen  Punkte  der  Kurve.     Für  9  =  —  wird  ^  =  Hh  — ,  schneidet  also  die 

7t  3 

Kurve  im  Unendlichen.     Für  9=—  wird  ^==Jhö,  und  für  9  =  — jr   ist   q 
.2  4 

wieder  unendlich.  Die  beiden  Radienvectoren,  welche  die  Kurve  im  Un- 
endlichen schneiden ,  stehen  auf  einander  senkrecht.     Dass  die  Kurve  von 

9  CS  —  bis  9  =:  —  fällt,  von  da  bis  9  =  —  tt  wieder  steigt,  wird  bestätigt  durch 

das  Zeichen  von-p-. 
(19 
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Es  ist  nämlich 

4sin2q>cos2(p^{l  +sin2q:*')  +  2sin2(p{l  +sin2g>*y 


^  =  7-  .e«,2^'l/(L±ÜÜ^-, 

(  ^  r  cos2q>* 

4  sin  2(p  cos  2<p*  +  2  sm  2(jp  (1  +  sin  2gp') 

cos2(p' 

Nehmen  wir  den  Zweig   auf  der  positiven  Seite   der  Ordinatenaxe,   also  g 

positiv,  so  hängt  das  Zeichen  von  —vom  Ausdruck  in  der  Klammer  ab.  Von 

m=  — bis  9  =  —  ist  cos2q>  negativ,  während  sin 2g)  positiv  ist.     Jener  Aus- 
4  2 

druck  ist  hiernach  negativ,  also  fällt  die  Curve  von  g>=—  bis  9=—.  Für 
g)  =  — wird— =0,  woraus   sich   ergiebt,   dass  die  Tangente  im  Punkte 

(0,  +  ö)  der  Abscissenaxe  parallel  geht.     Wenn  (p  >—  wird,  so  wird  auch 

sin2q>  negativ,  und  man  sieht,  dass  dann  jener  Ausdruck  in  der  Klammer 
positiv  wird;  die  Curve  also  von  hier  an  wieder  steigt.  — 

Für  diejenigen  Punkte  unserer  Curve,  welche  auf  dem    ßadiusvector 

mit  dem  Richtungswinkel  9=—  liegen,  muss  oc=y,  also  in  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  y' — x*=0  sein.  —  Die  Inflexionskurve  der  Lemuiscatc 
wird  demnach  durch  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  ihren  Asymptoten  dar- 
gestellt; letztere  geben  die  Wendepunkte.  Dass  die  Lemniscate  von  jenen 
Asymptoten  nur  im  Ursprung  getroffen  wird,  ergiebt  sich  leicht  aus  ihrer 
Gleichung,  Q  =  ±aj/2cos2(p, 

woraus  erhellt,  dass  sie  zwischen  <p  = und  a?  =  H —  liegt.  — 

4  4 

Ehingen.  Dr.  Bammert. 


VIII. 

lieber  Fanctionen  complezer  OrösBen. 

Von  Dr.  G.  Roch, 

Docent  an  der  Universität  su  Halle. 
(Schluss  zu  No.  VII,   Jahrg.  8,   S.  183.) 


§.13. 

Die  Betrachtungen  von  §.  5 — 12  sind  im  Wesentlichen  unter  Voraus- 
setzung eindeutiger  Functionen  angestellt  worden,  oder  wenigstens  sind 
mehrdeutige  Functionen  nun  innerhalb  solcher  Gebiete  der  unabhängig 
Veränderlichen  z  betrachtet  worden ,  innerhalb  deren  sie  sich  wie  eindeu- 
tige verhielten.  Mehrdeutige  Functionen  können  nur  im  Wesentlichen  auf 
iwei  verschiedene  Arten  ähnlichen  Betrachtungen  zugänglich  gemacht 
werden. 

Einmal  kann  man  die  symmetrischen  Functionen  der  Werthe  bilden, 
welche  die  Function  annimmt;  ein  wichtiges  Beispiel  für  diese  Methode 
werden  wir  in  der  Entwicklung  des  AbeTschen  Additionstheorems  kennen 
lernen.  Ein  ganz  ähnliches  Princip  bringt  Kiemann  in  Anwendung  bei 
seiner  Untersuchung  über  die  bypergeometrische  Reihe. 

Eine  zweite ,  ungleich  interessantere  Methode ,  die  allerdings  nur  auf 
algebraische  und  aus  ihnen  hergeleitete  Functionen  anwendbar  scheint,  be- 
steht darin,  mehrdeutige  Functionen  von  z=zx-\'yi  als  abhängig  zu  be- 
trachten von  dem  Punkte  nicht  einer  Ebene ,  sondern  einer  complicirter 
gestalteten  Fläche. 

Dies  Verfahren  soll  zunächst  durch  einige  Beispiele  erläutert  werden. 

Eine  rationale  Function,  also  etwa  w^r= -,  hat  in  jedem  Punkte  der 

z  — 0 

2 Ebene,  oder  der  sie  ersetzenden  geschlossenen  Fläche  (siehe  §.  6)  einen 

Werth.  

Eine  Function,  wietv=J/  hingegen  hat  ftlr  jedes  z  zwei  gleich- 

ZfflUehrift  f.  MatbemaUk  o.  Phy«ik.  X,  3.  VI 
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grosse ,  entgegengesetzte  Wertbe ;  für  z=i  sind  dieselben  gleich  gross, 
nämlich  0;  auch  für  c  =  —  1  können  wir  sie  als  gleich  gross,  nämlich  QO 

ansehen ;  auch  brauchen  wir  ja  nur  —  =^J/ zu    betrachten  ,    welches 

eine  ganz  ähnliche  Function  wie  w  ist,  um  einzasehen,  dass  der  Punkt  — 1 
für  TV  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  +  1;  diese  beiden  Punkte  nennen  wir  die 
Verzweigungspankte  von  w  (siehe  §.  4);  schreiben  wir 

j/i  +  z 

so  ist  yi  +  z  in  der  Nähe  von  2  =  1  eindeutig;  in  der  That  können  wir 
yi  -j-z^y^Z  —  (1 — z)  schreiben  und  für  kleine  1  —  z  nach  Potenzen  von 
(1  —  r)  entwickeln.  yY—z  aber  ist  in  der  Nähe  von  2  =  1  nicht  eindeutig, 
sondern  wird  sich  so  verhalten,  wie  yi:  für  z=30;  im  §.  4  sahen  wir,  däss 
^2,  um  2=0  stetig  fortgesetzt,  in  den  Werth  — yz  übergeht;  also  wird 
überhaupt  w,  um  2=1  herum  stetig  fortgesetzt,  seinen  zweiten  möglichen 
Werth  erlangen ,  sobald  z  wieder  den  Anfangswerth  erhält.  Aehnlich  bei 
2=  — 1. 

Denken  wir  uns  jetzt  zwei  übereinander  liegende  ebene  Blätter  (Taf.Iüi 
Fig.  1),  dieselben  längs  einer  von  —  1  bis  +  1  gehenden  Linie  zerschnitten 
und  die  oberen  und  unteren  Bänder  übers  Kreuz  mit  einander  verklebt; 
80  kann  w  als  eindeutige  Function  des  Ortes  in  dieser  Fläche  betrachtet 
werden.  Eine  Linie,  die  von  A  im  oberen  Blatte  ausgeht,  führt  in  der  Fi- 
gur nicht  nach  J  zurück,  sondern  nach  Ji  im  unteren  Blatt,  entsprechend 
dem,  dass  w  nicht  denselben  Werth  erlangt,  wenn  z  (in  ^j)  denselben 
Werth  hat,  wie  Anfangs  in  A]  erst  nach  einem  zweiten  Umgange  führt  die 
Linie  wieder  nach  A  und  nach  einem  zweiten  Umgange  wird  auch  w  wieder 
den  Anfaugswerth  erlangt  haben.  Ebenso  bei  Umgängen  um  2= — 1.  Jede 
andere,  nicht  um  diese  Punkte  gehende  Linie  C  führt  in  den  Anfangspunkt 
B  schon  nach  einem  Umgange  zurück. 

Auch  eine  Linie,  die  um  beide  Verzweigungspunkte  herum  geht,  welche 
also,  als  Begrenzung  des  aussen  liegenden  Theiles  eines  Blattes  gedacht, 
ebenfalls  gar  keinen  solchen  Punkt  in  sich  enthält,  führt  zu  demselben  An- 
fangspunkte zurück  und  w  wird,  auf  solcher  Linie  stetig  fortgesetzt,  schon 
nach  einem  Umgange  wieder  denselben  Werth  erlangen.  In  der  That  kann 
man  einen  solchen  Umgang  von  C  (Taf.  III,  Fig.  2)  in  einen  über  2>,  E 
nach  C?  und  dann  von  C  über  ^  und /'nach  C  zurück  zerlegen;  der  erste 
Umgang  (um  — 1)  führt  w  in  — w,  der  zweite  wieder  in  +w  über. 

Von  der  so  erhaltenen  Fläche  sagen  wir,  sie  stellt  die  Verzweigungs- 
art von  jK  TjT"  ^af)  «nd  bezeichnen  sie  der  Kürze  wegen  mit  T. 
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Für  die  Function  Yz  würden  2  =  0  und  t  =  oo  die  Vcrzweigungs- 
pnnkte  sein. 

Eine  complicirtere  Function  wäre 

w  =  ^2.1  —  z.  1  —  Ar*2; 
die  Fläche  T  würde  hier  4  Verzweigungspunkte  haben,  nämlich  0, 1,  7^  und 

00 ;  sie  würde  aus  2  Blättern  bestehen,  die  man  etwa,  wie  Taf.  HI,  Fig  3 
seigt,  Busammenhängend  denken  kann.  Wir  sehen,  dass  die  Verzwei* 
gnng  eintreten  kann ,  sobald  zwei  Werthe  von  w  einander  gleich  werden. 
Dürfen  wir  die  im  Anfang  §.  4  gemachte  Voraussetzung  festhalten,  dass 
die  Fanction  einen  Differentialquotienten  hat,  so  wird  auch  nur'dann  Ver- 
iweigang  eintreten  können ,  wenn  2  Werthe  von  n>  gleich  sind.  Indess 
braucht  dies  nicht  immer  zu  sein.  Ist  z.  B.  /:=:1,  so  wird  im  letzten  Bei- 
spiele ip=:^.(1 —  2)  und  für  2=1  sind  die  beiden  Werthe  von  w  gleich, 
ohne  dass  Verzweigung  stattfindet.    Offenbar  sind  hier  zwei  Vcrzweigungs- 

punkte    |2  =  1,    2=---|    sich   aufhebend   zusammengefallen;    dies   wird 

stets  der  Fall  sein,  wenn  sich  zwei  Verzweigungspunkte  zwischen  denselben 
beiden  Blättern  eineji  Fläche  vereinigen. 

Setzt  sich  aber  in  z^=^a  das  Blatt  1  in  2,  in  6  das  Blatt  2  in  3  fort,  und 
es  fallen  nun  a  und  h  auf  einander,  so  erhält  man  einen  Punkt,  in  welchem 
sich  1,  2,  3  in  einander  fortsetzen,  so  dass  man  aus  i  nach  einander  nach 
2,  3  and  1  zurück  gelangt.  Ebenso  können  mehr  Verzweigungspunkte  zu- 
Mtmmenfallen  und  man  erkennt,  dass  ein  solcher,  in  welchefti  n Blätter  sich 
ineinander  fortsetzen,  als  Produkt  des  Zusammenfallens  von  n  —  1  einfachen 
Veraweigungspunkten  resp.  zwischen  den  Blättern  1,  2;  2,  3  . . . ;  /)  —  l,^i 
betrachtet  werden  kann. 

Bleiben  wir  beim  Beispiel  der  Punkte  a,  b  stehen.  —  Der  erste 
Umgang  von  A  nach  Ä  zurück  führt  aus  1  nach  2,  der  zweite  aus  2  nach  3 
und  der  dritte  aus  3  nach  1,  da  man  jede  solche  Curve  in  die  zwei,  in  der 
Taf.  III,  Fig.  4  angedeuteten  zerlegen  kann.*) 

§.14. 
Modifieation  einiger  früheren  Sätze. 
Vermöge  dieser  Flächen   kann  man   einige   der  früheren  Sätze  sofort 
allgemein  ausdrücken  und    das  Naturgemässe    dieser  Betrachtungsweise 
erkennen.' 

In  einem  Verzweigungspunkte  z=a,  in  welchem  zwei  Blätter  in  ein- 
ander übergehen,  ist  w  nicht  eindeutig  von  2  —  a  abhängig,  da,  wenn  2 — a 


•}  Aas  dem  Entwickelten  folgt:  wenn  zwei  der  Werthe  von  7v  gleich  gross  wer- 
den ,  so  kann  Verzweigung  eintreten.  Indess  ist  es  auch  möglich ,  dass  trotzdem  w 
iliidentig  bleibt. 
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denselben  Werth  wieder  erlangt,  rv  einen  andern  Werth  erhält.  Dagegen 
wird  Y^^a  erst  nach  zwei  Umläufen  um  2=a  den  ursprünglichen  Werth 
erlangen,  also  w  eindeutige  Function  sein  von  "^z  —  a.  Nimmt  man  also 
z=a  als  Ausgangspunkt,  so  wird  man  n^,  falls  a  nicht  ao  ist,  als  eindeutige, 
stetige,  endliche  Funtion  von  ^2 — a  nach  Potenzen  von  {z  —  a)i  ent- 
wickeln könnnen. 

Eine  bemerkenswerthe  Allgemeinheit  erlangt  das  Theorem  über  das 
Verschwinden  von  Integralen,  welche  über  geschlossene  Curven  ausgedehnt 

/*    dz  

, ;  die  Function  l/l  —  z*  ist  in  — 1 

und  + 1  verzweigt.  Daher  wird  (siehe  §.  5)  das  über  eine  geschlossen 
um  — 1  und  +1  verlaufende  Curve  ausgedehnte  Integral  von  Null  ver- 
schieden sein  können ;  in  der  That  ist  es  (je  nach  der  ümlaufsrichtung) 
+  2n,     Eine  solche  Curve  aber  bildet  nicht  die  Begrenzung  eines  Theiles 

y*    dz 
,  endlich 

yi—z^ 

bliebe.  Denn  vermöge  des  Zusammenhanges  der  beiden  Blätter  von  T  längs 
—  1  bis  +1  hängt  an  dem  inneren  (endlichen)  Theile  des  oberen  Blattes, 
welcher  in  Fig.  2  von  dieser  Curve    begrenzt   ist,    das    ganze   unendliche 

/dz 
—  identisch, 

also  logarithraisch  unendlich.  Man  erkennt  in  der  That,  dass  die  Bedin- 
gung ,  welche  Ende  des  §.  8  für  das  Verschwinden  von  ff{z)  dz  gegeben 
worden  ist  (durch  Betrachtung  von  Jd ig  u)  von  der  Ein-  oder  Mehrdeutig- 
keit von  fz  unabhängig  ist.  Es  ist  gar  nicht  nöthig,  das  unbestimmte  Inte- 
gral u  in  finiter  Form  zu  haben,  sondern  es  genügt,  wie  dies  Beispiel  zeigt, 
die  Betrachtung  der  Potenzen  von  z  in  der  Entwicklung  von  /*(»),  um  über 
die  Endlichkeit  des  Integrales  m  zu  entscheiden. 

Aber,  das  Integral  J  fzdz  kann  auch  noch  aus  anderen  Gründen  von 

/>  dz 

— —  — 

/zTl— 2.1— Ä*2; 

Dasselbe  bleibt  für  jeden  Werth  von  z  endlich,  dennoch  ist  das,    in  Fig.  3 

über  (a)  ausgedehnte  Integral  von  Null  verschieden,  in  der  Bezeichnung  der 

Theorie  der  elliptischen  Functionen  gleich  jf  4Ä'. 

Dies  erklärt  sich  durch  die  Betrachtungen  des  §.  5   von   selbst.     Die 

den  X  oder  yRichtungen  parallelen  oder  überhaupt  irgend  welche  im  Innern 

von  67  gezogenen  Linien  verbleiben  auch  hier  nicht  im  anfänglichen  (oberen) 

Blatte.     So  führt  z.  B.  (6)  von  der  inneren  Seite  von  («)  durch  das  untere 

Blatt  wieder   zu   dem  gegenüberliegenden  Punkte   der  äusseren  Seite   von 

(a)  und  die  Entwicklung  des  §.  5  würde  hier  nur  aussagen,  dass  das  längs 

der  inneren  Seite  genommene  Integral  ebenso  gross  ist,  wie  das  längs  der 

üQsseren  Seite  genommene.     Hier  bildet  die  Linie  (a)  überhaupt  nicht  die 
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Begrensnng  eines  Theiles  von  T,  schneidet  gar  kein,  weder  endliches  noch 
unendliches  Stück  von  T  ans. 

Die  Betrachtung  solcher  Curven  werden  wir  sofort  weiter  führen ;  wir 
sehen,  wie  das  Theorem  üher  die  hestimmten  Integrale  jetzt  folgende  Fas- 
sung annimmt: 

Ein  Integral  ist,    über    eine   geschlossene  Curve 

ausgedehnt,  Null,    wenn  diese  Curve  für   sich  allein 

genommen  die  ganze  Begrenzung    eines   Theiles   der 

Fläche  T  bildet,  innerhalb  dessen  die  unbestimmte 

Integralfunction  endlich  bleibt. 

Das   letzte   Criterium  kann  man  durch   einfache  Betrachtungen  ersetzen 

über  die  Ordnung  des   unendlichen  Werdens    der   integrirten    Function. 

Ist  h  eine  überall  endliche  Function,  so  wird,  wenn  r/'yrfz  =  0,    in   Folge 

unseres  Satzes  Auch  rh.f{z)dz=sO  sein  müssen. 

Unsere  Folgerung  aus  dem  Taylor'schen  Theorem,  dass  überall  end- 
liche Functionen  constant  sind,  wird  hier  nicht  Statt  haben ,  da  wegen  des 
Vorhandenseins  der  Verzweigungspunkte  die  Taylo  rasche  Reihe  nicht  bis 
ins  Unendliche  convergirt,  selbst  wenn  die  zu  entwickelnde  Function  end- 
lich bleibt.  Die  nach  Potenzen  z.  B.  von  f/z  —  a  fortschreitende  Reihe 
wird  nur  innerhalb  eines  um  den  Verzweigungspnnkt  z==a  concentrischen 
Kreis  convergiren,  der  alle  übrigen  Verzweigungspunkte  ausschliesst.  Die 
Bestimmung  mehrdeutiger  Functionen  durch  ihre  Eigenschaften  muss  viel- 
mehr durch  Betrachtungen  analog  denen  des  §.  11  geschehen. 

cP  u        d*  u 
Hierbei  wird  zunächst  u  als  Integral  der  Gleichung    — ^  -+-  -r-^  =  0 

nnd  dann  v  als  bestimmtes  Integral 

bestimmt.  Dies  letzte  Integral  kann  nach  dem  eben  Angegebenen ,  über 
geschlossene  Curven  ausgedehnt,  von  Null  verschieden  sein,  oder  was  das- 
selbe ist,  für  dieselbe  obere  Grenze  verschiedene  Wertbe  haben,  je  nach 
dem  Integrationswege,  und  zwar  wird  die  Möglichkeit  solcher  Verschieden- 
heiten von  der  Gestalt  der  Fläche  J,  durch  die  Möglichkeit  solcher  Curven 
wie  (a)  in  Fig.  3,  bedingt  sein. 

Wenn  also  auch  fv=u+vi  endlich  bleibt,  so  hat  man  doch  die  Eindeu- 
tigkeit von  V  nicht  in  der  Gewalt,  wenigstens  so  lange  nicht,  als  Curven 
existiren,  welche  für  sich  allein  nicht  einen  Theil  der  Fläche  T  vollständig 
begrenzen.     Zur  Betrachtung  dieser  Curven  gehen  wir  nunmehr  über. 

§.  15. 

Mehrfach  zusammenhängende  Flächen  und  ihre  Zerlegung 

durch  Querschnitte. 

Die  Möglichkeit  von  Curven,   welche  für   sich  nicht  einen  Theil  der 

Fläche  vollständig  begrenzen,  ist  auch  bei  ebenen  Flächen  vorhanden.  Be- 
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trachtet  man  z.  B.  den  Verlauf  von  — ,  damit  die   Function  innerhalb  der 

Fläche  endlich  sei,  in  einer  um  2=0  gehenden  Ringfläche  (Taf.  III,  Fig.  4), 
80  wird  die  Curve  a  für  sich  nicht,  sondern  nur  mit  der  innern  oder  äussern 
Bogrenzungslinie  zusammen  einen  Flächentheil  vollständig  begrenzen.  Das 
Wesen  solcher  Curven  liegt  darin ,  dass  eine  von  der  einen  oder  von  der 
andern  Seite  von  (a)  ausgehende  Linie  g'  oder  q"  noch  zu  Begrenzungs- 
theilen  führt  (in  (a),  Fig.  3,  ist  dieser  andre  Begrenzungstheil  die  entgegen- 
gesetzte Seite  der  Linie  (a) ;  oder  auch  ein  aus  T  herausgestochener  Punkt, 
welcher  dann  als  die  Begrenzung  der  Fläche  angesehen  werden  kann. 

Zieht  man  in  Fig.  4  irgend  eine  andre  geschlossene  Curve,  so  bildet 
diese  entweder  für  sich  eine  vollständige  Begrenzung  (wenn  sie  nicht  um 
die  innere  Durchbrechung  der  Fläche  herum  geht),  oder  sicher  mit  a  zu- 
sammen. Wir  ziehen  eine  Curve  b  der  letzteren  Art.  Das  zwischen  a  und 
b  liegende  Stück  (a,  b)  liegt  entweder  auf  der  Seite  von  a,  von  der  q'  aus- 
geht, oder  auf  der  Seite  von  /';  da  aber  eines  der  q  (in  der  Fig.  5:  q')  von 
a  nach  einer  ausserhalb  {ab)  liegenden  Begrenzung  von  T  gebt,  so  muss 
dies  q  die  Linie  b  treffen ,  da  es  die  Linie  a  kein  zweites  Mal 
trifft.  Die  Linie  b  kann  a  vollständig  ersetzen;  a  bildet  mit  je- 
dem c  einen  Flächentheil  (a,  c) ,  z.  B.  einen  Theil  (6,  a) ;  je  nach- 
dem dies  auf  derselben  oder  entgegengesetzten  Seite  von  a  liegt,  be- 
grenzt b  mite  einen  Flächentheil  (^,c)=(a,c)  +  (a,^).  Wir  zerschneiden 
nun  die  Fläche  Tlängs  q'*  und  q\  oder  längs  einer  beliebigen  von  einem 
Begronzungspunkte  von  T  bis  zu  einem  andern  gehenden  Linie  g;  die  so 
zerschnittene  Fläche  nennen  wir  T' ;  die  Linien  a  und  b  verlaufen  nicht 
im  Innern  von  T\  sind  nicht  mehr  als  geschlossen  zu  betrachten.  Da  nach 
dem  Vorigen  q^  jede  Linie  a  oder  b  trifft,  welche  für  sich  nicht  allein  die 
vollständige  Begrenzung  eines  Theiles  von  T  bildet,  so  giebt  es  keine  im 
Innern  von  T'  laufende  geschlossene  Linie  mehr,  die  nicht  eine  vollstän- 
dige Begrenzung  eines  Theiles  von  7"  wäre.  Durch  Ziehen  eines  Quer- 
schnittes q  ist  demnach  die  Möglichkeit  von  Curven  wie  a  oder  b  verschwun- 
den. Dieser  Querschnitt  zerlegt  T nicht  in  getrennte  Stücke;  wir  nennen 
T  deshalb  doppelt  zusammenhängend,  T'  aber  einfach  zusammenhängend. 

Es  kann  nun  auch  gezeigt  werden,  dass  jeder  solcher  Querschnitt  wie- 
derum denselben  Effect  haben  muss,  wie  q. 

Ziehen  wir  einen  beliebigen  Querschnitt  q^  der  die  Fläche  nicht  zer- 
stückt, so  muss  eine  Linie  innerhalb  der  Fläche  gezogen  werden  können, 
welche  von  der  einen  Seite  von  q  zu  der  entgegengesetzten  führt  und  im 
Innern  verläuft,  denn  sonst  hingen  die  Flächen  zu  beiden  Seiten  von  q 
nicht  zusammen.  Diese  Linie  würde  in  der  unzerlegten  Fläche  keine  voll- 
ständige Begrenzung  bilden ,  da  zu  beiden  Seiten  derselben  noch  Begren- 
zungstheile  liegen ,  eben  die  durch  den  Querschnitt  mit  einander  verknüpf- 
ten; wir  können  diese  Linie  als  Linie  a  benutzen  und  nun  die  vorigen  Ar- 
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gumente  anwenden,  nm  zu  zeigen,  dass  in  der  zerschnittenen  Fläche  keine 
Linie  mehr  exiatirt,  wie  a  oder  6. 

Unsre  nrapriingliohe  Fläche  hatte  die  Eigenschaft,  dass  eine  Curve  (a) 
•ezistirte.,'  welche  nicht  fitr  sich  allein,  aber  mit  jedar  andern  geschlossenen 
Cnrve  einen  «Theil  der  Fläche  vollständig  begrenzt.  Solche  Flächen  nen- 
nen wir  doppelt  znsammoK^hängend ;  sie  haben  die  Eigenschaft,  durch  jeden 
sie  nicht  zerstückelnden  Querschnitt  die  Möglichkeit  von  «Curven  wie  a  zu 
verlieren,  oder  einfach  zusammenhängend  zu  sein.  Da  in  solchen  jede  ge- 
schlossene Cnrve  eine  vollständige  Begrenzung  bildet ,  so  muss  auch ,  als 
Orenzfall  -der  im  Innern  zu  ziehenden  Curven ,  die  Begrenzung  der  ganzen 
•  Fläche  T'  aus  einem  Stücke  bestehen,  wenn  T  selbst  nicht  aus  getrennten  lie- 
genden Stücken  besteht.  Ganz  Aehnlicbes  lässt  sich  für  «omplicirtere  Flä- 
chen entwickeln,  in  denen  mehrere,  n,  Curven  a  gezogen  werden  können,  so 
dass  sie  nicht  untereinander,  aber  mit  jeder  n-f-i^°°  geschlossenen  Curve  einen 
Theil  der  Fläche  begrenzen.  Solche  Flächen  haissen  n-|-lfach  zusammen- 
hängend. 

Zunächst  kann  man  zeigen,  dass  diese  Anzahl  n  bei  andrer  Anordnung 
und  Lage  der  Curven  keine  grössere,  mithin  auch  keine  kleinere  sein  kann ; 
um  dies  zu  zeigen,  ersetzen  wir  successiv  <lie  Curven  a^ . .  an  durch  andre. 

Begrenzt  b  mit  allen  oder  einigen  der  a^ .  .an  zusammen  einen  Theil 
der  Fläche  vollständig,  ebenso  c,  so  kann  6  stets  wenigstens  eines  der  a 
ersetzen.  Das  von  b  und  «i . .  am  begrenzte  Flächenstück  sei  durch  (d,a, . .  am) 
bezeichnet;  man  hat  dann  analog  wie  bei  einem  a^  nur  .jetzt  mehrere  mög- 
liche Fälle,  da  entweder  z.  B.  {b^a^)  oder  (&,a|,a,) . .  .  oder  (^,a,  ...an)  ein 
Flächentheil  ist;  c  brauche  alle  a|..an,  nm  einen  Flächentheil  vollständig 
zu  begrenzen.  Man  hat  dann  eine  Gleichung  von  einer  der  Formen : 
(*»  Ol)  ±  (^>  «1  •  •^•)  =  {c,  b,a^..  On) 
(6, a^.a^)  ±  (c, Oj . . a«)  =  (P, b,a^.. a^) 

da  entweder  in  der  Summe  oder  in  der  Differenz  der  (links  stehenden) 
Flächen  die  gemeinsamen  Begrenzungslinien  (resp.  a| ,  oder  a|,a,...  oder 
a^.,a^  nicht  mehr  als  Begrenzungslinien  vorhanden  sind.  Auf  alle  Fälle 
kann  man  also  wenigstens  eine  der  Curven  a|..a„  durch  die  willkürlich 
neue  b  ersetzen,  z.  B.  aj,  so  dass  jetzt  jede  neue  Linie  c  mit  b^a^a^  oder 
einigen  dieser  .Linien  a  einen  Theil  der  Fläche  vollständig  begrenzen  muss, 
sowie  vorher  mit  a^^a^ .  .a»  oder  einigen  derselben. 

Man  kann  so  weiter  alle  a  durch  neue  (geschlossene)  Curven  b  er- 
setzen; diese  Betrachtung  beweist,  dass  jedes  System  von  n  Curven  fr, 
welche  unter  sich  noch  keine  vollständige  Begrenzung  bilden,  mit  jeder 
neuen  Curve  c  eine  bilden  müssen ;  es  giebt  sicher  nicht  mehr  als  je  n  an- 
derer Curven  6,  welche  a|..ai,  zu  ersetzen  vermögen,  mithin  auch  nicht 
weniger,  denn  man  kann  rückwärts  die  b  durch  a  ersetzen. 

Durch  einen  Querschnitt  kann  immer  eine  dieaex  CMX'v^tk  «\^  vni\\!»X!L^x\^ 
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yerlaufend  unmöglich  gemacht  werden.  Da  a|...a„  keine  yollstttndige 
Begrenzung  für  sich  bilden,  so  liegen  zu  beiden  Seiten,  etwa  von  «ni  noch 
Begrenzungstheile  von  J;  man  kann  daher  von  einem  Punkte  von  a  aus 
q'  und  q"  nach  diesen  beiden  Begrenzungstheilen  ziehen;  q'  und  q"  zu- 
sammen geben  einen  Querschnitt  9,  in  Folge  dessen  a«  nicht  mehr  im  In- 
nern der  (zerschnittenen)  Fläche  verläuft,  q  treffe  keine  der  Curven  a, .  .0^.1. 
Jede  geschlossene  Curve,  die  mit  a„  und  keinen  der  übrigen  oder  einigen  der 
üi . .  On^i  oder  allen  eine  vollständige  Begrenzung  eines  Theiles  der  Fläche  T 
bildet,  muss  dann,  wie  in  Fig.  5,  von  q  zerschnitten  werden,  so  dass  nur 
solche  Curven  auch  in  der  zerschnittenen  Fläche  geschlossen  verlaufen,  wel- 
che nicht  On  nöthig  haben,  sondern  mit  a, ... On—i  schon  eine  vollständige 
Begrenzung  bilden.     Man  sieht,  wie  jetzt  n  auf  n  —  1  herabgebracbt  ist. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  gerade  so  wie  bei  ft=l,  dass  jeder  nicht  zer- 
stückelnde Querschnitt  dasselbe  leisten  muss;  denn  man  kann  dann  immer 
eine  Curve  ziehen ,  welche  im  Innern  verlaufend ,  beide  Seiten  des  Quer- 
schnittes verbindet  und  diese  Curve  kann  eine  der  a, .  .  a„  ersetzen. 

Durch  jeden  nicht  zerstückelnden  Querschnitt  wird  also 
der  Zusammenhang  der  Fläche  um  1  erniedrigt  und  durch 
fiQuerschnitte  wird  die  n-f-lfach  zusammenhängende  Fläche 
einfach  zusammenhängend,  ihre  Begrenzung  besteht  dann 
aus  einer  geschlossenen  Curve. 

In  Fig.  3  z.  B.  bilden  die  Querschnitte  (a)  und  (6)  zusammen  die  ge- 
schlossene Curve  von  Taf.  III,  Fig.  6  (von  1  nach  2,  3,  4,  1). 

Die  beiden  Seiten  jedes  Querschnittes  werden  entgegengesetzt,  also 
so  durchlaufen,  dass  das  begrenzte  Flächenstück  immer  auf  derselben  Seite 
(in  Fig.  6  auf  der  linken)  der  Begrenzung  liegt. 

Ist  die  ursprünglich  gegebene  Fläche  J,  wie  in  Fig.  3,  geschlossen, 
und  (rt)  eine  der  geschlossenen  Curven ,  die  keinen  Theil  der  Fläche  voll- 
ständig begrenzen,  so  muss  eine  geschlossene  Curve  existiren,  welche  beide 
Seiten  von  (a)  mit  einander  verbindet;  denn  die  ganze  Begrenzung  von  T 
kann  man  aus  einem  aus  T  herausgestochenen  Punkte  bestehend  denken 
und  nach  diessm  müssen  sich  von  beiden  Seiten  von  (a)  aus  Linien  q'  und 
/'ziehen  lassen,  welche  zusammen  eine  geschlossene  Linie  (^)  geben.  Diese 
Linie  ist  nun  wieder  eine ,  die  keinen  Theil  von  T  vollständig  begrenzt, 
denn  (a)  verbindet  beide  Seiten  von  (6);  man  erkennt  hieraus,  dass  bei  ge- 
schlossenen Flächen  das  Vorl^andensein  einer  Linie  (a)  in\mer  das  einer 
zweiten  (6)  bedingt,  oder  dass  die  Anzahl  der  Querschnitte,  durch  welche 
T  einfach  zusammenhängend  wird,  immer  eine  gerade  ist.  Wir  bezeichnen 
diese  Zahl  mit  2p, 

§.  16. 
Weitere  Sätze  für  meTirfach  zusammenhängende  Flächen. 
In  §.  13  haben   wir  schon  Beispiele  kennen  gelernt,   welcher  Art  die 
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Fl&chen  T  sind ,  innerhalb  deren  wir  eine  algebraische  Function  s  von  z 
eindeatig  denken.     Sei 

eine  algebraische  Gleichung,  a^ . .  a  n  ganze  rationale  Functionen  von  z  vom 
m»'«  Grade ,  durch  F  Q^  ^)  =0 

bezeichnen  wir  abgekürzt  diese  Gleichung.  Dann  hat  s  für  jeden  Werth 
Yon  z  nWerthe,  die  Fl&che  T  muss  daher  aus  n  Blättern  bestehen.  Für 
gewisse  Werthe  von  z  können  mehrere  der  s  gleich  gross  werden ,  so  dass 
daselbst  Verzweigung  eintreten  kann;  die  Anzahl  der  Verzweigungs> 
punkte,  in  denen  sich,  wie  in  den  Beispielen  des  §.  13,  2  Werthe  von  s  oder 
2  Blätter  von  T  gegenseitig  in  einander  fortsetzen,  sei  w.  Nach  §.  13  sehen 
wir  einen  n  fachen  Verzweignngspunkt  (in  welchem  n+l  Blätter  zusammen- 
hängen) als  neinfache  an,  die  auf  einander  gefallen  sind.  Die  Anzahl  n; 
solcher  einfachen  Verzweigungspunkte  steht  mit  der  Anzahl  n  der  Blätter 
und  mit  p  in  einem  interessanten  Zusammenhange ,  der  auf  folgende  Weise 
gefunden  werden  kann.  Diesen  Beweis  hat  Kiemann  in  seinen  Vorlesun- 
gen gegeben. 

Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerfällt  durch  m — 1  Quer- 
schnitte in  m  getrennte  Stücke;  eine  gfach  zusammenhängende  Fläche  wird 
durch  q — 1  Querschnitte  einfach  zusammenhängend  und  kann  daher  durch 
m-\'q — 2 Querschnitte  in  m  getrennte,  einzeln  betrachtet,  einfach  zusam- 
menhängende Stücke  zerlegt  werden. 

Wird  aus  einer  geschlossenen  Fläche  ein  Punkt  ausgeschieden,  so  be- 
steht die  Begrenzung  aus  dieser  einen  unendlich  kleinen  geschlossenen 
Curve.  Scheidet  man  noch  einen  Punkt  aus,  so  ist  ein  Querschnitt,  der 
beide  Punkte  verbindet,  nöthig,  um  die  Begrenzung  zu  einer  geschlossenen 
Curve  zu  machen;  der  Zusammenhang  der  ursprünglichen  Fläche  T  wird 
durch  Ausscheiden  zweier  Punkte  um  1  erhöht,  durch  Ausscheidung  von 
n  Punkten  in  ähnlicher  Weise  um  n  —  1. 

Aus  unsrer  aus  ;i  Blättern  bestehenden  Fläche  nun  scheiden  wir 
n  Punkte  aus,  in  jedem  Blatte  einen;  seien  z.  B.  A^A^  zwei  solche  Punkte 
in  Blättern,  die  z.  B.  in  a  und  h  (Taf.  III,  Fig.  7)  in  einander  verzweigt 
«ind,  also  längs  ab  gegenseitig  in  einander  übergehen. 

Wir  ziehen  nun  folgende  Querschnitte:  von  A  über  c  nach  .^, ,  von  A 
über  d  nach  A^  und  so  in  allen  Blättern,  so  lange  noch  Verzweigungspunkte 
nicht  von  einem  Querschnitt  umgeben  sind.  Offenbar  haben  wir  dann 
ip Querschnitte;  durch  dieselben  sind  die  n Blätter  vollständig  von  einander 
abgetrennt;  z.  B.  in  Fig.  7  ist  der  unendliche  schraffirte  Theil  des  oberen 
Blattes  nur  mit  der  Spitze  cA^d  im  unteren  vereinigt,  abgetrennt  vom  in- 
nern,  endlichen  Theile  des  oberen  Blattes,  der  längs  adcb  mit  dem  ganzen 
unendlichen  untern  Blatte  zusammenhängt.  Die  Begrenzung  jedes  solchen 
Blattes,  z.  B.  des  oberen,  besteht  aus  geschlossenen  Linien  AbcA^dAy  die 
•ämmtlieh  A  gemeinschaftlich  haben,  mithin  sich  alle  \i«iC\i  ^y^'q:^^«^  v^ 
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einem  Znge  machen  lassen;  die  »Theile  sind  also  einzeln  einfach  znsammen- 
hängend.  Die  /z; Querschnitte  haben  also  die  (nach  Aosscheidung  der 
n Punkte  J^J^..)  2p+nf&ch  zusammenhängende  Fläche  in  n getrennte 
Stücke  zerlegt,  so  dass 

a)  wz=:tp  +  %n — 2. 

Aus  dieser  Gleichung  sehen  wir,  dass  in  Fig.  8  z.  B,  die  zwei  Quer- 
schnitte (a,  b)  genügen,  um  T  einfach  zusammenhängend  zu  machen,  denn 
dort  ist  r»s=2,  wc=4,  also  p=:l. 

Ein  weiterer  Zusammenhang  zwischen  rv^p^m^n  findet  sich  durch  Be- 
trachtung der  Gleichung  F(«,z)=0.  Diese  Formel  soll  jedoch  später  ent- 
wickelt werden ,  nachdem  eine  Begel  gegeben  worden  ist  für  die  Bestim- 
mung der  Anzahl  der  gemeinsamen  Wurzeln  zweier  Gleichungen. 

§.17. 

Anzahl  des  Null-  und  unendlich  Werdens  algebraischer 

Functionen  und  Anwendungen« 

Die  Fläche  T  sei  durch  ihre  2p  Querschnitte  zerlegt  und  alsdann  mit 
T'  bezeichnet. 

Die  ursprüngliche  algebraische  Function  von  s  und  z,  die  zur  Bildung 
dieser  Fläche  Veranlassung  gab ,  ist  in  T  eindeutig  und  stetig ;  sie  hat  also 
zu  beideb  Seiton  der  Querschnitte  gleiche  Werthe.  Dasselbe  gilt  offenbar 
für  jede  Function  von  z,  welche  rational  durch  s  und  z  ausdrückbar  ist;  es 
sei  ^  eine  solche  Function.     Dann  ist 

durch  die  ganze  Begrenzung  von  T'  ausgedehnt  Null ,  denn  zu  beiden  Sei- 
ten jedes  Querschnittes,  und  aus  diesen  Seiten  besteht  die  Begrenzung,  ist 

I;  also  auch  3-  gleich  gross,  während  dz  entgegengesetzte  Werthe  hat ,   da 
dz 

beide  Seiten  entgegengesetzt  durchlaufen  werden.  Dieses  Integral  ist 
gleich  der  Summe  der  Integrale  um  die  Punkte  herum  erstreckt,  in  denen 
/^^:=  00,  also  i^sO  oder  =300  ist. 

Sei  in  einem  Punkte  der  Fläche  J,  in  welchem  z=^a^  welcher  kein 
Verzweigungspunkt  ist,  so  beschaffen,  dass 

f.(z-a)« 
endlich  und  von  Null  verschieden  für  z=a;  dann  heisst  ^  unendlich  n^'^ 
Ordnung  in  diesem  Punkte;  dann  ist  fdlgl  um  diesen  Punkt  herum  gleich 
^*m27ct  (siehe  §.  8).  Ist  dagegen  der  Punkt,  in  welchem  /(/{[unendlich 
ist,  ein  solcher,  in  welchem  etwa  zwei  Blätter  zusammenhängen,  so  geht  die 
nm  ihn  verlaufende  geschlossen  e  Linie,  wie  Fig.  1  zeigt,  zweimal  herum 
und  das  Verfahren  des  §.  6  wird  als  Werth  des  Integrals  — 2m.2ni  ergeben; 
in  einem  n — Ifachen  Verzweigungspunkte  wird 

—  nm.2iii 
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als  Werth  des  Integrales  entstehen;  nennen  wir  nnn  in  einem  solchen 

Punkte  {z — a)  unendlich  klein  n*®*"  Ordnung  (    ^^  ■  unendlich  gross  n**'  oder 

unendlich  klein  —  n^^^  Ordnung),  so  sehen  wir,  lässt  sieb  der  Satz  über  das 
Verschwinden  des  obigen  Integrales  auch  hier  wie  in  §.  8  so  ausdrücken : 
Jede    algebraische,   wie    s    verzweigte   Function 
{;yon  zwirdin  Jebenso  oftunendlichgross  als  unend- 
lich klein  1.  Ordnung.    Da  ^ — c  verzweigt  ist,  wie  {;,  so 
wird  {; — c=x0  ebenso  oft,   oder  ^  erlangt. jeden  Werth 
c  geich  oft. 
Hieraus  lässt  sich  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Wurzeln  zweier  Glei- 
chungen 

F(5,z)=0,  ns,z)^0 
finden.  Die  eine  benutzt  man ,  um  den  Charakter  der  Fläche  T  nach  ihr 
zu  bestimmen;  in  f{s^z)  zählt  man  die  Anzahl  des  unendlich  Werdens  und 
hat  so  die  Anzahl  der  {SyZ)^  für  welche /"sO  wird  innerhalb  T,  d.  h.  für 
Werthenpaare  «,z,  die  der  Gleichung  F=0  genügen.  Als  Anwendung 
hiervon  soll  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Verzweigungspunkte  bei  ge- 
gebener Gleichung  F(*,z)=0  vorgeführt  werden. 

In  jedem  Verzweigungspunkte  müssen  zwei  Werthe  von  s  einander 
gleich  werden,  neben  ^=0  muss  also  noch 

3^:m=o 

ds 
bestehen. 

Aber  nicht  immer  braucht  bei  Geltung  der  letzten  Gleichung  auch 
Verzweigung  Statt  zu  finden.  Seien  nämlich  5=y,  «=i  zwei  Werthe,  für 
welche  /'sO,  so  ist  in  der  Nähe  dieser  Werthenpaare 

rechts  in  ^— . . .  ^-r-  die  Werthe  2  =  d,  5= y  eingesetzt.    Sobald  nun  -—  =0, 
öS  OV  90  CS 

TT  <  =^»  5:T<=^»  8^  ergiebt  sich  für  ^^ ^/-  ein  endliches  Verhältniss : 

(fS  OS'  ^  z  —  0  ' 

d^F     d^F 
die  Glieder  mit  ,  ^—5  können  vernachlässigt  werden  und  man  erhält 

dF 

also  für  f — y  die  zwei  entgegengesetzten  Werthe,  die  sich  um  z=d  in 
einander  fortsetzen.     Dann  ist  in  «==y,  z=Ö  ein  einfacli^T  V^W99^\^^'^- 
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punkt.  Wenn  -—=0  wäre,  so  müssten  höhere  Potenzen  von  (« — y)  be- 
rücksichtigt werden ;  es  würde  complicirtere  Verzweigung  stattfinden ;  davon 
sehen  wir  jetzt  ab. 

Wäre  -—  =0,  so  bliebe  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses die 

OZ  Z 0 

Gleichung 
sobald  hierin 


f^^Y  ——  —  > 


R  '—^  V 

sind  die  beiden  Werthe für  «=y,  z=ä  von  einander  verschieden;  die 

z — 0 

beiden  Werthe  von  s  können  sich  alsdann  nicht  in  einander  fortsetzen. 
Es  entspricht  dies  dem  Falle  zweier  sich  aufhebend  zusammengefallener 
Verzweigungspunkte. 

In  einem  einfachen  Verzweigungspunkte  ist  also 

dF      d'F.         .^   d'F  ,        ^^' 


unendlich  klein  1.  Ordnung  (wie  {s  —  y)  oder  y^^  ^)  5   ^^^  ®*°    Werthen- 

dF  dF  /d*F\* 

System  der  zuletzt  discutirten  Art,  für  welches  r—  =  0,    —-  =  0,     (  r— ,c-  i 

•^  '  ds  dz  \dsdzj 

d^Fd^F  dF 

—  TT  TTT  ?  0,  ist-—  unendlich   klein   1.  Ordnung  in  den  zwei  Punkten, 

OS      OZ*     ^  OS 

die  diesem  (y,  ^)  entsprechen.  Auf  verwickeitere  Fälle,  mehrfache  Ver- 
zweigungen und  mehrfache  Aufhebungen ,  nehmen  wir  nicht  Rücksicht ;  es 
gäbe  n;  einfache  Verzweigungspunkte,  r  Werthenpaare  (y,  d)  der  zuletzt  er- 

d  F 
wähnten  Art;  dann  zeigt  das  Vorige:  r — ist  =;w-t-2r  mal  Null  erster  Ord- 

os 

nung  innerhalb  T, 

dF 
Es  ist  leicht  anzugeben,  wie  oft  —  unendlich  l.  Ordnung  ist. 

0  s 

Seien  ^i ,  ^t  •  •  ^n  «Jie  w  Werthe  der  algebraischen  Function  s  von  z  für 

einen  Werth  von  z.     Dann  ist  identisch,  wenn  6  eine  unbestimmte  Grösse 

bedeutet : 

Hieraus  erkennt  man,  dass,  sobald  eine  der  Wurzeln,  s^,  .s^  etwa  für 
2=a  unendlich  erster  Ordnung  ist,  2=a  eine  Wurzel  von  0^=0  sein  muss; 
denn  für  eines  der  5, . .  5„  =  oo  wird  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung 
unendlich  und  die  rechte  daher  auch;  da  0  unbestimmt  ist,  muss  bei  end- 
lichem z  00=0  sein.  Die  Wurzeln  von  «0=0  ergeben  also  die  endlichen 
Werthe  von  z,  für  welche  5=00  ist.     Nun  ist 
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d  F 

—  =ö^ns»-^  +  a,  (n  —  1) 5«-^+  . .  +«^11-1 ; 

da  00^  endlich  ist,  wenn  5=00  und  der  Allgemeinheit  wegen  vorausgesetzt 

wird,  dass  die  Wurzeln  von  (io=0  nicht  mit  Verzweigungswerthen  zusam 

dF 
menfallen,  so  wird ^~  von  n — 2**^  Ordnung  unendlich,  wenn  z  endlich,  s 

CS 

unendlich ;  dies  geschieht  (im  Allgemeinen)  hei  m  Werthen  von  z,  oder  viel- 
mehr  in  mPnnkten  der  Fläche.     Ferner  wird  ^  unendlich    m^*'  Ordnung 

in    den    n Werthen    von    «,    die    zu    z=oo    gehören;    im    Ganzen  wird 

dF 
daher  —  unendlich  erster  Ordnung  in  m  (n — 2)  +  «  m = 2  w  («  —  1).    In  eben 

O  8 

dF 
80  vielen  Punkten  wird  ^— Null;  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Wurzeln  von 

O    E» 

/'(5,2)=0,  ö--=0,  ist  also 

h)  «;+2r=2m(n  — 1). 

Diese  Gleichung  wird  anders,  wenn  in  F(s^z)  a^sraConsi  ist,  also  s  und  z 
nur  gleichzeitig  unendlich  werden  und  ist  überhaupt  sehr  vielen  Ausnah- 
men unterworfen.  Wir  verfolgen  dies  hier  nicht  weiter.  Die  Richtigkeit 
der  Gleichung  (6)  vorausgesetzt,  kann  man  vermöge  (a)  (§.  16)  auch  die 
folgende  Gleichung  hinschreiben: 

p=(n  —  l)(m  —  1)—  r. 
Diese  Formel  für  p  ist  symmetrisch  nach  n  und  m.   Dies  ist  auch  noth- 
wendig,  da  offenbar  sowohl  die  rWerthenpaare  (die  gemeinsamen  Wurzeln 

von  /*=0,  ^r— =0,  5—=  0)  ungeändert  bleiben,  wenn  man  s  als  VerÄnder- 
0$  GZ         j 

liehe,  z  als  Function  nimmt,  und  auch  die  Zahl  p  dann  noch  dieselbe  sein 

muss. 

§.18. 
Bestimmung  der  t^unctionen. 

In  dem  Bisherigen  haben  wir  Mittel,  die  Gestalt  der  Fläche  T,  bei  ge- 
gebener algebraischer  Gleichung  zu  untersuchen ,  vor  Allem  die  Zahl  p  zu 
bestimmen. 

Wir  nehmen  jetzt  die  Fläche  T  als  gegeben  an  und  bestimmen  inner- 
halb derselben  Functionen  vermöge  des  in  §§.  11  und  12  auseinanderge- 
setzten Dirichle tischen  Principes.  Die  dortigen  Betrachtungen  können 
ohne  Weiteres  auf  den  jetzigen  Fall  übertragen  werden;  jetzt  bezeichnet  dT 
das  Element  nicht  mehr  eines  Gebietes  der  z Ebene,  sondern  unserer  Fläche ; 
dieselbe  besteht  aber  aus  Blättern,  welche  die  z Ebene  (oder  x^ Ebene, 
wenn  2;=:rD+yt)  parallel  überdecken,  und  so  kann  auch  jetzt  dT  durch 
dxdy  ersetzt  werden. 
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Auch  jetzt  können  wir  die  Function  von  x  und  y  bestimmen ,  welche 
Sl  (er)  zum  Minimum  macht  und  finden  dafür 

sowie  die  Bedingung  des  Verschwindens  der  Begrenzungsintegrale. 

Es  muss  hier  jedoch  auf  einen  Punkt  noch  besonders  eingegangen 
werden. 

Bleiben  wir  bei  dem  Falle  des  §.  11,  der  Bestimmung  überall  endlicher 
Functionen  stehen. 

In  §.  11  folgt,  da  a  eindeutig  ist,  aus  der  Endlichkeit  von  a  die  von 

r— ,  ^-  (siehe  §.  5,  pag.  25) ,  sobald  a  der  reelle  Theil  einer  Function  von 

ox  oy 

X'\'yi  ist  Da  a  zu  einer  solchen  specialisirt  werden  soll,  so  darf  von  vorn 
herein  also  auch,  ohne  dass  der  Allgemeinheit  Abbruch  geschieht,  ein  end- 
liches Slct  vorausgesetzt  werden. 

Jetzt  aber  kann  ^— ,  r—  unendlich  sein,  sei  auch  et  endlich ;  aber :  wird 
c  X  oy 

a  der  reelle  Theil  einer  Function  a+j^*'  von  ^r+y«,  so  ist 

dx~dy'        dy  '^  d  x 
und  i2(a)  wird  dann  zu: 

und  muss  also  endlich  sein,  wenn  a  und  ß  endlich  bleiben.  Auch  jetzt  dür- 
fen hiernach  immer  endliche  ^(a)  vorausgesetzt  werden,  da  ftir  die  zu  be- 
stimmende Function  jedenfalls  Sl  endlich  ist. 

Aus  der  letzten  Formel  folgt  aber  noch  etwas  Anderes. 

Das  Dirichlet'sche  Princip  bestimmt  die  Function  a,  welche  unter 
gegebenen  Querschnittsbedingungen  Sl{a)  zum  Minimum  macht.  Hierbei 
wird  also  Ä  endlich  vorausgesetzt  (wie  nach  dem  Vorigen  gestattet  ist);  es 
muss  aber  noch  gezeigt  werden ,  dass  auch  jedes  a,  welches  i2(a)  endlich 
lässt  und  zum  Minimum  macht ,  reeller  Theil  einer  überall  endlichen 
Function  von  x-^yi  ist;  denn  der  Satz  des  §.  12  sagt  aus,  dass  wir  bei  der 
Bestimmung  einer  Function  von  z  über  die  Unendlichkeiten  willkürlich 
verfügen  können  und  würde  demnach  falsch  sein,  wenn  schon  bei  dem  Sl(a) 
in  §.  11  unendliche  Functionen  bestimmt  werden  könnten. 

In  der  That  zeigt  die  letzte  Formel,  dass  Sl(a)  unendlich,  sobald  a  oder 
ß  unendlich  werden. 

Die  in  §.  11  (sei  T  eine  z  Ebene  oder  eine  der  bisher  behandelten  Flä- 
chen) bestimmten  Functionen  sind  demnach  überall  endlich  und  durch  An- 
gabe ihrer  reellen  Theile  an  den  einfachen  Begrenzungslinien,  und  der 
reellen  Theile  derPeriodicitätsmoduln  an  den  Querschnitten  bestimmt.   Die 


Von  Dr.  G.  Roch.  183 


Functionen  a ,  welche  in  §•  11  bestimmt  werden ,  können  keine  Unendlich- 
keiten haben,  da  sonit  SI(jk)  unendlich  werden  äiüstte. 

Ebenso  können  die  Betrachtungen  des  §•  12  über  die  Bestimmung  von 
Functionen,  welche  unendlich  werden  können,  sofort  auf  unsere  Flächen 7 
übertragen  werden. 

Offenbar  ist  hier  Sl(€0  endlich,  sobald  ä+ßi  Function  von  «+y/;  wir 
dürfen  also  auch  von  vorn  herein  Sl  endlich  voraussetaen.  Ferner  muss 
auch  Sl{a+k)  (siehe  Formel  a  des  §.  12)  endlich  sein,  nachdem  eben  vor- 
hin Discutirten,  sobald  k  reeller  Tbeil  einer  Function  von  x+yi  ist,  welche 
immer  endlich  bleibt.  Daraus  folgt,  dass  unter  den  Functionen  a+^t  welche 
Sl  zum  Minimum  machen,  nur  solche  sein  können,  deren  l  endlich  sind,  die 
also  die  für  a+ßi  gegebenen  Unstetigkeiten  und  keine  anderen  haben 
können. 

Wir  fassen  hier  besonders  solche  Functionen  ins  Auge,  Welche  durch 
Integration  aus  algebraischen ,  wie  T  verzweigten  Functionen  entstehen ; 
dieselben  können  au  beiden  Seiten  der  Querschnitte,  da  ihre  Differentiale 
beiderseits  gleich  sind,  nur  um  Constante  verschieden  sein ,  die  wir  als  Pe- 
riodicitätsmoduln  bezeichnen ;  die  ganae  Begrenzung  von  T'  besteht  aus  den 
2p Querschnitten.  Aus  §.  12  geht  hervor:  Diese  Integrale  sind,  als  Function 
ihrer  oberen  Grenze  betrachtet,  bestimmt  durch  Angabe  der  reellen  Theile 
der  2pPeriodicitätsmoduln  und  durch  Angabe  der  Functionen,  von  denen 
sie  sich  da,  wo  sie  unendlich  werden,  nur  um  Endliches  unterscheiden. 

Z.  B.  in  dem  Falle  der  Fig.  3,  für  welchen  p=l,  ist 


das  einzige  endlich  bleibende  Integral  einer  wie   T  verzweigten  algebrai- 
schen Function. 

Da  (b)  die  beiden  Seiten  von  (a)  mit  einander  verbindet,  so  giebt  das 
durch  (6)  erstreckte  Integral  an ,  um  wie  viel  w  zu  beiden  Seiten  von  (a) 

von  einander  verschieden  ist;  {b)  aber  läuft  um  die  Verzweigungspnnkte 

1 

1,  p  und  dieser  Modul  also  gleich  2j\f  19.    Ebenso  ist  der  andere  Periodicitäts- 

1 
modul  zu  bestimen.     Der  Betrag  beider  ist  daher: 


0 


2C   f-==J^=^ACK 

*/ 1/1.1—2.1  — A*2 


and 


kt 


2C   /%z==£L=±==x==4Cri: 
.t/l/|.l— x.l  — A«2 
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die  complexe  Constante  C  kann  so  bestimmt  werden,  dass  die  reellen  Theile 
von  \KC  und  AK'  Ci  beliebig  werden,  üeberbanpt,  für  irgend  ein  p,  kön- 
nen, dies  ist  der  Inhalt  von  §.  4  der  Riemann'scben  Abhandlung,  p  end- 
lich bleibende  Integrale  angenommen  werden ,  aus  denen  linear  jedes  an- 
dere endlich  bleibende  Integral  zusammengesetzt  ist. 

Bezüglich  weiterer  Entwickelungen  hierüber  verweise  ich  aufBie- 
m an n*s  Abhandlung,  §§.  5,  8,  9,  10  etc.,  und  gebe  hier  aus  dem  1.  Theile 
dieser  Abhandlung  nun  den  Beweis  des  Additionstheorems. 

§.19. 
Das  Abel'sche  Additionstheorem. 

Es  sei  i  eine  rationale  Function  von  s  und  z ,  also  algebraische  wie  T 
verzweigte  Function  von  z,  die  in  m  Punkten  der  Fläche  T  unendlich 
1.  Ordnung  werde.  Sie  erlangt  dann  (§.  17)  jeden  Werth  ebenso  oft;  es 
seien  5|,Zi  ...  5«,^  die  Werthe  von  s  und  z  in  m  so  zusammengehörigen 
Punkten.  Es  sei  nun  w  ein  tiberall  endliches  Integral ,  welches  in  diesen 
m  Punkten  die  Werthe  w  . .  .w^  habe ;  w  ist  von  der  Form 


.=  Jfis,z)dz=J^£dz 


f{s, :)  eine  rationale  Function  von  s  und  z  darstellend.   Wir  können  n>  auch 
schreiben : 


/dtv     dz 
dl  -Ti 


t'' 


oder, 


J  dz 


worin  nun  der  Factor  von  df,  da —-und --  rational    durch   s  und   z   aus- 

az  dz 

drückbar  sind,  eine  rationale  Function /*,  (5,  t)  von  s  und  z  ist,  die  für  jeden 

der  m Punkte  5,  ?, . . .  Sm^m  einen  bestimmten  Werth  annimmt.    Wir  können 

schreiben : 

i  t 

rv'^fft{s.z)dt...  fv^=^fr,(s^,z^)dS, 

zu  jedem  J  gehören  diese  m  Werthe  von  w,  oder  — .  Letzeres  ist  also  mdeu- 
tige  Function  von  f;  die  Summe  dieser  m  Werthe 

iät  eine  eindeutige  Function  von  ^,   denn  sie  bat  für  jedes  i  nur  einen  be- 
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stimmten  Wertb;  ihr  Integral  (nach  {;)  ist  der  Voraussetzung  nach,  die  wir 
fQr  w  gemacht  haben,  immer  endlich,  mithin 

w'+  . .  w^=Consl 
dw    .         .  dfo^ 

nach  §.  8  (pag.  190). 

Als  Beispiel  will  ich  die  elliptischen  Functionen  nehmen. 

Die  algebraische  Function  9  sei  von  z  durch  die  Gleichung  abhängig 

F(5,2)  =  5«(l— 2)(1— Ä«2)  — 2  =  0. 

Dann  ist  s  verzweigt,  wie  T  in  Fig.  3;  setzen  wir 

'J  l/z.l«z.l  — Ä«z 
0 
80  ist 

j/zzrssinamtv^  j/\  — z=zcosainw^  Yv  —  l^z^=^Aamw. 
In   T  erlangt  5,  welches  wir  selbst  für  {[nehmen,  jeden  Werth  zwei- 
mal, in  2,  und  z,.     Die  Gleichung  /*=0  lässt  sich  schreiben 

wobei  es  auf  den  Factor  von  z  gar  nicht  ankommt;  es  ergiebt  sich  hieraus 

2i.^f=p,  oder 

smamw  stnamtv  =—. 
k 

Zwischen  m' nuä  w"  besteht  die  Gleichung:   w' +  w"^Consl;  zur  Bestim- 
mung der  Constanten  setzen  wir  5=oo  ,  welches  t|  =  l,  ^t=rf  g»®^^ 

1 
1  kf 

w+w'=:  Jdw  -i-  Jdw^2K+  K'i, 
0  0 

w"=2A^+Ä't  — w'. 
Speciell  folgt  für  z,  =0,2-, =00:  w(oo)  =  2A'-f-Ä"f.  Sjehe  denSchlussv.§.22. 
Da  5m  am  (2A'  —  w)=5i>iam(f/),  so  erhalten  wir  durch  diese  Entwickelungen 
die  bekannte  Formel : 

sin  am  (w' + Ä' '  t)  =  - ,. 

Kstnamw 

Ebenso  leicht  ist  es,  indem  man  von  den  Gleichungeformen 

5»(1  — Z)2  — (l~Ä*z  =0 
oder 

5»(1  — A:»2)z  — (1— 2)=0 
ausgeht,  die  Formen  anzugeben,   in  die  sin  am  u  übergeht,  wenn  sich  u  um 
Jr,ir+Ä^'i  ändert. 

Das  AbeTscbe  Theorem  ist  ein  Beispiel  der  Methode,  mehrdeutige 
Functionen  durch  Betrachtung  der  symmetrischen  Verbindungen  ihrer  Aus- 
drücke zu  untersuchen. 

ZvlUehrin  f.  Mathematik  a,  PhjBik,  X.  3.  \^ 
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§.20. 
Die  ^Function. 
Behufs  der  weiteren  Entwickelung  gehe   ich  nur  auf  die  elliptischen 
Integrale  ein,  und  verweise  bezüglich   der  allgemeinen   Untersuchung  auf 
R  i  e  m  a  n  n's  Abhandlung. 

Als  O- Reihe  bezeichnen  wir 

_»  —30 

Diese  Function  hat,  wie  man  leicht  verificirt,  folgende  Eigenschaften 

und  durch  diese  beiden  Gleichungen  ist  sie  auch  bis  auf  einen  constanten 
Factor  bestimmt,  sobald  man  noch  die  Bedingung  hinzufügt,  dass  ^(v)  end- 
lich sein  soll  für  endliche  Werthe  von  v;  vermöge  der  Bedingung  ^(v+äi) 
=^(i;)  ist  die  ^Function  eindeutig,  von  e^  abhängig;  und  ist  sie  für  end- 
liche von  Null  verschiedene  e^  endlich,  so  muss  sich  ^(v)  nach  Potenzen 
von  e^  entwickeln  lassen: 

Die  A  bestimmen  sich  vermöge  ^(i;-f-a)=r-2*'~*^(v)  alle  aus  Aq. 

Diese  Entwickelung  ist  genau,  sobald  die  Reihe  wirklich  convergirt; 
es  mu8s  hier  als  bekannt  angesehen  werden,  dass  diese  Convergenz  statt- 
findet, «obald  der  reelle  Theil  von  a  negativ,  oder  g<!^l  ist* 

In  diese  i^ Function  substituiren  wir  für  v  ein  immer  endlich  bleiben- 
des elliptisches  Integral,  welches  wir  so  bestimmen,  dass  der  eine  Periodi- 
citcltsmodul  desselben  +ni  ist;  den  andern  Periodicit«atsmodul  bezeichnea 
wir  mit  a.  In  Fig.  3  bezeichnen  wir  die  inuern  Seiten  von  [a]  und  (b)  als  die 
positiven;  die  Moduln  von 


sind  dann: 


,  r dz 

J  j/zA-zA—k'z 

1 

1  if2 

/*du    ,  ,,  A/»/    , 

—  rf2  =  — 2Ä';    2    I  --(lz^2A    i: 
äz  '      J  dz 


setzen  wir 


n  t 


A*' 

so.sind  — ni  und  —  Tt~~  die  Moduln  von  v  am  Querschnitt  (/>)  und  (a);   da 

K'  und  K  reell  und  positiv  sind,  so  darf 
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^^^^w^.r^^^i/'^-'k/v*'-^. 


m  die  ^- Reihe  eingesetzt  wenden; 

K'  ^ 

ist  nun  eine  Function  von  2,  oder  vielmehr  (wegen  der  Quadratwurzel  in  dv) 
eine  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  J,  welcher  die  obere  Grenze  des  In- 
tegrales V  bestimmt. 

Es  kann  ^  als  Function  von  t; ,  oder  auch  des  Ortes  in  der  Fläche  T 
betrachtet  werden.  Beides  kommt  auf  dasselbe  hinaus  und  man  kann  sich 
auch  leicht  eine  Vorstellung  von  dem  Gebiete  der  Werthe  verschaffen/ 
welche  1;  innerhalb  Verlangt;  t;  ist  eine  complexe  Grösse,  Function  von 
2c=a:+y<  UD<^  dfts  Gebiet  der  v  muss  (siehe  §.  3)  dem  der  z  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnlich  sein;  dazu  gehört  zunächst,  dass  die  Begrenzung  des  einen 
Gebietes  auch  der  Begrenzung  des  andern  entspricht.  Zu  beiden  Seiten 
der  Querschnitte  (a)  und  (6)  von  J  ist  u  um  2A^,2Ä"i  verschieden;  diesen 
beiden  Querschnitten  entsprechen  demnach  im  Gebiete  des  u  2  Paare  pa- 
ralleler Linien ,  die  zusammen  ein  Parallelogramm  (mit  im  Allgemeinen 
krummlinigen  Seiten)  begrenzen;  die  Gestalt  der  Seiten  hängt  von  der 
Gestalt  der  Querschnitte  ,  die  Lage  eines  der  Eckpunkte  (durch  den  die  3 
andern  bestimmt  sind)  von  der  Wahl  des  Punktes  ab,  in  dem  sich  in  Fig.  3 
die  Querschnitte  treffen.  Einem  positiven  Durchlaufen  dieser  Querschnitte 
(nach  Fig.  6)  entspricht  ein  Durchlaufen  dieses  Parallelogrammes  immer  in 
derselben  Umlaufsrichtung;  da  hierbei  die  begrenzten  Flächenstücke  des 
ti Gebietes,  wie  die  Fläche  J,  immer  auf  dersölben  Seite  der  Begrenzung 
liegen  bleiben  müssen,  und  u  keine  unendlichen  Werthe  erlangt,  so  enthält 
unser  Parallelogramm  alle  Werthe  von  w,  die  möglich  sind;  jedem  Punkte 
von  T  entspricht  einer  des  Parallelogrammes  und  umgekehrt. 

Da  das  Gebiet  der  u  nicht  aus  mehreren  übereinanderliegenden  Blät- 
tern besteht,  so  ist  die  obere  Grenze  des  Integrales  u  eine  eindeutige  Func- 
tion des  Werthes  t/. 

^(v)  wird  in  T.  oder  im  Gebiete  des  für  m=— :  v  construirten  Paral- 

nt 

lelogrammes  nie  unendlich;  es  kann  0  werden  und  dann  ist  Igd^  unendlich. 
Nach  §.  17  finden  wir  die  Anzahl  der  Punkte,  in  denen  ^{y)  Null  1.  Ord- 
nung wird,  durch  Ermittelung  des  Begrenzungsintegrales 

fdlg^(xi). 
Dehnen  wir  dasselbe  über  das  ParalleJogram  aus;  längs  zweier  paral- 
lelen leiten  ist  ^(y)  in  je  zwei  Punkten  gleich  gross,  mithin  auch  -— ,  wäh- 
rend rf  V  in  beiden  Punkten  entgegengesetzte  Werthe  hat ;  das  Integral  von  die- 
sem Seitenpaare  herrührend  (welches  dem  Querschnitt  (ft)  entspricht)  ist  dem- 
nach 0;  an  den  anderen  Seitenpaaren  ist  der  Hetrag  des  Integrales  gleich 
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durch  die  untergesetzten  Zeichen  +  und  —  den  Werth  von  ^  auf  positiyer 
oder  negativer  Seite  von  (6)  verstanden,  dies  Integral  positiv  durch  die  po- 
sitive Seite  des  Querschnittes  erstreckt. 

Nun  ist  die  Differenz  der  Igd"  nach  den  Eigenschaften  der  ^Function 
gleich  — 2v  —  Const\  die  positive  Seite  von  (a)  geht  von  der  negativen  zur 
positiven  des  (6)  (vergl.  Fig.  3  und  5),  daher 

fdlge  =  —  2jdv=^27ci. 
Daraus  folgt,  dass  O  in  einem  Punkte  im  Innern  0^  wird ;  und  zwar  gilt  dies 
für  0(i;  —  c),  wenn  c  irgend  eine  Coustante.     Ist  O(r)=0,  so  ist  auch 

^(r+mni+na)=0, 
m  und  n  ganze  Zahlen;  solche  Werthe  derArgnmente  nennen  wir  congruent 
und  bezeichnen  v^v  +  m7ci-\-ua. 

d'{y  —  c)  wird  für  einen  Werth  von  v  —  c  Null  und  alle  ihm  congruenten; 
spätere  Betrachtungen  werden  uns  zeigen,  dass  ^(r)=0,  wenn 

ni  .    a 

Die  Werthe  von  v  in  den  4  Verzweigungspunkten  0,  1,t|,  qo,  sind  nach  §.10: 
ii(0)=0;      t;(l)=y;     t;(^-j  =  -  +  -;     v(ao)=,r.  +  -. 

§.21. 
Die  elliptischen  Functionen. 

Die  jetzt  entwickelten  Eigenschaften  der  ^Function  genügen,  dieselbe 
zur  Lösung  des  Umkehrungsproblems  der  elliptischen  Integrale  zu  benutzen. 
Betrachten  wir  den  Quotienten : 

0(t/  — c) 

^{u  —  ey 

Derselbe  hat  zu  beiden  Seiten  des  Querschnittes  (A)  dieselben  Werthe,  da 

beide  -^Functionen  dieselben  Werthe  haben;    dagegen  ist  am  Querschnitte 

A' 
(fl),  an  dessen  beiden  Seiten  sich  v  um  a:=lgg  =  —  n  —-unterscheidet: 

A 

+  — 

Man  kann  nun  c  —  €-=  —  machen,  so  ist 
2 


eine  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  7",  welche  beiderseits  an  (^)  gleiche, 
an  (//)  cntgogongoseiyAe  Werthe  hat.     Macht  man  r=0,  so  wird 
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tmendlich,  wenn  2=00;  denn  dann  ist  t;  =  7i;i  +  7- und  ^fv  +  —j=0\  fer- 
ner ist  O(v)=0,  wenn  2=25  ,  da  dann  v=-7  H .     Das  Quadrat  unseres 

Quotienten  hat  zu  beiden  Seiten  aller  Querschnitte  dieselben  Werthe,  und 
wird  0',  wenn  2=  75  ;  es  wird  00',  wenn  z  =  oo,  stimmt  also  mit  (1  —  ä*z)  in 
allen  Eigenschaften  überein.  Denn  dieser  Ausdruck  wird  mit  genanntem 
Quadrate  gleichzeitig  0  und  cx>  zweiter  Ordnung,  da  2=7;^  und  zsQoVer- 

zweigungspunkte  von  T  sind.  Das  Verhältniss  beider  Grössen  ist  mithin 
ttberall  endlich,  beiderseits  an  den  Querschnitten  gleich,  also  constant. 
Man  hat  also 

9{v) 


& 


(«+?) 


==Aj/i—k'2 


Dies  findet  auch   auf  folgende  Weise   eine  Bestätigung:  ^1  —  k*z,    stetig 

durch  (b)  fortgesetzt,   geht  ins  Entgegengesetzte   über,   da  (6)  um  2=  rt 

herumgeht;  diese  Eigenschaft  hat  auch  der  Quotient  der  ^Functionen. 
Durch  (a)  fortgesetzt,  geht  ^1 — Ar'z  nach  einem  Umgange  in  denselben 
Werth  über,  wie  wir  dies  von  den  -^  Functionen  wissen. 

d(t;--c)  hat  in  jedem  Punkte  von  T  einen  Werth;  wir  können  daher 
durch  den  Quotienten  von  •&  Functionen  algebraische  Functionen  von  2  aus- 
drücken, die  in  T  eindeutig  bestimmbar  sind,  ohne  wie  T  verzweigt  zu  sein. 
Wir  haben  in  j/i — k*z  ein  solches  Beispiel;  diese  Function  wird  eindeutige 
Function  des  Ortes  in  7,  wenn  man  ihm  zu  beiden  Seiten  von  (a)  entgegen- 
gesetzte Werthe  beilegt.  Die  Entwickelung  zeigt,  wie  diese  Factoren  +i 
oder  — 1,  um  welche  sich  die  Werthe  eines  Quotienten 

0(v  — c) 

zu  beiden  Seiten  der  Querschnitte  unterscheiden,  von  der  Differenz  c  —  e 
bestimmt  werden. 

Wir  können  noch  andere  solche  Quotienten  bilden.  Offenbar  ist  ^z 
ähnliche  Function  des  Ortes  in  T,  wie  ^1— /r'z;  "/z  aber  hat  zu  beiden 
Seiten  von  (a)  gleich  grosse ,  zu  beiden  Seiten  von  (6)  entgegengesetzte 
Werthe,  da  (a)  um  z=0  herumläuft,  (6)  keinen  Verzweigungspunkt  von 
yz  in  sich  enthält.  Da  ^  unendlich  wird  mit  ^1 — Ar'z,  so  müssen  wir 
dieselbe  O Function  in  den  Nenner  nehmen: 
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^ L^  ß  — V 

*("+t) 

geht  offenbar  ins  Negative  über,  wenn  v  in  v  +  ni  übergeht;  an  (a)  erlangt 
der  Ausdruck  den  Factor 

welcher  +1  ist,  sobald: 

ni  ,    n 

c^ . 

2^2 


Hiernach  ist  zu  erwarten,  dass 

^  /        7t  i      a\ 
V  2         2/ 


^ 


h'i) 


=  ^/z; 


dies  wird  dadurch  bestätigt,  dass  die  •& Function  des  Zählers  für  v=0,  d.h. 
2=0  verschwindet. 

Aehnlich  kann  j/i  —  z  gebildet  werden.     Es  genügt,  d«s  Resultat  an- 
zugeben : 


Q  Factor 


Es  ist  noch  nöthig,   die  constanteu  Factoren  zu  bestimuien.     Ich  will 
dies  nur  in 


Ay\= 


ausführen.     Setzen  wir  2  =  1,  so  folgt: 

Kl)«-' 


^==- 


Setzen  wir  ^=7^,  so  kommt: 


%{v) 


A 
k 


"      Kl)    " 

und  durch  Multiplication 

a 

Diese  Ausdrücke  können  eleganter  geschrieben  werden,  indem  man 
die  %{y  —  c)  mit  den  Exponentialfactoren  voreinigen  kann  zu  allgemeine- 
ren Reihen.     Z.  B.  werde  zu  • 


von  i^r.  vj.  xvuuu* 


\  2         2/  _ao 

der  constante  Fiictor 

hinzugefügt,  so  entsteht  die  Reihe 

oo(,-l)'.-H.(,-l)(»-»J) 

—  00 

die  wir  nach  Riemann  als  ^(})(v)  bezeichnen.     Ea  ist  die  ^| -Reihe  Ja- 

«I 
cobi^s  (bis  auf  einen  Factor  e  ^).  Während  unsere  erste  ^-Reihe  die  Eigen- 
schaft hat, 

^(_v)=d(t;), 
ist  hier 

*(l)(-^t,)=-<^(l)C«). 

Man  erkennt  dies  sofort,  indem  man  n  mit  — n  vertauscht,  dann  muss  die  Reihe 
für  ^(})(i;)  denselben  Werth  geben,  und  es  zeigt  sich,  dass  man  den- 
selben Effect  erhält,  indem  man  v  in  — t;  verwandelt  und  mit  e^*= — 1 
multiplicirt.     Aehnlich  kann  man  die  zwei  anderen  d- Reihen  umformen: 

Diese  Reihen  sind,  wie  ^(t;),  gerade  Functionen  von  v.  Hierdurch  ist  zu- 
gleich bewiesen,  dass  ^ 

denn  ^{\){v)=se-'^ ^(v j  ist  ungerade,  also  gleich  Null,  wenn 

In  diesen  Entwickelungen  ist  die  Bezeichnung  der  Querschnitte  den 
Riemann^schen  entgegengesetzt;  wir  können  aber  auch  das  Argument 
«BsCti  der  O Function  so  bestimmen,  dass  der  Modul  von  v  an  (a)  gleich  ni 

ist;  er  wird  dann  in  (6)  gleich  — n—,^   nach    Jacob i*scher    Bezeichnung 

gleich  Igq  und  wir  können  so  zu  der  einen  Jacob  loschen  Transformation 
der  d  Functionen  gelangen. 

Noch  andere  Transformationen  werden  dadurch  erlangt,  dass  man 
die  Querschnitte  anders,  als  in  Fig.  3,  legt,  sondern  etwa,  so  wie  die  Taf.  III, 
Fig  8  und  9  zeigen. 

Man  kann  Cso  bestimmen  (in  v=^Cu\  dass 

I*  OD 

2   fdv==  +  ni,    2   fdv=i  +  nij 

0^  r 
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den  Fig.  8  und  9  resp.  entsprechend.  In  beiden  Fällen  kann  man  dann 
auch  die  Moduln  an  dem  andern  Querschnitte  svt  machen  und  erhftlt  so  die 
6  Transformationen,  die  Rosenhain  in  seiner  gekrönten  Abhandlung  über 
die  4  fach  periodischen  Functionen  mit  erwähnt. 

Die  Ausführung  dieser  Rechnung  würde  hier  zu  weitläufig  sein. 

§.  22. 

Den  Schluss  möge  eine  Betrachtung  bilden,  die  sich  dem  Gedanken 
anschliesst,  den  Riemann  in  §.  20  seiner  Abhandlung  ausführt. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  die  endlich  bleibenden  Integrale,  die  Integrale 
erster  Gattung  betrachtet.  Es  giebt  aber  auch  Integrale  2.  und  3.  Gattung, 
welche  in  Punkten  von  T  unendlich  1.  Ordnung  oder  logarithmisch  unend- 
lich werden. 

Es  bezeichne  u  ein  endlich  bleibendes  Integral  und  zwar  habe  dasselbe 
an  den  Querschnitten  (a)  und  (6)  die  Periodicitätsmodul  a  und  b\  v  sei  ein 

Integral,  welches  in  Punkten  ^t^j,  s^z^  etc.  unendlich  werde  wie , 

Z Z| 

;   der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  voraus,  diese  Punkte  seien 


keine  Verzweigungspunkte  und  liegen  im  Endlichen. 

Betrachten  wir  das  durch  die  ganze  Begrenzung  von  T'  ausgedehnte 
Integral 


/• 


u---az. 
dz 


Die  Querschnitte  mögen  liegen,  wie  Fig.  6  zeigt.    Die  Periodicitätsmoduln 
von  V  seien  an  (a)  und  (6)  resp.  A,  B.    '  Unser  Integral  ist  identisch  mit 


/' 


(,u-u)p^dz. 


durch  die  positiven  Seiten  der  Querschnitte  positiv   erstreckt.     Nun  ist  an 

(a):  u  —  M=a;  (a)  führt  von  ( — b)  zu  {+ b)  also:  /  —dz=^B, 

4-      _  J  dz 

An  (b)  ist:  u — m=6,  /  -y-dz=  —A^   mithin  der  Betrag  des   ganzen 

4-     —        J  dz 

Integrales  gleich  aß — bA.  Dasselbe  ist  auch  gleich  der  Summe  der  um 
alle  Punkte  t,,2, . .  .  genommenen  Integrale.  In  der  Nähe  von  z=Zi  schrei- 
ben wir: 

ähnlich  in  z,  etc.;  dies  ergiebt 

\     dz           dz  ) 

^''  .    C  dz 
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80  ist 


2. 


J  dz  '  J  dz 


1 

-7-=l— ; —  etc.,  mithin: 

^^       "/z,.!  — z,.l  — Ä«Zi 

£UB+KA=-i(- "^  +  ^'      +  .\ 

\/rt.l— z,.l— Ä«zj       yzt.l  —  z^.l—k*zt         ) 
Dies  ist  die  Gleichung,  welche  den  einen  Periodicitätsmodul  des  nicht 
endlich  bleibenden  Integrals  v  von  der  Lage  der  Punkte  abhängig  macht, 

wo  vz=  00. 

Es  giebt  noch  Integrale  3.  Gattung,  welche  in  gewissen  Punkten  loga- 
rithmisch unendlich  werden.  Die  Logarithmen  algebraischer,  wie  T  ver- 
xweigter  Functionen  sind  specielle  Fälle  solcher  Integrale,  nämlich  solche, 
bei  denen  die  Periodicitätsmoduln  sämmtlich  gleich  Null  gemacht  werden 
können.  Sei  {;  rational  durch  ;  und  z  ausgedrflckt,  in  m  Punkten  von  T 
unendlich  1.  Ordnung,  also  auch  in  mPunkten  Null  1.  Ordnung;  wird  jeder 
Querschnitt  um  ebensoviel  Null,  als  Unendlichkeitspunkte  herumgeführt,  so 
sind  die  Periodicitätsmoduln  von  Ig^  Null,  da  Ig^  um  diese  Punkte  herum 
um  Ini  resp.  ab-  oder  zunimmt.     Betrachten  wir 

^udlgl 
durch  die  ganze  Begrenzung  von  T  erstreckt;  dasselbe  ist  Null,   wie  man 
durch  dasselbe  Verfahren  findet,  welches  hei  Ju  dv    in    Anwendung    ge- 
bracht wurde.     Das  Integral  ist  aber  auch  gleich  der  Summe  der  Integrale 
um  die  ünendlichkeitspunkte  von  Igi  herum  erstreckt.     Seien  nun 

die  Werthe  von  u  in  den  mPunkten,  wo  (  =  cx>',  und   in  den  mPunkten, 
wo  i=0^,  so  giebt  dies 

QU'  +  ..+  r^W  — w'  —  ..  — !/("•))  2äi=0, 
die  Summe;  da  i — c  mit  {;  gleichzeitig  unendlich  aber  in  den  mPunkten 
Null  wird,  wo  i  den  Werth  c  erlangt,  so  liegt  hierin  ein  neuer  Beweis  für 
das  AbeTsche  Additionstheorem,  auf  elliptische  Integrale  angewendet 

Haben  die  Querschnite  eine  solche  Lage,  dass  Igi  Periodicitätsmoduln 
hat,  die  dann  nothwendig  Vielfache  2ni  sind  ,  so  erhalten  wir  ,  das  Con- 
gruenzzeichen  im  Sinne  des  §.  20  verstanden, 

U'  +  ..+  r7(">  =  u  +  ..  +  ii("). 

Sind  u  . .  !<('")  die  Werthe  von  u  in   mPunkten,   wo  {;  irgend  einen 
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Werth  c  erlangt,  so  ändert  sich  also  der  Werth  der  Summe  u  +  ,  .  +  «(") 
sprungweise,  sobald  einige  dieser  Punkte  bei  Aendcrung  von  c  die  Quer- 
schnitte überschreiten. 


IX. 

Beiträge  zur  Oeschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von  Dr.  Eduabd  Zetzsche. 


IT.  Die  Doppeltelegraphie. 

(Erste  AbtheiluDg). 

Zu  den  für  die  Wissenschaft  interessantesten  Partien  der  Telegraphie 
gehört  unstreitig  die  Doppeltelegraphie,  worunter  man  die  gleichzei- 
tige Beförderung  zweier  Telegramme  auf  einem  und  demselben  Drahte  yer- 
steht;  der  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  aufgewandte  Scharfsinn  aber  macht 
diese  Partie  zugleich  zu  einer  der  lehrreichsten.  Da  zwei  Telegramme 
auf  demselben  Drahte  gleichzeitig  entweder  in  derselben  Richtung  oder  in 
entgegengesetzen  Kichungen  befördert  werden  können,  so  ist  die  Doppel- 
telegraphie in  zwei  verschiedenen  Weisen  denkbar,  und  man  bezeichnet  sie, 
um  kurz  sein  zu  können,  als  telegraphisches  Doppelsprechen,  wenn 
die  beiden  Telegramme  auf  demselben  Drahte  gleichzeitig  nach  derselben 
Richtung  hin  befordert  werden,  dagegen  als  telegraphisches  Gegen- 
sprechen, wenn  die  Beförderung  der  beiden  Telegramme  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  hin  erfolgt. 

Bei  dem  telegraphischen  Gegensprechen  scheint  es  zunächst  nöthig, 
dass  man  an  den  beiden  Enden  der  Drahtleitung  elektrische  Batterien  von 
gleicher  Stärke  derart  aufstellt,  dass  sie  mit  demselben  Pole  mit  der  Draht- 
leitung verbunden  sind ,  ihre  Ströme  also  den  Draht  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchlaufen;  da  nun  aber  hierbei  unausbleiblich  häufig  beide  Bat- 
terien zugleich  geschlossen  sein  werden,  und  ihre  Ströme  sich  in  diesem 
Falle  im  Drahte  aufheben  müssten,  so  hielt  man  lange  Zeit  das  Gegenspre- 
chen für  unmöglich.  Das  unbehinderte  Durcheinandergehen  der  Lichtwel- 
len und  der  Schallwellen  jedoch  und  die  vielseitige  Uebereinstimmung 
zwischen  Elektricität,  Licht  und  Schall,  besonders  aber  die  Thatsache,  dass 
in  einer  Telegraphenstation  mit  mehreren  einmündenden  Leitungen  doch 
eine  einzige,  allen  Leitungen  gemeinschaftliche  Erdleitung  ausreicht. 


am  alle  anf  den  yerschiedenen  Leitungen  einlangende  Ströme  znr  Erde 
(and  nach  ihrem  Ausgangspunkte  zurück)  zu  führen,  was  eine  Vermischung 
oder  Verschmelzung  der  Ströme  auszuschliessen  schien,  führte  den  damali- 
gen österreichischen  Telegraphendirector  Dr.  Ointl  zu  der  Annahme,  dass 
mehrere  elektrische  Ströme  in  einem  Drahte  vorhanden  sein  könnten,  ohne 
sich  gegenseitig  zu  vernichten  oder  zu  stören ,  womit  zugleich  auch  eine 
Möglichkeit  des  Oegensprechens  gegeben  gewesen  wäre.  Diese  Annahme, 
welche  Dr.  Gintl  durch  mehrere  Versuche  zu  beweisen  suchte  (vergl.  u.  A. 
Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien,  Bd.  14 
S.  401  und  daraus  in  Zeitschrift  des  österreichischen  Ingenieur- Vereins, 
1855 ,  S.  13Ö  und  in  Zeitschrift  des  deutsch-österreichischen  Telegraphen- 
Vereins,  II.  Jahrg.,  S.  202;  ferner:  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik, 
I.  Jahrg.,  S'.  101;  ferner  Dingler,  polytechnisches  Journal,  Bd.  138,  S.  30), 
wurde  von  verschiedenen  Seiten  heftig  bekämpft,  wobei  man  sich  besonders 
auf  das  Ausbleiben  der  chemischen  Wirkung  in  zwei  in  denselben  Schlies- 
sungskreis entgegengesetzt  eingeschalteten  Batterien  und  auf  das  Ausblei- 
ben der  Erwärmung  im  gemeinschaftlichen  Schliessungsdrahte  stutzte 
(vergl.  u.  A.  Poggendorff,  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  06, 
S.  00  und  daraus  in  Zeitschrift  des  Telegraphen  -  Vereins  II,  S.  100;  ferner 
Poggendorff,  Annalen  08,  S.  121  und  Annales  te'legraphiques,  1861,  S.  145 ff.). 
Für  die  Telegraphie  ist  es  von  wenig  Belang,  ob  jene  Annahme  berechtigt 
ist  oder  nicht,  denn  für  diese  (und  wohl  auch  sonst)  liegt  der  Hauptton  bei 
der  ganzen  Streitfrage  nicht  darauf,  was  in  der  eigentlichen ,  gemeinschaft- 
lichen Leitung  geschieht,  sondern  vielmehr  darauf,  wie  sich  in  den  vorhan- 
denen Nebenleitungen  oder  Nebenschliessnngen  der  Batterien  die  Vorgänge 
und  besonders  die  Stromstärken  herausstellen;  und  es  lassen  sich  daher 
auch  die  Erscheinungen  bei  der  Doppeltelegraphie  ebensowohl  erklären, 
wenn  man  die  Möglichkeit  des  gleichzeitigen  Vorhandenseins  mehrerer 
Ströme  in  demselben  Drahte  zugesteht,  als  wenn  man  dieselbe  abläugnet, 
und  die  Möglichkeit  der  Doppeltelegraphie  fällt  und  steht  demnach  um  so 
weniger  zugleich  mit  jener  Annahme ,  als  eben  beim  Doppeltelegraphiren 
die  Vorgänge  in  der  eigentlichen  Drahtleitung  kaum  von  einiger  Wichtig- 
keit sind,  während  vielmehr  das  Gelingen  wesentlich  durch  die  Einrichtung 
der  die  telegraphischen  Zeichen  vermittelnden  Apparate  bedingt  und  von 
den  Vorgängen  in  diesen  abhängig  ist.. 

Wenn  nun  aber  trotzdem  und  trotz  vieler  im  Grossen  angestellter  und 
gut  gelungener  Versuche  die  Doppeltelegraphie  sich  bis  jetzt  noch  nicht 
eine  bleibende  Anwendung  in  dem  Betrieb  auf  den  jetzt  so  ausgedehnten 
und  zum  Theil  fast  mit  Telegrammen  überladenen  Telegraphenlinien  zu 
erringen  und  zu  behaupten  vermochte,*)  so  ist  der  Grund  hiervon  vornehm- 


*)  In  Deutschland  wird  meines  Wissens  das  Gegensprechen  höchstens  gelegent- 
lich sum  Collationir  en  (d.  h.  sam  gleichseitigen  Zurückgeben  behufs  der  Controle) 
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lieh  darin  zu  finden,  dass  die  Doppeltelegrnphie  dorn  eigentlichen  Betriebe 
durchaus  nicht  so  grosse  Vortheile  und  Erleichterungen  zu  gewähren  ver* 
mag,  als  man  zu  glauben  geneigt  ist.  Zunächst  ist  es  nämlich  geradezu 
unmöglich,  auf  einem  Drahte  mit  Doppeltelegraphie  so  viel  Telegramme  zn 
befördern,  als  man  auf  zwei  Drähten  hei  einfacher  Telegraphie  in  der  näm* 
liehen  Zeit  zu  befördern  vermag;  denn  es  geht  bei  der  Doppeltelegraphie 
bei  Beginn  und  während  der  Correspondenz  durch  Rufen  und  Einstellen 
der  Apparate  um  so  mehr  Zeit  ungenützt  verloren,  je  grösser  die  Schwan- 
kungen in  dem  Widerstände  der  Leitung  in  Folge  ungünstiger  Witterung 
und  dergl.  sind ,  je  häufiger  ein  Wechsel  zwischen  den  mit  einander  cor- 
respondirenden  Stationen  eintritt  und  je  weniger  Oewandheit  und  lieber- 
blick  die  Beamten  in  Handhabung  der  Apparate  haben,  je  öfter  namentlich 
Zwischenbemerkungen,  Berichtigungen  n.  s.  w.  noth wendig  werden,  wobei 
es  besonders  schwer  in's  Gewicht  fällt,  dass  der  empfangende  Beamte  kei- 
nen Taster  zur  Verfügung  hat,  um  seinen  Correspoudenten  zu  unterbre- 
chen und  eine  Wiederholung  oder  Berichtigung  zu  veranlassen,  dass  er  dies 
vielmehr  nur  kann,  indem  er  zugleich  das  gleichzeitig  von  seiner  eigenen 
Station  abgehende  Telegramm  unterbricht.  Ja,  aus  diesem  Grunde  darf 
,  man  sich  einen  durchgreifenden  Vortheil  von  der  Anwendung  der  Doppel- 
telegraphie erst  dann  versprechen,  wenn  das  Gegensprechen  und  das  Dop- 
pelsprechen beliebig  mit  einander  verbunden  werden  können.  Was  ferner 
den  Kostenpunkt  anlangt,  so  ist  bei  der  Doppeltelegraphie  der  Aufwand 
für  die  Beamten,  da  mau  für  jedes  Telegramm  doch  stets  einen  aufneh- 
menden und  einen  gebenden  Beamten  haben  muss,  nicht  nur  nicht  kleiner, 


langer  Telegramme  benutzt,  und  zwar  werden  dabei  die  Apparate  so  eingeschaltet, 
dass  sie  das  Telegramm  ohne  Zuthun  eines  Beamten  selbsthätig  zurückgeben.  Viel 
günstiger  lautet  eine  Mittheilung  über  das  Gegensprechen  in  Holland  (in  Annales  Ul^gr, 
1863,  S.  271),  wo  es  seit  7  Jahren  täglich  von  früh  bis  Abend  auf  einem  Drahte  swi- 
sehen  Amsterdam  und  Rotterdam  mit  vollständigem  Erfolg  angewendet  wird.  Bis 
1861  waren  daselbst  besonders  construirte  Apparate  von  Siemens  &  Hai sk  e  in 
Gebrauch,  seitdem  der  Druckapparat  vonDigney,  welcher  noch  weit  besser  arbeitet. 
Au  dem  Dra^t  Amsterdam  -  Brüssel  benutzt  man  ein  express  von  Dign  ey  fr&res 
nach  den  Angaben  des  holländischen- Ingenieurs  Wenkehach  construirtes  äusserst 
empfindliches  Relais  mit  4  Spulen,  die  so  angeordnet  sind,  dass  ihre  Armatur  die  Form 
eines  Kreuzes  hat.  Die  Gruppirung  .der  Batterie-Elemente  erfordert  besondere  Auf- 
merksamkeit und  ist  von  grosser  Wichtigkeit.  Zunächst  braucht  der  Strom  nicht  viel 
kräftiger  zu  sein ,  als  bei  einfacher  Telegraphie ,  doch  erleichtert  es  die  Regulirung 
der  Relais  und  der  Rh^os taten,  wenn  der  Strom  kräftiger  auf  der  Empfangsstation  an- 
kommt. Zweitens  und  hauptsächlich  muss  man  auf  den  Widerstand  der  verwendeten 
Elemente  Acht  haben ,  weil  mit  dessen  Grösse  die  Differenz  der  Stromstärken  bei  den 
verschiedenen,  beim  Gegensprechen  auftretenden  Stromläufen  wächst.  Bisweilen 
muss  man  sogar  die  übrigens  sehr  wichtige  Constanz  der  Batterien  zu  Gunsten  eines 
geringen  Widerstandes  opfern.  Man  befördert  bei  dem  Gegensprechen  5  Telegramme 
in  derselben  Zeit,  in  der  man  bei  einfachem  Telegraphiren  nur  3  befördert. 
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sondern  er  wird  verhältnissmHssig  sogar  etwas  grösser,  als  bei  einfacher 
Telegraphie  auf  zwei  Drähten ,  weil  mehr  Zeit  ungenützt  verloren  geht. 
Dadurch  und  durch  die  höheren  Anschaffnngs-  und  Reparaturkosten  der 
meist  künstlicheren  oder  selbst  zahlreicheren  Apparate  werden  die  Erspar- 
nisse ans  dem  Wegfalle  euies  Leitungsdrahtes  wenigstens  zum  Theil  wieder 
aufgezehrt.  Endlich  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  bei  Anwendung  der 
Dopp eitel egraphie  jede  Störung  oder  Unterbrechung  einer  Leitung  auf  den 
regelmässigen  Betrieb  fast  eben  so  störend  einwirkt,  wie  bei  einfacher  Te- 
legraphie die  Störung  und  Unterbrechung  zweier  Leitungen. 

Die  Einschaltung  der  Apparate  zur  Doppcltelegraphie  setzt  nicht  die 
Anwendung  einer  bestimmten  Gattung  von  Empfangsapparaten  voraus, 
lässt  sich  vielmehr  in  der  Regel  ganz  leicht  auf  verschiedene  Gattungen 
derselben  anwenden.  Wenn  daher  im  Nachfolgenden  vorwiegend  von  der 
Einschaltung  zur  Doppeltelegraphie  bei  Benutzung  des  so  ungemein  ver- 
breiteten Morse^schen  Drucktelegraphen  die  Rede  sein  wird,  so  schliesst 
dies  die  Anwendung  anderer  Empfangsapparate,  besonders  der  Nadeltele- 
graphen, der  chemischen  Telegraphen,  der  Zeiger-  oder  Typendrucktele« 
graphen  (vergL  z.  B.  in  Betreff  des  Typendrucktelegraphen  von  Hughes 
Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  V,  S.  309  oder  polytechnisches  Cen- 
iralblatt  18G4 ,  S.  1018)  keineswegs  aus.  Wenn  die  zur  Erklärung  der  Ein- 
schaltungsweisen von  mir  gegebenen  Skizzen  von  den  in  den  Originalquel- 
len befiudlichec  Abbildungen  vielfach  abzuweichen  scheinen,  so  ist  doch  im 
Wesentlichen  keine  Abweichung  vorhanden,  und  ich  hoffte  durch  eine  mög- 
lichst gleichmässige  Skizzirung ,  besonders  aber  durch  möglichst  einfache 
und  durchsichtige  Skizzen,  das  Erfassen  des  Wesentlichen  und  eine  Ver- 
gleichung  der  einzelnen  Methoden  nur  um  so  leichter  zu  machen. 

Bevor  ich  an  die  ausführlichere  Beschreibung  der  einzelnen  Einschal- 
tungsweisen für  die  Doppeltelegraphie  gehe,  scheint  es  gut,  einen  Blick 
auf  den  Grundgedanken  und  die  Grunderfordernisse  der  Doppeltelegraphie 
überhaupt  und  der  verschiedenen  Einschaltungsweisen  insbesondere  zu 
warfen.  Während  bei  der  einfachen  Telegraphie  die  Einschaltung  so  ge- 
wählt zu  werden  pflegt,  dass  beim  Fortgeben  eines  Zeichens,  also  beim 
Niederdrücken  des  Tasters  einer  Station  der  zugehörige  Empfangsapparat 
dieser  Station  aus  der  Leitung  ausgeschaltet  ist,  damit  auf  ihm  nicht  unnö- 
thiger  Weitte  die  fortgehenden  Zeichen  mit  erscheinen  und  zu  Störungen 
oder  Irrthümern  Anlass  geben ,  reicht  es  bei  der  Doppeltelegraphie  nicht 
aus,  den  Empfangsapparat  ununterbrochen  in  der  Leitnng  eingeschaltet  zu 
lassen,  sondern  es  ist  ganz  wesentlich  und  unerlässlich  dahin  zu  wirken, 
dass  dennoch  auf  dem  Empfangsapparate  jeder  Station  nur  die  einlangen- 
den, nicht  auch  die  von  der  Station  fortgegebenQ^  Zeichen  erscheinen ,  da- 
mit nicht  beide  sich  vermengen.  Eine  eigenthümliche,  wie  wohl  kaum  zur 
eigentlichen  Doppeltelegraphie  zu  rechnende  Weise,  zwei  Telegramme 
gleichzeitig  auf  demselben  Drahte  zu  befördern,  be&le\\l  do^Vwi^  ^%.^%  \sw^w 
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die  zwischen  den  Zeichen  des  einen  Telegrammes  nothwendigen  Zwischen« 
rftnme^  in  denen  bei  einfacher  Telegraphie  (beim  Telegraphiren  mit  Ar- 
beitsstrom)  kein  Strom  die  Leitung  durchläuft,  dazu  benutzt,  um  in  ihnen 
die  Zeichen  des  zweiten  Telegrammes  durch  die  Leitung  zu  senden.  Vor- 
schlXge  der  Art  wurden  zuerst  185t  und  seitdem  w*iederho]t  gemacht;  weiter 
unten  sollen  sie  ausführlicher  besprochen  werden.  Bei  der  eigentlichen 
Doppeitelegraphie  sind  die  Ströme  für  dasselbe  Telegramm  nicht  an  gewisse 
Zeiten  oder  Pausen  in  dem  andern  gebunden,  sondei'n  sie  können  zu  jeder 
Zeit  gegeben  werden,  es  können  also  auch  Ströme  beider  Telegramme  su- 
sammentreffen.  Die  erste  Lösung  des  Gegensprechens  stammt  von  Ointl, 
Juli  1853;*)  das  Erscheinen  der  von  einer  Station  ausgehenden  Zeichen 
auf  dem  Empfangsapparate  dieser  Station  ist  durch  Anwendung  einer  Aas- 
gleichungsbatterie verhütet.  Aehnliche  Lösungen  gaben  Nystrom  (De- 
cember  1855)  und  zur  Ned den  (Januar  1855).  Eine  Unterdrückung  der 
eigenen  Zeichen  durch  Zweigströme  der  Linienbatterie  versuchten  Fri- 
schen (März  1854),  Siemens  &  Halske  (Herbst  1854),  Stark  (1855); 
desgl.  Edlund  (März  1854)  und  Mar on  (1863).  Denselben  Zweck  such- 
ten Kohl  (1862)  mittelst  zweier  Relais,  Schreder  (1860)  durch  Mitwirkung 
einer  Feder  und  Frischen  (1863)  durch  Anwendung  zweier  Telegraphir- 
batterien  zu  erreichen.  Auch  die  Aufgabe  des  Doppelsprechens  wurde 
zuerst  von  Ointl  gelöst,  welcher  die  Beschreibung  seiner  Methode  den 
19.  Juli  1855  in  der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften  versiegelt  nieder- 
legte (Zeitschrift  des  Telegraphen  -  Vereins  II,  219;  III,  55),  doch  ist  über 
dieselbe  weiter  nichts  bekannt  geworden.  Noch  in  demselben  Jahre  folg- 
ten Stark  und  Siemens,  welche  3  Ströme  von  verschiedener  Stärke, 
aber  gleicher  Richtung  anwendeten.  Im  October  1855  übergab  Dr.  Bern- 
stein in  Berlin  der  Redaction  der  Zeitschrift  des  Telegraphen- Vereins  die 


*)  Eine  kurze  Notiz  in  der  2.  Ausgabe  von  Moigno^s  traite  de  tiUgraphie  elec- 
/ri^Mtf  über  ähnliche ,  schon  im  Jahre  1847  angestellte  Versuche  von  G  oun eile  & 
Brequet  ist  vom  Abb^  Mo  igno  selbst  später  als  irrig  bezeichnet  worden  (ve^l. 
Zeitschrift  des  Telegraphen-Vereins  II,  S.  82}.  Auch  die  im  polytechnischen  Central- 
blatte  1846,  S.  505  aus  Comptes  rendus  XXII,  744  erwähnte  Doppeitelegraphie  gehört 
nicht  hierher,  denn  es  ist  daselbst  die  Kede  von  einer  Beförderung  mehrerer  Tele- 
gramme auf  mehreren  Drähten.  Dasselbe  gilt  von  dem  Vorschlage  von  Professor 
Glos  euer  in  Lütticli,  Comptes  vendus  XXVI,  3C7,  und  von  dem  Vorschlage  des  Italie- 
ners Zantedeschi,  Annaleft  telegraphiques  1861,  S.  145.  Wie  nahe  man  übrige^is 
schon  früher  der  Erfindung  des  Gegensprechens  war,  zeigt  Siemens  in  PoggendorfF, 
Annalen  99,  S.  311.  Aehnlich  verhält  sich^s  mit  folgender  Stelle  aus  der  Beschrei- 
bung eines  Patentes,  welches  Edward  Highton  den  7.  Februar  1850  nahm:  meant 
of  emploiing  electricHy  of  differeiU  degrecs  of  iension  and  of  different  periods  of  duration 
are  also  shormi,  so  thnt  tivo  khith  of  electric  nppmyilvs  may  he  connected  to  one  linc-mre 
and  one  onty  worked,  us  disired,  By  this  nicans  one  of  the  wires  usiialfy  eniployed  tptts  ren- 
dered  Minecessary.  Vergl.  Edw.  H  igt  hon,  the  eiectric  ieteyrap/i,  S.  95  (London 
J832). 
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Besehreibang  einer  Methode  des  Doppelsprechens  nnd  ging  im  Januar  1856 
Tom  Gebrauch  gleichgerichteter  Ströme  zu  Strömen  entgegengesetzter  Rich- 
tung über,  anfangs  mit  Benutzung  magnetischer  Kelaisanker,  spHter  ohne 
solche;  nachdem  es  ihm  gelungen,  die  trägen  Punkte  zu  beseitigen,  welche 
bei  diesem  Probleme  beim  Strom  Wechsel,  beim  Uebergange  des  Mechanis- 
mus der  Relaiskerne  in  den  entgegengesetzten  etc.  einzutreten  pflegen, 
stellte  er  mit  einem  nach  seiner  Methode  construirten  Apparatsysteme  am 
10.  Mftrz  1856  auf  der  Berliner  Centralstation  Versuche  an,  die  günstig  aus- 
fielen ;  sein  Apparat  gestattet  ohne  Weiteres  vom  Doppelsprecheu  zum  6o- 
gensprechen  überzugehen  (Zeitschrift  des  Telegraphen  Vereins  II,  219;  III, 
ÖC).  Ebenfalls  Ströme  von  entgegengesetzter  Richtung  wandten  an: 
Bos8cha(Octoberia55),  Kramer  (Februar  18&6),  Schröder  (1860).  So 
wohl  zum  Oegensprechen  als  zum  Doppelsprecheu  eignen  sich  die  Appa- 
rate Ton  Maren  (1863)  und  Schaak  (1863).  Besonders  mannigfaltig  sind 
die  Einrichtung  und  Einschaltung  der  Empfangsapparate  bei  den  verschie- 
denen Methoden  und  diese  geben  daher  oft  erst  charakteristische  Unter- 
schiede der  einzelnen  Methoden. 

I.  Das  telegraphische  Gegensprechen. 
Bei  dem  Gegensprechen  sind  die  beiden  mit  einander  verkehrenden 
Stationen  in  völlig  gleicher  Lage  und  die  Einschaltung  beider  ist  daher  ein- 
ander höchst  ähnlich.  Es  treten  hier  zunächst  drei  verschiedene  Bedingun- 
gen hervor,  unter  denen  die  Stromläufe  und  die  Wirkung  der  Strögie  auf 
die  Apparate  zu  betrachten  sind;  es  wird  nämlich  entweder  kein  Zeichen, 
oder  blo8  ein  Zeichen,  oder  zwei  Zeichen  zugleich  gegeben.  In  Wirklich- 
keit muss  sich  aber  die  Untersuchung  der  Stromläufe  auf  6  verschiedene 
Fälle  erstrecken ,  indem  sich  an  jedem  Taster  3  verschiedene  Lagen  oder 
Stellungen  unterscheiden  lassen ,  welche  wegen  ihres  Einflusses  auf  die 
Stromläufe  für  die  Berurtheilung  der  Stromwirkungen  von  Wichtigkeit  sind. 
Der  metallene  Tasterhebe]  wird  nämlich,  wenn  mit  ihm  ein  Zeichen  gege- 
ben werden  soll,  von  einer  bestimmten  Ruhelage  (in  der  die  Aze  des  He- 
bels mit  dem  Rnhecontacte  3  in  leitender  Verbindung  steht)  in  die  Arbeits- 
lage (in  welcher  die  Axe  2  des  Hebels  mit  dem  Amboss  oder  Arheitscon- 
tact  1  leitend  verbunden  ist)  übergeführt  und  hierbei  liegt  er  eine  Zeit  lang 
weder  auf  dem  einen ,  noch  auf  dem  andern  Contacte  auf;  bezeichnen  wir 
diese  letztere  Stellung  des  Tasters  als  Schweben,  so  sind  unter  Aus- 
schluss der  Wiederholungen  folgende  6  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  beide  Taster  ruhen, 

2.  „  „       schweben, 

3.  „  „       arbeiten, 

4.  der  eine  Taster  ruht,  der  andere  schwebt, 

5.  „      ,,         ,,  ,,       ,,        ,,       arbeitet, 
"•     »I      >»         »  schwebt,  „        ,,  ^^ 
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Dem  in  einer  Station  anlangenden  Strome  mäasen  also  im  Allgemeinen 
3  verschiedene  Wege  offen  stehen ,  je  nachdem  der  Taster  dieser  Station 
rnht,  schwebt  oder  arbeitet,  und  auf  allen  3  Wegen  muss  er  durch  das  He* 
lais  oder  den  sonstigen  Empfangsapparat  hindurchgehen  und  auf  ihm  das 
einlangende  Zeichen  erscheinen  lassen.  Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  die 
EinschaltUQg  der  Apparate  meist  etwas  verwickelt  werden  wird.  Einfacher 
freilich  gestaltet  sie  sieh ,  wenn  man  die  Erscheinungen  bei  schwebendem 
Taster  ausser  Rechnung  lässt,  was  wegen  des  nicht  augenblicklichen  Auf- 
tretens und  Verschwindens  des  Elektromagnetismus  allenfalls  erlaubt  ist, 
wenn  man  die  Zeit  des  Schwebens  durch  rasches  Spielen  oder  noch  besser 
durch  Anwendung  besonderer  Taster  mit  federnden  Contacten  (wie  sie 
Maren,  Schaack,  Schreder,  Nystrom,  zur  Nedden  construirten) 
möglichst  abkürzt;  sonst  aber  läuft  man  bei  einer  solchen  Einschaltung  Ge- 
fahr, dass  die  einlangenden  Zeichen  durch  das  Spiel  des  eigenen  Tasters 
zerrissen  und  namentli9h  Striche  in  Punkte  aufgelöst  werden ,  überhaupt 
verworrene  Schrift  entsteht. 


1.    Oegensprecher  von  Ointl;  mit  Ausgleichimgsbatterie  und  doppelten 

Windungen  im  Belaii. 
Als  der  k.  k.  österreichische  Telegraphendirector  Dr.  Wilhelm  Gin tl 
sich  nach  den  oben  erwähnten  Versuchen  davon  überzeugt  hielt,  dass  2  elek- 
trische Ströme  in  entgegengesetzter  Richtung  durch  denselben  Leitungs- 
draht gleichzeitig  und  ungehindert  fortpflanzen  können ,  suchte  er  die  ge- 
wonnene Ueberzeugnng  zur  Auffindung  einer  Einrichtung  der  Apparate 
zum  Gegensprechen  zu  verwerthen,  wobei  er  sein  Augenmerk  zunächst  auf 
eine  entsprechende  Abänderung  des  Mors  ersehen  Drucktelegraphen  rich- 
tete. Nachdem  Dr.  Gintl  bereits  in  der  Sitzung  vom  9.  Juni  1853  der 
mathematisch -physikalischen  Klasse  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Wien  eine  Mittheilung  über  diesen  Gegenstand  gemacht  hatte  (Zeitschrift 
des  Telegraphen- Vereins  I,  304) ,  stellte  er  mit  dem  gleich  zu  beschreiben- 
den Apparate  im  Juli  1853  auf  der  österreichischen  Staats-Telegraphenlinie 
zwischen  Wien  und  Prag  Versuche  an  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  28  u.  84; 

polytechn.  Centralbl. 
_L T'  1853,  S.  1473  und  dar- 

aus in  Dingler^s 
Journal  131,  S.  191), 
welche  auch  ziemlich 
befriedigend  ausfie- 
len. Das  Relais  wurde 
dabei  gegen  den  abge- 
henden Strom  der  Li- 
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nien-  oder  Telegraphirbatterie  P  (Fig.  1)   dadurch  nnempfindlich  gemacht, 
dfiss  mit  diesem  Strome  zugleich  ein  Strom  der  Ausgleichungsbatterie  ^,  aber 
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in  entgegengesetzter  Richtung  durch  das  Relais  gesendet  wird.    Jedes  Re- 
lais R  besitzt  zu  dem  Zwecke  zwei  von  einander  unabhängige  Drahtum- 
wickelungen, von  denen  die  innere  wie  gewöhnlich  mit  der  Linienbatterie 
and  Linienleitung  verbunden  ist,   die  darüber  gewickelte,  aus  stärkerem 
Drahte  bestehende,  dagegen  in  den  Kreis  der  Ausgleichungsbatterie  so  ein- 
geschaltet ist,  dass  die  Ströme  beider  Batterien  beim  gleichzeitigen  Schlüsse 
derselben  in  gleicher  Stärke ,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  den  Kern 
des  Elektromagnetes  des  Relais  umkreisen ,   eine  genau  entgegengesetzte 
magnetisirende  Wirkung  auf  denselben  ausüben,  sich  also  in  ihren  Wirkun- 
gen aufheben.     Um  die  Linien  und  Ausgleichungsbatterie  stets  gleichzeitig 
EU  schliessen  und  zu  öffnen,  wird  ein  Doppeltaster  angewandt,  bestehend 
aus  zwei  gewöhnlichen  neben  einander  befindlichen,  aber  Ton  einander  iso- 
lirten  Hebeln,  welche  durch  einen  isolirenden  Knopf  gleichzeitig  nieder- 
gedrückt werden,  wofür  Dr.  Ointl  später  besser  einen  aus  2  von  einander 
isolirten  Theilen  bestehenden  Hebel  wählte  (Zeitschr.  d.  Tel.-Yer.  II ,  26). 
In  Be2Ug  auf  Fig.  1  genügt  es  hervorzuheben ,   dass  bei  ruhendem  Taster 
Punkt  2  und  3  mit  einander  leitend  verbunden ,  Punkt  ],  4 ,  5  isolirt  sind; 
bei  schwebendem  Taster  ist  keiner  der  b  Punkte  mit  dem  andern  leitend 
verbunden ;  bei  arbeitendem  Taster  endlich  ist  blos  3  isolirt,  während  1  mit 
2  und  4  mit  5  in  leitender  Verbindung  stehen.     So  lange  nun  beide  Taster 
ruhen,  ist  keine  der  4 Batterien  geschlossen,  also  nirgends  ein  Strom  vorhan- 
den.   Wird  dagegen  auf  einer  Station  z.  B.  I  der  Doppeltaster  T  niederge- 
drückt, so  wird  die  Linien-  und  die  Ausgleichungsbatterie  gleichzeitig  ge- 
schlossen ;  der  Strom  der  Linienbatterie  B  geht  durch  1  und  2  und  durch 
die  inneren  Windungen  des  Relais,  in  II  durch  3  und  2  des  Tasters  zur  Erde  und 
nach  I  zurück;  da  aber  in  I  gleichzeitig  der  Strom  der  Ausgleichungsbatte- 
rie in  entgegengesetzter  Richtung  durch  die  äussere  Umwindung  des  Relais 
geleitet  wird,   so  entsteht  in  diesem  Relais  kein  Magnetismus  und  der  Re- 
laishebel bleibt  in  Ruhe ;  auf  der  Station  II  dagegen  findet  der  ankommende 
Strom  im  Relais  keine  solche  Ausgleichung  und  setzt  letzteres  in  gewöhn- 
licher Weise  in  Thätigkeit.    Wird  nun  auch  in  Station  II  der  Doppeltaster 
niedergedrückt,  so  gleichen  sich,  nach  GintTs  Ansicht,  auch  hier  im  Relais 
der  Strom  der  Linien:  und  der  Ausgleichungsbatterie  aus,  und  es  bleibt  nur 
der  von  I  herkommende  Strom  wirksam,  in  I  dagegen ,  wo  zeither  das  Re- 
lais durch  das  Tasterdrücken  daselbst  nicht  bewegt  wurde,  witkt  jetzt  allein 
der  von  II  herkommende  Linienstrom  und  es  erscheinen  somit  in  I  und  11 
gleichzeitig  Zeichen.     Es  ist  hierbei  ganz  gleich ,  welche  Pole  der  Linien- 
batterie an  die  Leitung  eingeschaltet  werden^  wenn  nur  der  Strom  der  Aus- 
gleichungsbatterie dem  der  zugehörigen  Linienbatterie  gleich,  aber  entge- 
gengerichtet ist.     In  dem  Falle ,  wo  die  Telegraphirbatterien  auf  beiden 
Stationen  mit  entgegengesetzten  Polen  an  die  Taster  geführt  sind ,  ist  die 
vorstehende  Erklärung  die  einzige  zulässige,  indem  die  gleich  gerichteten 
Linien^tröme  sich  summiren.     Sind  dagegen  beide  Batterien  mit  dem  xvlkcx- 

Zeitichrift  fQr  Malheroatik  o.  Physik.  X.  3.  W 
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tiohen  Pole  an  den  Taster  geführt  ^  so  kann  man  die  Erklärung  aach  noch 
anders  geben.  Stellt  man  nämlich  das  Vorhandensein  zweier  entgegenge- 
setster  Ströme  in  der  Leitung  in  Abrede ,  so  hat  man  in  der  Leitung,  wenn 
beide  Taster  niedergedrückt  sind ,  gar  keinen  Strom  als  vorhanden  ansu- 
nehmen ,  und  dann  bringen  die  Ströme  der  beiden  Ausgleichungsbatterien 
auf  den  beiden  Relais  die  Zeichen  heryor.  Hält  man  dabei  in  I  den  Taster 
niedergedrückt  (giebt  einen  Strich)  und  spielt  währenddem  mit  dem  Taster 
in  II  (giebt  Punkte) ,  so  erscheinen  die  Punkte  durch  die  Ausgleichungs- 
batterie in  II,  das  Erscheinen  des  Striches  aber  bewirkt  abwechselnd  der 
Telegraphirstrom  von  11  und  der  Ausgleichungsstrom  von  I. 

Weil  nun  aber  der  Linienstrom  häufig  Veränderungen  unterliegt  und 
weil  die  Ausgleichungsbatterie  wegen  des.  geringeren  Widerstandes  schnel- 
ler an  Stärke  abnimmt,  als  die  Linienbatterie,  so  wird  die  Ausgleichung  der 
Stromwirkungen  im  Relais  nie  auf  die  Dauer  vollständig  erfolgen  und  dies 
leicht  zu  Störungen  beim  Gegensprechen  Anlass  geben  oder  eine  häufige 
Regulirung  der  Stromstärke  der  Ausgleichungsbatterie  nöthig  machen.  Die- 
ser Umstand  veranlasste  den  Dr.  Gintl  den  elektrochemischen  Schreibap- 
parat hierbei  anauwenden ,  mit  welchem  auch  in  der  That  ein  günstigerer 
Erfolg  erzielt  wurde,  weil  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  dass  auch  bei  aiem- 
lich  verschiedener  Stromstärke  der  Linien-  und  der  Ansgleichungsbatterie 
dennoch  deren  Ströme  bei  ihrem  gleichzeitigen  Durchgange  durch  den 
feuchten,  chemisch  -  präparirten  Papierstreifen  sich  bei  entgegengesetster 
Richtung  rücksichtlich  der  chemischen  Wirkungen  sich  aufheben.  Bei  An- 
wendung des  chemischen  Scbreibapparates  fällt  na- 

— -j^^ L       türlich,  wie  Fig.  2  zeigt,  das  Relais  mit  seinen  2  Win- 

^^^^^  düngen  ganz  weg  und  die  Ausgleichung  tritt  betref- 

fenden Falles  in  dem  Papierstreifen  p  selbst  ein.  Eine 
ausführlichere  Beschreibung  der  Einrichtung  für  den 
chemischen  Apparat  und  der  Vorgänge  an  diesem  fin- 
det sich  in  der  Zeitschrift  des  österreichischen  Inge- 
Fig.  2.     *'  nieur- Vereins  1855,  S.  142  aus  dem  14.  Bde.  der  Sitzungs- 

berichte der  k.  Akademie,  ferner  in  der  Zeitschr.  des 
Tel.-Ver.  II,  25  und  auch  in  der  Zeitsehr.  f.  Mathem.  u.  Phys.  I,  S.  103.  Die 
Batterien  der  beiden  Stationen  können  auch  hierbei  mit  gleichen  oder  mit 
entgegengesetzten  Polen  an  den  Taster  geführt  werden  (Zeitschr.  d.  Österr. 
Ing.-Ver.  1856,  S.  251).  Doch  muss  man  bei  der  Einschaltung  seine  Auf- 
merksamkeit darauf  richten,  dass  die  Zeichen  auf  der  obern  Seite  des  Pa- 
pierstreifens erscheinen.  Zur  bessern  Regulirung  der  Stärke  der  Ausglei- 
chungsbatterie schaltete  Ointl  in  deren  Stromkreis  noch  einen  Rheostat 
von  sehr  zweckmässiger  Einrichtung  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  27)  ein,  welcher 
zugleich  den  ankommenden  Strom  nöthigen  sollte,  seinen  Weg  durch  den  Pa- 
pierstreifen zutiehmen,  und  deshalb  muss  durch  den  Rheostat  ein  Widerstand 
eingeschaltet  werden,  welcher  merklich  grösser  ist,  als  der  des  Papierstreifens. 
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Da  der  elektrochemische  Schreibapparat  kein  hörbares  Zeichen  giebt, 
80  muss  durch  eine  Weckvorrichtang  der  Beginn  des  Telegraphirens  ange- 
zeigt werden;  dazu  dient  eine  in  den  Kreis  des  Linienstroms  eingeschaltete, 
während  des  Telegraphirens  selbst  aber  auszuschaltende  Bussole ;  deren 
Nadel  den  Kreis  einer  Localbatterie  schliesst ,  worauf  der  Strom  derselben 
einen  elektromagnetischen  Wecker  durchläuft. 

Mit  dem  chemischen  Apparate  stellte  Ointl  am  15.  October  1854  auf 
der  Linie  zwischen  Wien  und  Linz  Gegensprechversuche  an  und  dabei 
wurde  ein  Telegramm  von  mehr  als  80  Worten  anstandslos  von  Linz  nach 
Wien  telegraphirt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II, -20). 

Die  vorstehend  besprochenen  Einschaltungsweisen  leiden  an  dem 
grossen  üebelstande ,  dass,  während  der  eine  Taster  schwebt,  der  Strom 
der  andern  Station  gänzlich  unterbrochen  wird,  wodurch  anlangende  Striche 
zerrissen  und  in  Punkte  aufgelöst  werden  können.  Zur  Beseitigung  dieses 
üebelstandes  schlug  Gintl  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  136)  für  den  chemi- 
schen Schreibapparat  vor,  die  beiden  Punkte  1  und  2  des  Tasters 
leitend  mit  einander  zu  verbinden,  wodurch  dem  ankommenden 
Strome  auch  bei  schwebendem  Taster  bereits  der  Weg  durch  die  Telegra- 
phirbatterie  B  geöffnet  wird.  Freilich  wird  dadurch  zugleich  bei  ruhendem 
Taster  ein  kurzer  Schluss  der  zugehörigen  Telegraphirbatterie  B  herbei- 
geführt, weshalb  die  Batterie  ausgeschaltet  werden  muss,  sobald  man  auf- 
hört zu  telegraphiren ;  ausserdem  wird  bei  ruhendem  Taster  natürlich  auch 
ein  schwacher  Zweigstrom  in  die  Leitung  entsendet.  Dieselbe  Einschal- 
tung des  Tasters  kann  auch  beim  Gegensprechen  mit  dem  Morse  Anwen- 
dung finden. 

Endlich  tiberzeugte  sich  Gintl  durch  Versuche,  dass  man  die  Ans- 
gleichungsbatterien  bei  Anwendung  des  chemischen  Schreibapparates  ohne 
jede  andere  Aenderung  der  Einschaltung  ganz  weglassen  könne  (Zeitschr. 
d«  TeU-Ver.  II,  137),  wenn  man  nur  den  Widerstand  des  Kheostaten  so  re- 
gelt, dass  beim  eigenen  Zeichengeben  der  Haupttheil  des  Linienstromes 
durch  den  Rheostat  in  die  Leitung  und  nur  ein  so  schwacher  Theilstrom 
durch  den  Empfangsapparat  geht,  dass  er  auf  dem  Papierstreifen  kein 
wahrnehmbares  Zeichen  hervorzubringen  vermag,  welches  jedoch  alsobald 
zum  Vorschein  kommt,  wenn  der  von  der  andern  Station  kommende  elek- 
trische Strom  einen  gleichen  Theil  zu  jenem  Theilstrome  liefert,  so  dass 
die  Summe  beider  Theilstrome  ein  Zeichen  auf  dem  Papierstreifen  erzeugt, 
welches  dem  von  der  andern  Station  gegebenen  Zeichen  entspricht. 

Eine  Erläuterung  der  Vorgänge  beim  chemischen  Apparate  nach 
Massgabe  des  von  Kirchhof  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendeten 
Ohm'schen  Gesetzes  findet  sich  in  Dub,  Anwendung  des  Elektro- 
magnetismus (Berlin  1863)  S.  462  aus  Poggendorffs  Annalen  08, 
S.  122. 


204    Beiträge  zur  Geschichte  d.  Fortschritte  in  der  elektr.  Telegraphie. 


JtMfa' 


2.    Oegenspreoher  von  Hystrom;  mit  Ansgleiohnngsbatterie  nnd 
1  Beiais  mit  einjGMher  ümwindnng. 
Der  Telegraphenstations - Director  C.  A.  Ny ström    in   Oerebro  in 
Schweden  beschrieb'*')  im  December  1855  (Dingler's  Journal  138,  S.  409) 
einen  dem  GintTschen  ähnlichen,  aber  im  Relais 
nur  eine  einfache  Windung  enthaltenden  Gegen- 
sprecher, bei  welchem  die  Einschaltung  nach  Fig.  3 
erfolgt.     Auch  hier  findet  der  ankommende  Strom 
auf  der  Empfangsstation  keinen  Weg  zur   Erde, 
während  der  Taster  dieser  Station  schwebt.   Ny- 
strom  gab  daher  dem  Taster  eine  besondere,  aus 
Fig.  4  ersichtliche  Einrichtung,  um  diesen  Uebel- 
stand  zu  beseitigeu.   Wird  der  Tasterhebel  nieder- 
gedrückt, so  drückt  er  das  kürzere  Ende  des  um 

c  drehbaren  He- 

I       ^^^S^i         nifcchiiL  belsaufdenCon- 

JL      ^r^^^^^"''^  «^  **^*  ^ '  während 

(G^     ■  ^*        .^ ^C  die     Berührung 

am  längeren  Ar- 
me dieses  Hebels 
bei  a  aufgehoben 
wird ;  dadurch 
wird  die  Linien- 
batterie B  ge- 
schlossen und  sendet  ihren  Strom  über  d  und  c  nach  m,  durch  das  Relais  R 
und  von  n  m  die  Linie.  Gleichzeitig  wird  aber  auch  die  Ausgleichungs- 
batterie A  geschlossen ,  indem  sich  der  durch  das  Einsetzstück  t  isolirte 
Stift  e  an  die  durch  2  Stellschrauben  regulirte  Feder/*  anlegt;  auch  diese 
Batterie  sendet  ihren  Strom  durch  das  Relais,  aber  in  entgegengesetztem 
Sinne.  Um  die  magnetisirende  Wirkung  beider  auszugleichen,  ist  der  Wi- 
derstand ff' in  den  Kreis  der  Ausgleichungsbatterie  eingeschaltet;  dieser 
Widerstand  soll  zugleich  bewirken ,  dass  bei  niedergedrücktem  Taster  der 
ankommende  Strom  nicht  seinen  Weg  durch  W  und  A  nach  m  nimmt  und  so 
das  Relais  umgeht.  Die  Vorgänge  bei  diesem  Gegensprecher  sind  ganz  ähn- 
lich wie  bei  dem  GintTschen;  desgleichen  die  Mängel. 

3.    Gegensprecher  von  zur  Nedden;  mit  Zweigströmen  und  1  Beiais 
mit  einfachen  Windungen. 
In  einem  bereits  im  Januar  1855  niedergeschriebenen  und  im  19.  Hefte 


Fig.  4. 


*)  Nystrom  theilt  zugleich  mit,   dass  in  Schweden  ausser  Professor  £  dl  und 
auch  die  Herren  Telegraphencommissair  Rhen  und  Telegraphenaccessist  Näsman 
Ja  l}psa\&  eine  Einrichtung  zum  Gegensprechen  ersonnen  und  ein  Patent  darauf  ge- 
aommen  hatten. 
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des  Dingler'schen  Journals  vom  Jahre  1855  veröfiPentlicbten  Artikel  giebt 
Dr.  zur  Nedden  auf  S.  34  eine  Einsch'altnngsweise  ftir  Morseapparate  an, 
welche  mit  der  von  Dr.  Gintl  in  einer  vom  Mai  1855  datirten  Mittheilung 
(Zeitscbr.  d.  Tel.  •  Ver.  II,  137)  als  für  den  chemischen  Schreibapparat  zu- 
lässig bezeichneten  Ein- 
schaltung  (ohne  Ausglei-  ^_i    _ _    JL 

chungsbatterie)  dem  Wesen 
nach  nahe  zusammenfällt. 
Wird  bei  dieser  Einschal- 
tung (Fig.  5)  der  Wider- 
stand W  grösser ,  als  der 
Widerstand  der  Luftlei- 
tung L  gewählt,  so  wird,  Fig.  5. 
wenn    blos    eine    Station 

spricht,  von  dem  Strom  der  Telegraphirbatterie  auf  der  gebenden  Station 
nur  ein  schwacher  Theilstrom  durch  das  Relais  gehen,  und  dessen  Wirkung 
kann  hier  durch  eine  entsprechend  gespannte  Feder  aufgehoben  werden ; 
der  stärkere  Zweigstrom  geht  durch  die  Luftleitung  nach  der  Empfangs- 
station und  daselbst  bei  ruhendem  Taster  durch  das  Relais;  wenn  dagegen 
der  Taster  der  Empfangsstation  schwebt,  so  wird  der  stärkere  Zweigstrom 
durch  das  Relais  der  gebenden  Station  und  nur  der  schwächere  in  die  Luft- 
leitung L  gehen,  und  es  würde  zwar  nichts  schaden,  wenn  in  Folge  dessen 
das  Relais  der  gebenden  Station  bereits  anspräche,  wohl  aber,  wenn  dabei 
das  Relais  der  Empfangsstation  aussetzt ,  was  zu  befürchten  ist  und  was 
den  Vortheil  aufheben  würde ,  dass  bei  schwebendem  Taster  dem  ankom- 
menden Strome  noch  ein  Weg  zur  Erde  bleibt.  Sind  beide  Taster  nieder- 
gedrückt, so  heben  sich  die  Zweigströme  beider  Batterien  in  L  auf  und  die 
Zweigströme  durch  fV  und  R  müssen  auf  beiden  Stationen  die  Relais  an- 
sprechen lassen,  wenn  die  in  Rede  stehende  Einschaltung  zum  Gegenspre- 
chen geeignet  sein  soll.  Die  von  einer  Station  ausgehenden  Zeichen,  z.  B. 
ein  langer  Strich ,  würden  dabei  auf  der  andern  Station ,  wenn  letztere 
gleichzeitig  spricht,  abwechselnd  von  dem  ankom- 
menden Strome  der  ersten  und  von  dem  Zweigstrome 
der  zweiten  Station  hervorgebracht  werden ,  was 
aber  keinen  Nachtheil  bringt ,  da  beide  Ströme  das 
Relais  in  gleichem  Sinne  durchlaufen. 

Ebendaselbst  S.  36 — 39  bespricht  zur  Nedden 
noch  eine  andere ,  in  Fig.  6  skizzirte  Anordnung,  bei 
welcher  2  (hufeisenförmige)  Elektromagnete  auf  zwei 
Anker  am  Relaishebel  wirken,  welche  zu  beiden  Sei- 


Fig.  0. 


S^ 


ten  der  Ankeraxe  in  gleichen  Abständen  von  dieser  angebracht  sind;  an 
dem  einen  dieser  Elektromagnete  wird  in  gewissen  Fällen  nur  der  eine 
Schenkel  vom  Strome  durchkreist. 
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4.  Oegenspreoher  von  Fritohen  imd  Siement-Halke;  mit  Zweif- 
ttrömen    bei    gleichen   Windnngtaahlen.      Abändening    desielben    von 

Stark. 

Durch  die  ersten  Versuche  des  Dr.  Gintl  auf  der  Linie  Wien -Prag 
wurde  der  damalige  Telegraphen-Ingenieur  C.  Frischen  in  Hannover  bu 
Versuchen  über  denselben  Gegenstand  veranlasst  und  fand  im  März  1854 
einen  Gegensprecher,  dessen  Brauchbarkeit  er  am  26.  Mai  1854  auf  der 
Linie  zwischenHannoverundGöttingen  nachwies  (Zeitschr.d.Tel.-Ver.II,85) ; 
andere  Versuche,  welche  Frischen,  nachdem  er  seine  Erfindung  an 
NewallÄ  Gordon  in  London  verkauft  hatte  (polytechn.  Centralbl.  1865, 

5.  567,  aus  der  Zeitschrift  des  Architekten-  und  Ingenieur-  Vereins  für  Han- 
nover 1855,  S.  142),  mit  diesem  Gegensprecher  im  Januar  1855  in  Sunder- 
land  in  England  anstellte,,  waren  eben  so  befriedigend.  Ebenso  wurden 
Werner  Siemens  und  H a  1  s k e  in  Berlin  durch  die  späteren  Versuche 
GintPs  auf  der  Linie  Wien-Linz  zur  Aufsuchung  einer  Gegensprech- Vor- 
richtung» angeregt,  und  im  November  1854  war  ihr  Apparat  im  Zimmer 
inThätigkeit*)  (Zeitschr.  d.  Tel.- Ver.  II,  85;  Poggendorffs  Annalen 
98,  S.  125).  Sowohl  Frischen,  als  Siemens  &  Halske  wendeten  keine 
Ausgleichungsbatterie  an,  sondern  suchten  die  Ausgleichung  des  abgehen- 
den Stromes  im  eigenen  Relais  durch  einen  Zweig  dieses  Stromes  selbst  zu 
erreichen.  Dem  Wesen  nach  waren  die  Methoden  beider  übereinstimmend 
und  nur  in  weniger  wesentlichen  Punkten  von  einander  abweichend ,  wes- 
halb diese  3  Herren  bald  ihre  Interessen  in  dieser  Angelegenheit  verschmol- 
zen. Die  Einschaltung  sieht  etwas  anders  aus ,  je  nachdem  man  ein  ge- 
wöhnliches Relais  mit  besonderem,  unmagnetischen  Anker  benutzt  oder  das 
Relais  von  Siemens  &Halske,  bei  welchem  die  Kerne  des  Elektro- 
magnetes  mit  flügeiförmigen  Ansätzen  versehen  sind ,  und   der   eine  Kern 


*)  Dagegen  theilt  Werner  Siemens  in  Poggendorffs  Annalen  98,  ß.  115 
mit,  dass  er  sich  bereits  im  Jahre  1849  in  Gemeinschaft  mit  Ilalske  mit  der  Lösung 
der  Aufgabe  beschäftigt  habe ,  durch  tclegraphische  Leiter  eine  die  Zahl  der  Drähte 
Übersteigende  Zahl  gleichzeitiger  Telegramme  zu  befördern.  Sie  gingen  dabei  von 
folgenden  Betrachtungen  aus:  Wenn  man  das  Ende  jedes  Leitungsdrahtes  mit  dem 
Ende  aller  übrigen  Drähte  durch  ein  telegraphisches  Instrument  mit  zugehöriger  Bat- 
terie verbindet,  so  kann  man  |n  (n  —  1)  solcher  Telegraphenapparate  auf  jeder  Seite 
der  die  Stationen  I  und  II  verbindenden  n  Leitungsdrähte  aufstellen.  Schaltet  man 
nun  mit  einem  der  eingeschalteten  Apparate  die  zugehörige  Batterie  zwischen  die  be- 
treffenden Drähte  ein,  so  werden  alle  vorhandenen  Leitungsdrähte  und  Apparate  von 
einem  mehr  oder  weniger  starken  Strome  durchlaufen.  Die  Aufgabe  war  nun ,  durch 
passend  gewählte  Widerstände ,  locale  Nebenschliessungen  und  zweckmässige  Con- 
struction  der  Apparate  den  durch  den  homologen  Apparat  der  andern  Station  gehen- 
den Strom  möglichst  stark  und  wirksam ,  die  durch  die  andern  Apparate  laufenden 
Ströme  dagegen  entweder  sehr  schwach  zu  machen  oder  ihre  Wirkung  ganz  oder  doch 
grösstentheils  zu  compensiren.  Siemens  &Halskc  nahmen  zwar  den  23.  October 
1849  in  England  ein  Patent,  überzeugten  sich  aber  bald  von  der  Schwierigkeit  der 
LöBUDg  hei  einer  grossem  Zahl  von  Drähten. 
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mit  seinen  Ansätzen  den  Ankerhebel  bildet  (vergl.  Zeitsckr.  f.  Mathem.  n. 
Pbys.  VI,  S.  880). 


{f^y 
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A.  Bei  Anwen< 
dang  eines  gewöhnli- 
cben  Beiais  erfolgt 
die  Einschaltung  nach 
Fig.  7,  Die  beiden  um 
dieBelaisschenkel  ge- 
führten Drahtumwi- 
ekelungen     bestehen  ^ig.  7. 

aas    gleich    starkem 

Draht,  enthalten  gleich  viel  Windungen  und  sind  an  dem  einen  Ende  anter 
einander  und  mit  der  Axe  2  des  Tasterhebels  verbunden ,  während  das 
zweite  Ende  der  einen  Umwickelung  mit  der  Luftleitung,  das  zweite  Ende 
der  andern  durch  einen  Rheostat  W  mit  der  Erdleitung  E  in  leitender  Ver- 
bindung steht;  der  Ruhepunkt  3  des  Tasters  T  ist  mit  der  Erde,  der  Arbeits- 
eontact  1  auf  beiden  Stationen  mit  demselben  Batteriepol  in  Verbindung  ge- 
setzt, während  beiderseits  derselbe  zweite  Pol  der  Batterie  mit  der  Erde 
verbanden  ist.  Der  Widerstand  W  ist  so  gewählt,  dass  der  Strom  in  der 
W  enthaltenden  Local- Zweigleitung  einen  eben  so  grossen  Widerstand  fin- 
det, als  in  der  die  Luftleitung  and  die  äussere  Umwickelung  des  Relais  der 
andern  Station  enthaltenden  andern  Zweigleitung.  So  lange  nun  beide 
Taster  ruhen  oder  schweben,  ist  in  der  Leitung  und  den  beiden  Stationen 
nirgends  ein  Strom  vorhanden.  Wird  ein  Taster  auf  den  Arbeitscontact 
niedergedrückt,  während  der  Taster  der  andern  Station  ruht,  so  theilt  sich 
wegen  der  vorausgesetzten  Gleichheit  der  Widerstände  in  den  beiden  Zweig- 
leitungen der  abgehende  Strom  auf  der  gebenden  Station  in  zwei  gleich- 
starke Zweigströme,  deren  jeder  eine  Umwickelung  des  Relais  der  gebenden 
Station  durchläuft,  aber  in  entgegengesetzter  Richtung,  weshalb  dieses  Re- 
lais kein  Zeichen  giebt;  auf  der  Empfangsstation  dagegen  geht  der  Strom 
znm  allergrössten  Theile  blos  durch  die  äusseren  Relaiswindungen  und 
durch  den  Taster  zur  Erde ,  weshalb  hier  auf  dem  Relais  das  Zeichen  er- 
seheint. Wird  nun  aber  auf  der  zweiten  Station  der  Taster  ebenfalls  nie-' 
dergedrückt,  so  kommt  er  zunächst  zum  Schweben  and  dadurch  muss  der 
Strom  auf  der  zweiten  Station  jetzt  auch  die  inneren  Windungen  des  Relais 
und  den  Widerstand  fF durchlaufen ,  um  zur  Erde  zu  gelangen;  die  jetzt 
vorhandenen  beiden  Zweigströme  sind  wegen  der  Verschiedenheit  der  Wi- 
derstände in  ihren  Leitungen  offenbar  nicht  mehr  gleich ,  sondern  der  die 
Ijaftleitung  durchströmende  der  kleiner^,  weshalb  auf  der  gebenden  Station 
im  Beiais  der  Localzweigstrom  den  andern  überwiegt  und  das  Relais  bereits 
anspricht,  sofern  die  Relaisfeder  nicht  zu  stark  gespannt  ist;  auf  der  Em- 
pfangsstation dagegen  erscheint  wieder  das  Zeichen ,  weil  der  Strom  im 
Beiais  zwax  jetst  schwächer  ist,  als  bei  rafaendem  Taster^  da(tlx  %.\^x  V^^\^^ 
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Windungen  in  derselben  Richtung  durchläuft.  Wenn  endlich  beide  Taster 
zugleich  arbeiten,  so  erscheinen  auf  beiden  Stationen  die  Zeichen,  hervor- 
gebracht durch  die  localen  Zweigströme  in  den  inneren  Umwickelungen 
des  Relais.  Fig.  36  auf  Taf.  VII  des  1.  /Jahrg.  d.  ZeiUchr.  f.  Mathem.  u. 
Phys.  zeigt  die  Einschaltung  für  den  Fall,  wo  diese  Methode  zum  CoUatio- 
niren  angewendet  werden  soll. 

Bei  dieser  Methode  (sagt  Frischen  in  der  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  IX| 
S.  250)  haben  die  Nebenschliessungen  der  Luftleitung  keinen  Einfluss,  we- 
nigstens in   keinem  höheren  Grade  als  bei    einfacher  Telegraphie.     Nur 
unter  dem  Einflüsse  der  raschen  Veränderlichkeit  in  der  Grösse  der 
Nebenschliessungen  der  Leitungen  haben  unsere  Methoden  mit  Ullen  übri- 
gen gemeinsam  zu  leiden,  und  zwar  ist  dieser  Einfluss  grösser  als  beim  ein- 
fachen Apparat.     Durch  die  Veränderlichkeit  der  Nebenschliessungen  wird 
der  Widerstand  in  der  Leitung  verändert,  und  es  findet  mithin  in  den  beiden 
Relaisumwickelungen  keine  vollständige  Ausgleichung  mehr  statt  und  es 
muss  zur  Erreichung  derselben  der  Widerstand  in  der  Nebenleitung  ent- 
sprechend geändert  werden.     Tritt  die  Veränderang  der  Nebenschliessung 
wiederholt  und  rasch  nacheinander  ein ,  so  wird  dadurch  nicht  allein  die 
Handhabung  des  Gegensprechers  erschwert,  sondern   auch  dessen  Sicher- 
heit beeinträchtigt ,  und  es  wird  der  Gegensprecher  auf  Linien ,  deren  Ne- 
benschliessungen z.  B.  durch  Witterungswechsel  etc.  sehr  stark  verändert 
werden,  nie  mit  Vortheil  anzuwenden  sein.    Da  indessen  kleinere  Difl^eren- 
zen  sich  in  keiner  Leitung  vermeiden  lassen,  so  wird  es  sich  empfehlen,  die 
Relais  unter  Bezugnahme  für  den  abgehenden  Strom   nicht  zu  empfindlich 
zu  wählen,   denn  da  jede   geringe  Veränderung   des  Widerstandes  in  der 
Hauptleitung  eine  entsprechende  Veränderung  des  abgehenden  Stromes  in 
jeder  Relaisumwickelung  zur  Folge  hat,  so  wächst   der  störende  Einfluss 
mit  der  Anzahl  der  Windungen,  die  in  der  Hauptleitung  liegen,  und  es  er- 
hellt daraus,  dass  das  Stark*sche  modificirte  Relais  (siehe  4.,  0.)  auch  in 
dieser  Beziehung  nicht  zu  empfehlen  ist.     Der  störende  Einfluss  der.  Ver- 
änderlichkeit der  Nebenschliessungen  —  geringe  Schwankungen  innerhalb 
gewisser  Grenzen  ausser  Acht  gelassen  —  äussert  sich  beim  Gegensprechen 
in  der  Weise,  dass,  wenn  die  Relaisbewegungen  beim  einfachen  Arbeiten 
exact  sind,  dieses  nicht  mehr  der  Fall  ist,  wenn  die  empfangende  Station 
auch  gleichzeitig  Strom  absendet,  und  so  entsteht  beim  Gegensprechen  leicht 
verworrene  Schrift.      Eine  Relaisregulirnng   kann  nur  in   beschränktem 
Maasse  dem  Uebelstande  abhelfen  und  nur  eine  stetige  entsprechende  Aen- 
derung  des  künstlichen  Widerstandes  in  der  Nebenleitung  kann  von  Erfolg 
sein.     Dass  eine  solche  stete  Widerstandsregulirung  nicht  stattfinden  kann 
und  darf,  ist  einleuchtend  und  würde  der  Anwendung  des  Gegensprechers 
durchaus  nicht  entsprechen ,   wie  denn   auch   vielfach  dadurch  der  Gegen- 
sprecher als  „unpraktisch"  sich  gezeigt  haben  wird. 

In  der  Zeitschrift  des   österreichischen  Ingenieur- Vereins  1858,  S.  221 
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(ans  Annales  tdligraph.  1855)  ist  ein  dem  Wesen  nach  gleicher  Gegensprecher 
mit  etwas  anderer  Einschaltang  besprochen :  Die  Laftleitang  ist  nach  der 
Tasteraxe  geführt  and  gleichzeitig  mit  dem  localen  Zweigkreis  verbanden ; 
der  Rahecontact  des  Tasters  nnd  der  zweite  Batteriepol  stehen  mit  dem 
Vereinigangspnnkte  beider  Windangen ,  die  Erdleitung  mit  der  (äusseren) 
Windung  für  den  Linienstrom  in  Verbindung.  Die  Batterien  der  beiden 
Stationen  werden  entweder  mit  gleichnamigen  oder  mit  entgegengesetzten 
Polen  an  den  Taster  geführt.  • 

Wartmann  hat  1856  im  Märzhefte  des  Arch.  des  sciences physiqu,  de 
Geneve  drei  verschiedene  Anordnungen  beschrieben,  von  denen  die  erste 
mit  der  Vbn  Gintl,  die  zweite  mit  der  eben  beschriebenen  von  Frischen 
und  die  dritte  sich  von  dieser  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  (wie  bei  der 
von  Edlund)  die  Verbindung  des  Taster-Ruhecontactes  mit  der  Erde  weg- 
gelassen ist.  Vergl.  Poggendorffs  Annalen  08,  S.  183  und  Annah  iele'gr. 
1861 ,  S.  145 ;  desgl.  G 1  ö  s  e  n  e  r,  traue  des  appL  de  Velectr.  Paris  &Li^ge  1861,  S.184. 

B.  Der  Kern  des  bei  dem  andern  Siemen s- II alke'schen  Gegen- 
sprecher benutzten  Relais  ist  nicht  hufeisenförmig,  sondern  er  besteht  aus 
zwei  einzelnen,  in  den  beiden  Multiplicationsrollen  steckenden  Eisenstäben, 
welche  über  die  Rollen  vorstehen  und  mit  flügeiförmigen  eisernen  Ansätzen 
versehen  sind ;  letztere  Ansätze  bilden  Verlängerungen  der  durch  den  Strom 
entwickelten  Elektromagnetpole;  der  eine  Kern  liegt  fest,  der  andere  ist 
um  seine  Axe  drehbar ;  läuft  nun  der  Strom  so  um  die  Kerne ,  dass  in  bei- 
den Kernen  nach  derselben  Seite  hin  entgegengesetzte  Pole  entstehen  oder 
umkreist  der  Strom  blos  einen  Kern ,  so  ziehen  sich  die  beiden  Flügel  an, 
und  die  Localbatterie  für  den  Schreibapparat  wird  geschlossen;  entstehen 
dagegen  in  den  Kernen  nach  gleicher  Seite  hin  gleichnamige  Pole,  so  stos- 
sen  diese  sich  ab,  und  die 


Localbatterie  bleibt  offen. 
Die  Einschaltungsweise  ist 
aus  Fig.  8  ersichtlich;  die 
beiden  Enden  der  Relais- 
umwickelung  sind  einer^ 
seits  mit  der  Luftleitung  L 
und  andererseits  durch  den 
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Fig.  8. 


Rheostat  IfF,  dessen  Widerstand  dem  in  der  Luftleitung  möglichst  gleich  zu 
wählen  ist,  mit  der  Erde  verbunden;  bei  a,  wo  der  Draht  von  der  einen 
Rolle  des  Elektromagnetes  zur  andern  geht,  zweigt  sich  ein  Draht  nach  der 
Axe  des  Tasters  ab,  während  der  Ruhecontact  des  Tasters  mit  der  Erde 
verbunden  und  die  Batterie  wie  gewöhnlich  eingeschaltet  ist.  So  lange 
beide  Taster  ruhen  oder  schweben  ,  kreist  kein  Strom  in  der  Leitung  und 
den  Apparaten.  Wird  ein  Taster  auf  den  Arbeitscontact  niedergedrückt, 
so  durchläuft  der  Strom  auf  der  gebenden  Station  beide  Rollen  des  Relais^ 
da  er  sich  von  a  aus  nach  L  und  nach  W  veTZ^e\g^\  Ä\^  "ä.q^X^tl  ««A  \^xv\i. 
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aber  so  gewickelt,  dass  im  yorliegenden  Falle  die  gleichnamigen  Pole  der 
beiden  Kerne  nach  derselben  Seite  hin  liegen,  also  das  Beiais  der  gebenden 
Station  nicht  anspricht.  Auf  der  Empfangsstation  dagegen  läuft  der  aus  L 
ankommende  Stromzweig  entweder  vorwiegend  blos  durch  die  eine  Solle 
des  Relais  (durch  die  andere  geht  nur  ein  sehr  geringer  Tfaeil),  sofern  dort 
der  Taster  ruht,  oder  durch  beide  Rollen  in  demselben  Sinne ,  wenn  der 
Taster  schwebt;  im  ersteren  Falle  wird  blos  ein  Kern  magnetisch,  im  an- 
deren beide  Kerne  und  zwar  so ,  dass  die  naoh  der  nämlichen  Seite  hin  lie- 
genden Pole  entgegengesetzt  sind,  in  beiden  Fällen  spricht  also  das  Relais 
der  Empfangsstation  an ,  im  zweiten  Falle  wieder  auf  einen  schwächeren 
Strom ,  der  aber  dafär  durch  beide  Rollen  geht  und  beide  Keme*magneti- 
sirt.  Sind  endlich  beide  Taster  gleichzeitig  auf  den  Arbeitscontact  nieder- 
gedrückt, so  ist,  wenn  die  Batterien  beider  Stationen  mit  demselben  Pole 
an  den  Taster  geführt  sind ,  in  der  Leitung  gar  kein  Strom  vorhanden  und 
beide  Relais  sprechen  in  Folge  des  Magnetismus  an ,  welcher  durch  den  in 
dem  Localzweigkreise  vorhandenen  Zweigstrom  geweckt  ist. 

Eine  andere,  ebenfalls  mit  Erfolg  angewendete  Ein- 
schaltung zeigt  Fig.  9;  bei  derselben  ist  der  Widerstand 
^zwischen  Relais  und  Luftleitung  eingeschaltet,  die 
Batterie  zwischen  dem  Arbeitscontact  des  Tasters  und 
der  Mitte  der  Relais  Windungen.  Yergl.  Zeitschr.  d.  Tel- 
Ver.  n,  87. 

Als  Nachtheil  der  eben  beschriebenen  Methode  führt 
Frischen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  IX,  247  u.  251)  an,  dass 
sowohl  im  Momente  des  Gegensprechens,  als  auch,  wenn  die  Batterie  nur 
einer  Station  thätig  ist,  das  empfangende  Relais  nur  mit  einem  Schenkel 
arbeitet,  wenngleich  man  diesen  Uebelstand  durch  zweckentsprechende 
Relais  vermindern  kann.  Ferner  findet  trotz  der  beim  abgehenden  Strome 
auf  der  eigenen  Station  sich  bildenden  gleichstarken  und  gleichnamigen 
Magnetpole  am  Relais,  doch  eine  geringe  Influenz  auf  den  Anker  statt, 
welche  mit  der  Stärke  der  angewandten  Leitungsbatterie  wächst,  und  es 
findet  demnach  stets  eine  nactheilige,  wenn  aach  nur  geringe  Beeinflussung 
der  eigenen  Apparate  durch  den  abgehenden  Strom  statt.  Ist  der  ankom- 
mende Strom  z.  B.  wegen  starker  Nebenschliessungen  nur  schwach ,  so 
kann  derselbe  im  Momente  ,  wo  zugleich  der  abgesandte  Strom  das  Relais 
umkreist ,  nur  einen  geringen  Einfluss  auf  die  Stärken  -  Differenz 
der  Magnetpole  haben,  da  ohnehin  der  abgehende  Strom  wegen  der  Neben- 
schliessung und  des  dadurch  entstehenden  geringeren  Widerstandes  in  der 
Leitung,  das  eigene  Relais  kräftiger  magnetisirt.  Trotz  dieser  Nachtheile 
eignet  sich  diese  Gegensprechmethode  doch  recht  gut  zum  praktischen  Ge- 
brauch, setzt  allerdings  eine  besser  isolirte  Leitung  voraus,  als  die  vorher- 
gehende Methode  mit  doppelter  Umwickelung  des  Relais. 

Zargrösaeren  Sicherheit  wenden  die  Erfinder  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver« 
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II,  87)  eine  doppelte  Relaisnmwickelang  nach  dem  Schema  Fig.  10  an;  da- 
bei umkreist  der  ans  der  Leitung  L  kommende  Strom  auf  seinem  Wege  zur 
Erde  E  jeden  der  beiden  Kerne  zweimal  immer 

in  derselben  Richtung ;  der  vom  Taster  T  kom-  /"jäk\^ST***^ 

mende,  fortgehende  Strom  dagegen  theilt  sich  bei  "^  V^^^^^3?^^* 
a  in  zwei  Zweige ,  welche  ebenfalls ,  aber  in  ent-  yig,  10. 

gegengesetzten  Richtungen,  beide  Kerne  umkrei- 
sen ,  sich  also  in  ihrer  magnetisirenden  Wirkung  gegenseitig  aufheben ,  so 
dass  in  den  Kernen ,  sofern  die  Zweigströme  gleich  sind ,  gar  kein  Magne- 
tismus entsteht.     Diese  Einschaltungsweise  ist  auch  bei  dem  gewöhnlichen 
Relais  anwendbar  und  der  obigen  ganz  ähnlich. 

C.  Während  bei  den  vorstehend  beschriebenen  Gegensprechern  die 
Zeichen  auf  dem  Relais  der  Station  nicht  erscheinen,  weil  der  Strom  dieser 
Station  in  zwei  gleichen  Zweigströmen  in  gleich  vielen  Windungen ,  aber 
in  entgegengesetzten  Richtungen  die  Elektroraagnetkerne  umkreist,  schlug 
der  Vorstand  des  k.  k.  Telegraphen- Centralamtes  zu  Wien,  Dr.  J.B.  Stark, 
vor  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  169  ff'.),  dem  localen,  vorwiegend  blos  zur 
Ausgleichung  vorhandenen  Stromkreis  im  Relais  nur  eine  geringe  Anzahl 
Windungen  zu  geben,  die  mit  der  Luftleitung  verbundenen  Windungen  da- 
gegen so  zahlreich  zu  machen,  wie  bei  einem  gewöhnlichen  Relais.  Soll 
dann  aber  noch  eine  Ausgleichung  zwischen  den  beiden  Zweigströmen  mög- 
lich sein ,  so  muss  die  Stärke  des  ersteren  um  so  viel  mal  grösser  sein ,  um 
wie  viel  mal  seine  Windupgszahl  kleiner  gemacht  worden  ist;  daraus  folgt, 
dass  auch  der  Widerstand  W  eben  so  viel  mal  kleiner  sein  muss ,  als  der 
Widerstand  der  Leitung  in  dem  andern  Zweigstromkreis.  Dabei  wird  hier 
der  in  die  Luftleitung  L  entsendete  Zweigstrom  zwar  schwächer  ,  bei  An- 
wendung gleicher  Drahtlänge  im  Relais  geht  er  aber  durch  mehr  Windun- 
gen und  deshalb  ist  seine  magnetisirende  Wirkung  dennoch  grösser.  Da- 
bei ist  aber  auch  die  Gesammtabnutzung  der  Batterien  bedeutend  grösser, 
und  mit-  der  mehr  oder  weniger  raschen  Abnutzung  der  Batterie  steht  zu- 
gleich deren  Constanz  in  engem  Zusammenhange.  Mit  solchen  Apparaten 
wurden  1855  auf  der  72  Meilen  langen  Linie  Wien-Passau-München  befrie* 
digende  Versuche  angestellt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  178);  in  München 
waren  dabei  48  Zink-Kohlen-Elemente  und  in  Wien  12  Daniell'sche  Bat- 
terien zu  12  Elementen  in  Anwendung.  Auch  wurde  zwischen  München 
und  Triest  mit  Translation  in  Wien  befriedigend  telegraphirt. 

Der  Unterschied  dieser  Abänderung  gegen  die  Anordnung  von  Fri- 
schen und  Siemens-Halke  wird  um  so  kleiner,  je  kleiner  der  Wi- 
derstand der  Luftleitung,  je  kürzer  also  diese  Luftleitung  ist  (vergl.  Zeitschr. 
d.  Tel-Ver.  IX,  249). 

In  der  Zeitschrift  des  Telegraphen- Vereins  (II,  290)  und  in  Poggen- 
dorffs  Annalen  (98, S.  127)  theilen  Siemens  &  Halske  mit,  dass  sie  ihre 
ersten  Versuche  in  dem  Sinne  der  von  Stark  voT(^«äA«b^«fi«tL^ ^^^%«b«rQX!ks^ 
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ihrer  Einschaltang  EDgestellt ,  auch  diese  Abänderung  von  ihrer  gewöhnli- 
chen Construction  in  ihrem  Patent  ausdrücklich  mit  aufgenommen  hätten. 
Auch  weist  Siemens  (Poggendorffs  Annalen  Od,  S.  312)  auf  den  Nach- 
theil der  Verzögerung  der  EntwickeluDg  des  Stromes  (durch  den  entwickel- 
ten Gegenstrom)  in  der  dicken  Spirale  dünnen  Drahtes  gegenüber  den  we- 
nigen Windungen  der  Ausgleichungsrolle. 

5.    Oegenspreoher  von  Bdlnnd;  mit  Zweigströmen  bei  ungleichen 

Windongszahlen. 

Professor  t)r.  £.  E  d  1  u  n  d  in  Stockholm  war  bereits  im  März  1854  dar- 
auf bedacht,  Apparate  zum  Doppeltelegraphiren  nach  seiner  Methode  ver- 
fertigen zu  lassen.  Sobald  zwei  solche  Apparate  fertig  geworden  waren, 
stellte  er  mit  denselben  einige  vorläufige  Versuche  an,  und  da  diese  ein 
günstiges  Resultat  lieferten  ,  wurde  am  Ende  des  Monats  August  die  erste 
Gegensprecheinrichtang  auf  der  Linie  zwischen  Stockholm  und  üpsala  aus- 
geführt. Im  Anfang  des  Januar  1855  wurden  Apparate  zur  Doppelcorre- 
spondenz  zwischen  Stockholm  und  Gothenburg  aufgestellt  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  III,  129  u.  Poggend.  Annalen  98,  S.  632).  Die  erste  Beschreibung 
seiner  Methode  gab  E  dl  und  in  Oefversigt  af  kongL  Vetenskaps-  Akademiens 
FörhandlingaTj  Arg.  All,  No.  6  vom  13.  Juni  1855  und  darauf  in  der  Zeitschr. 
d.  Tel.Ver.  m,  S.  121. 

Der  von  jeder  Station  gegebene  Strom  wird  ebenfalls  in  zwei  Zweigen 
in  entgegengesetzten  Richtungen  um  den  Elektromagnet  des  Relais  dieser 
Station  herumgeführt,  aber  nicht  blos  die  Widerstände,  sondern  auch  die 
Windungen  des  localen  Zweiges,  welche  minder  zahlreich  sind,  als  die  Win- 
dungen des  anderen  Zweiges,  können  durch  beliebige  Ein-  oder  Ausschal- 
tung mittels  eines  besonderen  Rheostats  vermehrt  oder  vermindert  werden, 
um  eine  genügende  Ausgleichung  der  Wirkung  beider  Zweigströme  zu  er- 
reichen. Die  Batterien  beider  Stationen  können  mit  demselben  oder  mit 
entgegengesetzten  Polen  an  den  Amboss  des  Tasters  geführt  werden.  Uebri- 
gens  unterscheidet  sich  die  Einschaltungsweise  von  jener  in  Fig.  7  im  Wesent- 
lichen nur  dadurch,  dassdieVerbindung  zwischen  dem  Ruhecontact  des  Tasters 
und  der  Erde  weggelassen  ist;  dadurch  ist  aber  der  ankommende  Strom  sowohl 
bei  ruhendem  als  bei  schwebendem  Taster  genöthigt,  beide  Windungen  des  Re- 
lais zu  durchlaufen;  obgleich  dies  einerseits  als  Vorzug  geltend  gemacht  wer- 
den kann,  so  muss  doch  auch  eben  deshalb  stets  der  in  die  Luftleitung  ge- 
hende Theilstrom  schwächer  sein  und  durch  mehr  Windungen  geführt  wer- 
den, als  der  locale  Zweigstrom,  und  es  ist  daher  auch  gegen  diese  Einschal- 
tungsweise genau  dasselbe  einzuwenden,  was  gegen  die  von  Stark  gesagt 
wurde.  Ausserdem  ist  der  Uebelstand  nicht  zu  übersehen,  dass,  wenn 
nicht  alle  Windungen  des  localen  Zweigstroms  für  diesen  benutzt  werden, 
d/e  n/cAt benutzten  in  sich  geschlossene  Drahtumwickelungen  um  den  Elek- 
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Fig.  11. 


tromagnet  bilden,  welche  durch  ihre  dämpfende  Wirkung  den  Elektromag- 
net träge  machen. 

6.    Oegenspreoher  von  Haren;  mit  Zweigatrömen  in  1  Eelaia  mit 
einfachen  Windungen. 

In  dem  Parallelogramm  von  Wheats  tone, 
Fig.  11,  zeigt  sich  an  einem  in  der  Diagonale  pq 
eingeschalteten  Galvanometer  G  keine  Spur  von 
Nadelausschlag,  sobald  die  Widerstände  in  den 
Parallelogrammseiten  einander  proportional 
sind,  d.  h.  sobald  a  :  6  =  c:  cf;  die  Qrösse  der 
Widerstände  in  der  Diagonale  p  q  und  in  dem 
übrigen  Stromkreise  rBs  ist  dabei  ganz  ohne 
Einfluss.  Vergl.  auch  Dub,  Anwendung  des 
Elektromagnetismus,  S.  70;  Poggend.  Annal.  104;  S.  460. 

Hiervon  machte  der  königl.  preussische  Telegraphen-Inspector  Maron 
zum  Gegensprechen  und  zum  Doppelsprechen  Ge- 
brauch (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  X,  1  und  125).  Zum 
Gegensprechen  wird  nach  Anleitung  von  Fig.  12  in 
die  Diagonale  pq  ein  Relais  R  von  gewöhnlicher 
Construction  mit  einfacher  Umwickelung  des  Elektro- 
magnetes  eingeschaltet.  Bei  a  und  b  befinden  sich 
constante  Widerstände,  deren  Grösse  gleich  näher 
bestimmt  werden  wird.  Beide  Stationen  haben  eine 
ganz  übereinstimmende  Einschaltung.  So  lange  keine 
Station  spricht ,  sind  die  Linienbatterien  beider  Sta- 
tionen kurz  geschlossen  und  die  dabei  in  die  Leitung 
gehenden  sehr  schwachen  Zweigströme  werden  die 
Relais  nicht  zumAnsprechen  bringen.  Maren  hat  diese 
Einschaltung  gewählt,  damit  beim  Niederdrücken  eines  Tasters  die  Leitung 
nie  unterbrochen  wird.  Eine  Unterbrechung  ist  indess  eigentlich  gar  nicht 
zu  befürchten,  da  dem  ankommenden  Strome  auch  bei  schwebendem  Taster 
immer  noch  der  Weg  durch  den  Rheostat  fT  bliebe;  dadurch  würde  zwar 
die  Stärke  des  Stromes  in  der  Luftleitung  L  abnehmen,  allein  derselbe  würde 
dafür  dann  fast  ganz  durch  das  Relais  der  Empfangsstation  gehen ;  die  spä- 
teren Versuche  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  X,  128,  woselbst  auch  eine  Einschal- 
tung mit  Translation  gegeben  ist)  haben  auch  bestätigt,  dass  die  Batterien 
mit  dem  zweiten  Pole  eben  so  gut  an  den  Amboss  des  Tasters  geführt  wer- 
den  können,  wie  an  die  Axe  desselben.  Um  aber  bei  der  in  Fig.  12  gezeich- 
neten Einschaltung  die  Batterien  ausschalten  zu  können,  während  nicht 
telegraphirt  wird,  befindet  sich  zwischen  B  und  n  ein  Ausschalter.  Wird 
der  Taster  der  einen  Station  niedergedrückt,  so  theilt  sich  der  Strom  der 
Batterie  5  in  r  über  a  und  b  nach  p  und  q\  \Bt  tiMti  öl%t  "^x^vc^^äxä.  ^^% 
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Sheostates  fV  so  regulirt,  dass  er  sich  znm  Widerstände  L  der  Luftleitung 
(durch  die  Empfangsstation  bis  nach  s)  verhält,  wie  b  zua,  also  WiLssbiOj 
80  geht  durch  das  Relais  der  gebenden  Station  kein  Strom ;  auf  der  Em- 
pfangsstation dagegen  theilt  sich  der  in  der  Luftleitung  L  ankommende 
Strom  bei  p,  der  eine  Theil  geht  tiber  a  und  r,  der  andere  durch  R  und  b 
über  r  (zum  Theil  auch  durch  W)  zur  Erde.  Damit  nun  der  zweite  Theil 
mindestens  die  Hälfte  des  ganzen  ankommenden  Stromes  betrage,  muss 
R  +  b  =  a  aeiu]  wählt  man  nun  6  = /{,  so  wird  a  =  2/2  ==26,  und  deshalb 
auch  JF=^L,  Werden  in  beiden  Stationen  die  Taster  zugleich  niederge- 
drückt ,  so  ist  bei  gleich  starken  Batterien  in  der  Hauptleitung  L  wieder 
kein  Strom  vorhanden ,  und  die  beiden  Relais  sprechen  auf  die  durch  W 
hindurchgehenden  Zweigströme  an;  wegen  der  Verzweigung  bei  r  ist  der 
durch  R  gehende  Theilstrom  sehr  schwach  (^,  da  R  +  a=^).  Auch  wenn 
blos  1  Taster  spricht,  geht  {vom  ganzen  Strome  in  die  Zweigleitung  durch 
W  und  nur  {  in  die  Luftleitung  L ,  und  von  letzterem  Theilstrome  geht 
wiederum  fast  nur  die  Hälfte  durch  das  Relais  der  Empfangsstation.  Diese 
starke  Abnutzung  der  Batterien  ist  ein  Uebelstand  dieser  Methode,  welche 
übrigens  weniger  als  andere  Methoden  von  der  Veränderlichkeit  der  Wider- 
stände auf  der  Linie  zu  leiden  hat. 

Bei  den  verschiedenen  Versuchen  mit  diesem  Stromlaufe  wurden  Re- 
lais mit  Winkelhebel  benutzt;  sie  hatten  etwa  10  Meilen  Widerstand ;  es 
wurden  dann  in  b  10  Meilen,  in  a  etwa  20  Meilen  eingeschaltet.  Je  kleiner 
unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  der  Widerstand  des  in  p^  eingeschalte- 
ten Relais  ist,  desto  kleiner  können  die  constanten  Widerstände  a  und  b  ge- 
macht werden,  die  eine  unvermeidliche  Vermehrung  der  Gesammtwider- 
stände  bilden.  Die  sogenannten  Notteb  oh  mischen  Relais  arbeiten  sehr 
gut  und  haben  meist  nur  5,5  bis  6  Meilen  Widerstand.  Schaltet  man  ein 
solches  Relais  in  p  g  ein,  so  könnte  der  constante  Widerstand  in  a  auf  12,  in 
b  auf  6  Meilen  vermindert  werden.  Behufs  der  Regulirung  des  Widerstan- 
des im  Rheostat  TV  wird  in  der  Diagonale  pg  noch  ein  möglichst  empfindli- 
ches, doch  mit  einfacher  Umwickelung  versehenes  Galvanometer  eingeschal- 
tet, dann  aber  mittelst  eines  Stöpsel-Ausschalters  ausgeschaltet,  da  es  ohne 
wesentlichen  Nutzen  den  Widerstand  für  den  ankommenden  Strom  zwischen 
f  p  und  q  vermehrt  Erforderlichen  Falls  lässt  man 

^P  \  ^  ein  gewöhnliches  Galvanoskop  von  etwa  ^  Meile 

Mr  ^falll^^^iJLj^P     Widerstand  irgendwo  zwischen  p  u.  ^  eingeschal- 
Bljy^, JM^     I  tet,  um  den  ankommenden  Strom  in  gewohnter 

bBLI— — ^^ijwr^^    M     Weise  beobachten  zu  können. 
\M    -    ,  iiF^^H'=-^-wFf^^  Will  man  den  Nachtheil  vermeiden,  welcher 

S  L  B       mit  der  in  Fig  12  gezeichneten  Einschaltung  der 

^^*  ^'  Batterien  verknüpft  ist,  so  könnte  man  Taster 

verwenden,  wie  sie   in  Fig.  13   skizzirt   sind:    In   dem  Hebel  ri  ist  das 
Stück  rm  gegen  nt  durch  ein  Zwischenstück  mn  aus  Elfenbein  oder  Hörn- 
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l^amnii  isolirt;  wenn  die  Abreissfeder  fr  entsprechend  gespannt  ist,  wird  die 
Contactschranbe  /  beim  Niederdrücken  des  Tasters  erst  dann  den  Hebel 
ri  verlassen,  nnd  dadurch  die  Verbindung  zwischen  L  und  E  aufheben,  wenn 
bereits  durch  die  Contactschranbe  h  die  Verbindung  zwischen  L  und  B  her* 
gestellt  ist,  und  ebenso  umgekehrt  beim  Loslassen  des  Tasterhebels.  Bei 
Anwendung  solcher  Taster  kann  vielleicht  auch  eine  gemeinschaftliche  Li- 
nienbatterie für  mehrere  Linien  und  Apparate  verwendet  werden ;  denn 
wenn  auch  beim  Niederdrücken  oder  Loslassen  des  Tasterhebels  jedesmal 
die  Batterie  momentan  kurz  geschlossen  wird,  so  findet  dieser  kurze  Schluss 
utid  die  dadurch  herbeigeführte  Unterbrechung  des  von  den  anderen  Appa- 
raten in  die  Leitungen  entsandten  Stromes  doch  nur  einen  unendlich  klei- 
nen Zeitraum  hindurch  statt,  während  dessen  die  Relais  der  Empfangssta- 
tionen in  Folge  der  Coercitivkraft  des  Eisens  die  einmal  angezogenen  An- 
ker muthmasslich  festhalten  werden*  Unzweifelhaft  kann  man  dagegen  für 
mehrere  Leitungen  eine  gemeinschaftliche  Linienbatterie  anwenden ,  wenn 
man,  wie  oben  angedeutet  wurde,  die  zweiten  Batteriepole  nicht  an  die  Axe, 
sondern  an  den  Amboss  der  Taster  führt. 

7  und  8.  Die  Gegensprecher  von  Schaack  nnd  von  Bossoha. 

Der  königl.  preuss.  Telegraphen-Secretair  F.  Schaack  hat  (Zeitschr. 
d.  Tel.- Ver.  X ,  5)  eine  Apparatzusammenstellung  mit  4  Relais  angegeben, 
welche  als  Gegensprecher  und  als  Doppelsprecher  zugleich  dienen  kann. 
Ebenso  l&sst  sich  der  Doppelsprecher  von  Bosscha  als  Gegensprecher  an- 
wenden. Ihre  Beschreibung  folgt  später  nach  Besprechung  des  Doppel- 
sprechens unter  III,  A,  1  und  3. 

9.  Oegeniprecher  von  Sohaaok;  mit  1  Horse  mit  Doppelwindungen, 
nur  iheilweise  mit  Zweigströmen. 
Um  eine  bessere  Ausnutzung  der  Linienbatterie  zu  erzielen ,  schlug 
der  königl.  preuss.  Telegra- 
phen-Secretair und  Calcula- 
tor  F.  Schaack  1863  in  der 
Zeitschr.  d.  Tel.- Ver.  (X,249) 
die  in  Fig.  14  skizzirte  Ein- 
schaltung vor.  Es  sind  dabei 
die  Morse  -  SchKoibapparate 
M  und  ilfi  (ohne  Relais)  unmittelbar  in  die  Linie  eingeschaltet.  Diese 
Horse  haben  eine  Doppelspirale ,  von  der.  die  eine  Umwickelung  mit  dem 
einen  Ende  an  den  Ruhecontact,  die  zweite  an  den  Amboss  des  Tasters 
geführt  ist,  während  die  andern  Enden  beider  mit  der  Erde  J^in  Verbin- 
dung stehen.  Von  den  beiden  Um  Wickelungen  hat  die  äussere ,  mit  dem 
Ruhecontact  des  Tasters  verbundenci  nur  einen  so  grossen  Widerstand,  dass 
der  von  der  andern  Station  anlangende  Strom  den  Schreibh«b«\  d^%  ^<:Xi\^^- 
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apparates  bei  geeigneter  Spannung  der  Schreibkebelfeder  anzieht,  also  ein 
Zeichen  geben  kann.  Die  andere  innere  Umwickelang  hat  einen  geringem 
Widerstand  (Schaack  wählte  die  Widerstände  im  Verhältniss  4 :  3).  Beide 
Umwickelangen  sind  gleichzeitig  and  in  gleicher  Richtung  um  die  Kerne 
des  Elektromagnetes  gewunden ;  aber  auch  die  Zahl  der  Windungen  in  der 
äussern  und  innern  Umwickelung  ist  verschieden  (Schaack  wählte  sie  im 

Verhältniss  5  : 4).  Die  Batterien  beider  Statio- 
nen sind  mit  ungleichnamigen  Polen  an  den  Tas- 
ter geführt.  Der  Hebel  des  Tasters  (Fig.  16)  ist 
mit  federnden  Contacten  versehen ,  welche  sich 
Yig,  15.  beim  Spiel  auf  die  ans  den  Contactkegeln  vor- 

stehenden Platinsiiftchen  1  und  3  auflegen ;  so- 
wohl die  Contactfedern ,  als  auch  die  Hubhöbe  des  Hebels  ist  durch  4  in 
dem  Hebelkörper  versenkte  Stellschrauben  regulirbar ;  dabei  muss  die  Span- 
nung der  Federn  so  gewählt  werden,  dass  bei  horizontaler  Lage  des  Hebels 
beide  Federn  auf  ihren  Platinstiftchen  aufliegen ,  beim  Spiel  des  Hebels 
aber  abwechselnd  die  eine  und  die  andere  ihren  Contactstift  verlässt.  So 
lange  nun  keine  Station  spricht,  ist  kein  Strom  vorhanden.  Wird  blos  ein 
Taster  niedergedrückt,  so  kommt  er  zunächst  in  die  Lage,  wo  beide  Federn 
auf  den  Contactstiften  aufliegen;  dabei  geht  der  Strom  ganz  durch  die  in- 
nere Umwickelung  mit  weniger  Windungen,  theilt  sich  am  Taster,  und  der 
bei  weitem  stärkere  Zweig S'trom  geht  in  entgegengesetzter  Richtung 
durch  die  äussere  Umwickelung  mit  mehr  Windungen ;  in  dem  Schreibappa^» 
rate  der  gebenden  Station  können  sich  also  beide  Ströme  ausgleichen;*)  in 
dem  Schreibapparate  der  empfangenden  Station  geht  der  schwächere 
Zweigstrom  nnr  durch  die  äussere  Umwickelung  und  bringt  hier  voraus- 
sichtlich noch  kein  Zeichen  hervor.  Wird  darauf  der  Taster  noch  weiter 
niedergedrückt,  so  geht  der  ganze  Strom  auf  der  gebenden  Station  durch 
die  minder  zahlreichen  inneren  Windungen,  auf  der  Empfangsstation  durch 
die  zahlreicheren  äusseren;  die  magnetisirenden,  auf  beiden  Stationen  wir- 
kenden Kräfte  verhalten  sich  nach  den  gewählten  Verhältnissen  wie  4  : 5, 
daher  darf  auf  erstere  der  Schreibapparat  (auf  der  gebenden  Station)  nicht 
ansprechen,  wohl  aber  auf  letztere  (auf  der  Empfangsstation).  Spielt  man 
mit  beiden  Tastern  zugleich ,  so  treten  noch  folgende  Erscheinungen  auf: 
Liegen  beide  Taster  mit  der  Feder  blos  auf  dem  Arbeitscontacte  auf,  so 
durchläuft  ein  durch  das  Zusammenwirken  beider  Batterien  fast  verdoppel- 
ter Strom  durch  beide  innere  Windungen  und  beide  Schreibapparate  spre- 
chen an;  Zweigströme  sind  hierbei  nicht  vorhanden.  Liegen 
dagegen  bei  beiden  Tastern  beide  Federn  auf  den  Contactstiften ,  so  ver- 


*)  Aendert  sich  während  dieser  Tasterstellung  der  Widerstand  in  der  Linie ,  so 
ändert  sich  die  Stärke  des  ganzen  Stromes  und  seines  Theilstromes  gleichzeitig  und 
dadurch  kann  möglicher  Weise  die  Veränderlichkeit  des  Linienwiderstandes  in  gerin- 
gerem  Oraäe  störend  auf  das  Qegensprechen  einwirken. 
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stärken  sich  in  der  Luftleitung  und  den  beiden  inneren  Spiralen  die  Ströme 
beider  Batterien ,  während  gleichzeitig  auch  in  beiden  äusseren  Spiralen 
Zweigstöme  vorhanden  sind;  je  nach  der  Stärke  dieser  Ströme  werden 
beide  Schreibapparate  ansprechen  oder  nicht,  was  übrigens  ganz  gleichgil- 
tig  ist,  da  beide  Stationen  eben  in  Thätigkeit  übergehen  oder  dieselbe  un- 
terbrechen. Liegt  endlich  der  eine  Taster  mit  beiden  Federn  auf  den  Con- 
tactstiften,  der  andere  nur  mit  der  Feder  auf  dem  Arbeitscontacte ,  so  wird 
der  Strom  im  Schreibapparat  der  letzteren  Station  voraussichtlich  so  stark, 
dass  dieser  Schreibapparat  anspricht,  was  weiter  nicht  stört;  im  Schreibap- 
parat der  ersten  Station  dagegen  wird  (wenigstens  bei  den  gewählten  Ver- 
hältnissen, vergl.  auch  Zeitschr.  d.  TeL-Ver.  X,  252)  der  Ueberschuss  in  den 
äusseren  Windungen  so  gering,  dass  der  Schreibapparat  (besonders  wenn 
diese  Tasterstellung  von  längerer  Dauer  ist)  loslassen  und  aussetzen  wird, 
wodurch  möglicher  Weise  Striche  in  Punkte  aufgelöst  werden  können. 

10.    Oegentpreoher  von  Sohreder;  mit  1  polarisirten  Beiais  mit  Eilfs- 
feder,  ohne  Zweigströme. 

Um  das  Erscheinen  der  abgesendeten  Zeichen  auf  dem  &elais  der  ab- 
sendenden Station  zu  verhüten,  schlug  Dr.  Eduard  Schreder  in  Wien 
1860  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  VII,  260)  die  Mitbenutzung  einer  am  Taster  an- 
gebrachten, auf  das  zu  benutzende  polarisirte  (d.  h.  mit  einem  permanent- 
magnetischen Anker 
versehene)  Relais 
wirkenden  Hilfsfe- 
der vor.  Die  auf  bei- 
denStationen  gleiche 
Einschaltung  zeigt 
Fig.  16.  Das  zum 
Empfangen  der  Zei- 
chen bestimmte  Re- 
lais in  einem  Käst- 
chen N  ist  dem  sonst 
in  Oesterreich  ge- 
bränchlichen  Bain- 
schenlndicator  nach- 
gebildet; seine  bei- 
den halbkreisförmi- 
gen ,  permanenten  Stahlmagnete  b  stehen  vertical ,  sind  an  dem  metallenen 
Hebel  a  befestigt  und  mit  diesem  um  die  horizontale  Axe  C  drehbar,  jedoch 
nur  innerhalb  der  beiden  Contactpunkte  m  und  n;  am  hintern  Ende  des  He- 
bels a  sind  zwei  Spiralfedern  p  und  f  angebracht,  von  denen  p  für  gewöhn- 
lich den  Hebel  an  den  Contactpunkt  n  andrückt.  Das  eine  Ende  der  Elek- 
tromagnetspulen ist  mit  der  Luftleitung  I,  das  aixdet^  mvX.  ^«t  k^^*^  ^^"^ 


Z»i\äebriri  f,  Malhtmalik  u.  Physik,  X,  S. 
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Tasters  verbunden,  welcher  in  Fig.  16  uro  90  Grad  verwendet  gezeichnet 
ist,  da  er  in  Wirklichkeit  mit  der  Seitenwand  des  Kästchens  N  parallel  liegt. 
Der  Ruhecontactpunkt  3  des  Tasters  und  der  Zinkpol  der  Linienbatterie  B 
sind  mit  der  Erde  £  verbunden,  der  Kupferpol  dieser  Batterie  dagegen  mit 
dem  um  c  drehbaren  Hebel  ciOy  welcher  den  Arbeitscontact  des  Tasters 
bildet,  und  an  welchem  innerhalb  des  Kästchens  i^T  die  Spiralfeder  /'befe- 
stigt ist.  Die  Axe  C  des  Relaishebels  a  ist  durch  die  Multiplicationsrollen 
des  Schreibapparates  M  hindurch  mit  dem  Kupferpol  der  Localbatterie  b 
und  deren  Zinkpul  mit  der  Contactschraube  m  leitend  verbunden. 

So  lange  nun  kein  Zeichen  zu  telegraphiren ,  also  kein  Taster  nieder- 
gedrtickt  ist,  circulirt  kein  Strom  und  kein  Schreibapparat  spricht  an.  Wenn 
blos  eine  Station  ein  Zeichen  giebt,  dann  drückt  sie  ihren  Taster  cio  nieder 
und  der  Linienstrom  geht  von  B  über  c,  t,  2  und  d  durch  die  Elektroroagnet- 
rollen  in  die  Luftleitung;  die  Finschaltung  des  Relais  ist  aber  so  gewählt, 
dass  der  Hebel  a  durch  den  jetzt  das  Relais  durchlaufenden  Strom  nur  um 
so  fester  an  n  angedrückt  wird ,  so  dass  er  selbst  durch  die  beim  Nieder- 
drücken des  ^ebels  cio  etwas  angespannte  Spiralfeder  /'nicht  von  n  losge- 
rissen wird;  daher  wird  auf  der  gebenden  Station  die  Localbatterie  nicht 
geschlossen  und  es  erscheint  auf  dieser  Station  das  gegebene  Zeichen  nicht; 
auf  der  Empfangsstation  dagegen  erscheint  das  Zeichen,  denn  hier  tritt  der 
von  der  gebenden  Station  in  die  Leitung  Z  gesendete  Strom  ans  dieser  in 
die  Rollen  des  Relais,  durchläuft  sie  aber  in  entgegengesetzter  Richtung 
wie  auf  der  gebenden  Station,  und  geht  dann  über  d,  2  und  3  des  nicht  nie- 
dergedrückten Tasters  zur  Erde  iE;  in  der  Empfangsstation  legt  also  der 
Strom  den  Hebel  a  an  den  Contactpunkt  m,  scbliesst  dadurch  die  Local- 
batterie b  und  das  Zeichen  erscheint  auf  dem  Schreibapparat.  Wenn  beide 
Stationen  gleichzeitig  Zeichen  geben ,  dann  sind  in  beiden  Stationen  die 
Taster  niedergedrückt  und  beide  Linienbatterien  senden  gleichstarke  Ströme 
in  entgegengesetzten  Richtungen  in  die  Leitung,  daher  heben  sich  diese 
Ströme  auf  und  es  bleibt  auf  jeder  Station  blos  die  Federwirkung  übrig, 
legt  den  Relaishebel  a  an  die  Contactschraube  m,  scbliesst  die  Localbatte- 
rie 6  und  auf  jeder  Station  erscheint  das  von  der  andern  gegebene  Zeichen. 
Auch  wenn  die  Linienbatterien  beider  Stationen  mit  ungleichnamigen  Polen 
an  die  Taster  geführt  wt^rden,  lasst  sich  diese  Einschaltung  gebrauchen, 
doch  ist  auch  bei  ihr  die  Linie  gänzlich  unterbrochen,  während  der  Taster- 
hebel den  Contact  3  verlassen  und  den  Hebel  'cio  noch  nicht  erreicht  hat; 
man  müsste  also  den  Contact  3  federnd  machen,  so  dass  er  den  Tasterhebel 
erst  verlässt,  wenn  dieser  den  Hebel  cio  schon  berührt,  denn  der  dann  da- 
bei eintretende  momentane  kurze  Schluss  der  Linienbatterie  ist  ohne  Be- 
deutung. Auch  schlug  Schreder  zur  Beseitigung  dieses  Uebelstandes 
einen  eigenthümlichen  Taster  vor,  dessen  Beschreibung  später  bei  Bespre- 
chüDg  des  Schreder'schen  Doppelsprechers  folgen  wird. 


Von  Dr.  Eduard  Zetzsche. 
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IL    Der  Oegenipreoher  von  Friiohen;  mit  1  polarisirten  Belaii  und 
doppelten  Tdegraphirbatterien. 

Um  dem  störenden  Einfloas  der  Veränderlichkeit  der  Nebenschliesaim- 
gen  in  der  Luftleitung  anf  den  Gang  der  Apparate  (siehe  oben  4.,  A)  mit 
Erfolg  zn  begegnen,  schlag  der  königl.  hannoversche  Telegraphen-Inspector 
C.  Frischen  am  17.  Januar  1863  (vergl.  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  IX,  «51)  die 
Anwendung  von  magnetisirten  Kelais  und  Doppelbatterien  vor.  Die  Ein- 
schaltung erfolgt  dann  nach 


Fig.  17. 


Fig.  17.  Mit  jedem  Contacte 
der  beiden  Taster  ist  eine 
Batterie  verbunden;  die  Bat- 
terien derselben  Station  sind 
mit  entgegengesetzten ,  die 
sich  entsprechenden  Batterien 
beider  Stationen  dagegen  mit 
gleichnamigen  Polen  zur  Erde 
geführt.  Jede  Batterie  sendet  durch  ihr  eigenes  Relais  2  Zweigströme  von 
entgegengesetzter  Richtung.  Es  seien  nun  die  Widerstünde  entsprechend 
abgeglichen  und  dann  die  Relais,  wenn  kein  Strom  vorhanden  ist,  so  ein- 
gestellt, dass  ihre  magnetisirten  Anker  oder  Zungen  ns  bei  der  Bewegung 
mit  der  Hand  sowohl  am  Localbatteriecontact ,  als  auch  am  Ruhecontacte 
liegen  bleiben.  Wenn  kein  Zeichen  gegeben  wird,  liegen  die  Anker  beider 
Relais  durch  die  Wirkung  der  localen  Zweigströme  von  IC  und  K^  am  Ruhe- 
contacte. Wird  der  Taster  T  in  Station  /  niedergedrückt,  so  wird  der 
Strom  der  Batterie  Z  den  Anker  von  B  am  Rahecontact  liegen  lassen,  den 
Anker  von  /?(  aber  gegen  den  Batteriecontact  drücken,  während  beim  Los- 
lassen des  Tasters  T  der  Strom  der  Batterie  ATi  auf  den  magnetisirten  An- 
ker in  Ei  einen  entgegengesetzten  Einfluss  ausüben  und  ihn  an  den  Ruhe- 
contact  andrücken  wird.  ^Ganz  derselbe  Vorgang  findet  in  Bezug  auf  den 
Taster  J,  und  das  Relais./?  statt.  Werden  beide  Taster  zugleich  gedrückt, 
so  sind  die  Erscheinungen  folgende:  ist  zunächst  J,  niedergedrückt,  so  liegt 
R  am  Arbeits-,  /?|  am  Ruhecontact;  geht  nun  T  zum  Schweben  über,  so 
bleibt  E  am  Arbeitscontact,  da  in  ihm  der  Strom  von  Z]  jetzt  beide  Win- 
dungen durchläuft,  /?,  dagegen  geht  voraussichtlich  bereits  ebenfalls  an  den 
Arbeitscontact,  da  in  ihm  wegen  des  vermehrten  Widerstandes  in  /  der 
Strom  von  Zj  in  den  inneren  Windungen  zu  überwiegen  beginnt;  kommt 
endlich  J  auf  den  Arbeitscontact  an,  so  bleiben  beide  Relais  an  dem  Ar- 
beitscontacte  liegen.  Es  ergiebt  sich  nun  leicht  aus  einer  weiteren  Betrach- 
tang, dass  Veränderungen  des  Widerstandes  in  der  Leitung  ohne  Einfluss 
auf  den  sicheren  Gang  dieses  Gegensprechers  sein  müssen,  so  lange  nicht 
die  Widerstandsungleichheit  so  gross  wird,  dass  dadurch  die  Differenz  der 
Einwirkung  des  abgehenden  Stromes  in  den  enlgegew^^ÄftX'L\.^Ti\i\aNiva^'Q^'^- 
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gen  des  Relais  grösser  wird  y  als  die  Einwirkung  durch  den  ankommenden 
Strom. 

Wenngleich  diese  Oegensprechmethode  in  der  ehen  heschriehenen 
Weise  vollkommen  hrauchhar  ist  und  hei  ihr  auch  gemeinschaftliche  Linien- 
hatteri^n  für  mehrere  Linien  benutzt  merden  können,  da  ja  der  eine  Batte- 
riepol mit  der  Erde  verbunden  ist,  so  kann  doch  die  stete  Wirkung  der 
Batterien  IC  und  ICi  in  der  Hube  als  ein  Uebelstand  bezeichnet  werden. 
Man  kann  denselben  beseitigen,  indem  man  durch  einen  einfachen  Kurbel- 
oder Stöpsel-Ausschalter  diese  beiden  Batterien  ausschaltet  und  dafür  den 
Buhecontact  des  Tasters  mit  der  Erde  verbindet.  Noch  bequemer  erreicht 
man  diesen  Zweck  durch  den  drehbaren  Submarinetaster  von  Siemens  & 
Halske  (Schellen,  der  elektromagn.  Telegraph,  3.  Aufl.,  S.  290;  Dub, 
Anwendung  des  Elektromagnetismus,  S.  407),  der  selbstthätig  vor  Anfang 
und  Beendigung  des  Gebrauches  die  Batterie  ein-  oder  ausschaltet  und  zu- 
gleich die  Erdverbindung  aufhebt  oder  herstellt.  Bei  Uebertragungen  kann 
man  selbstthätige  Aus-  und  Einschalter  für  die  zweite  Batterie  anwenden. 
Macht  man  von  einer  Ausschaltung  der  zweiten  Batterie  Gebrauch,  so  iet 
im  Zustande  der  Ruhe  gar  kein  Strom  vorhanden,  und  es  entbehren  deshalb 
die  Relaisanker  jeder  richtenden  Kraft  und  können  leicht  gegen  den  Batte- 
riecontact  sich  lehnen  und  dadurch  den  Schlnss  des  Schreibapparates  her- 
beiführen. Um  dieses  ^u  umgehen,  müssen  die  Relaisanker  durch  eine 
leichte  Feder  oder  durch  einseitige  Anziehung  des  magnetischen  Ankers 
gegen  den  Ruhecontact  gedrückt  und  die  zweiten  Batterien  dem  entspre- 
chend verkleinert  werden. 

(Fortsetzung  im  nächsten  Heft.) 
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UV.    Integration  der  Differential-Oleiehnng 

1)  a:y<")  +  ay(*-i>=ftiry, 

in  welcher  a  eine  positive,  and  b  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedentet    Von 
Prof.  Simon  Spitzer. 

Das  Integral  der  Oleichung  l)  ist,  nach  der  Laplace^schen  Methode 
bestimmt,  von  folgender  Form : 

2)  y—C,je'^{v^  —  h)^       du  +  C^ J^ {vT  —  h)  "^       du+... 

0  0 

+  C„y>'(M"— ft)"  "  du, 
0 
vorausgesetzt,  dass  A,  A,  . .  A«  die  n  Wurzeln  der  Gleichung 

3)  A-  =  6 

sind,  C|,C, . . .  Cn  willkürliche  Constanten  bedeuten,  zwischen  welchen  die 
Gleichung : 

4)  C,  +  Ct+....-^Cn  +  0 
stattfindet.     Man  kann  obiges  y  auch  so  darstellen : 

1  Jl-i 

5)  y=/(l— 11»)»       (C,X,cV'+  C,A,eAt«+  . . .  +  Q.A,«U«')rf„, 

0 
und  sich ,  wenn  man  will ,  auch  durch  directe  Substitution  von  der  Bichtig- 
keit  dieses  Integrales  überzeugen. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo—  ekie  ganze  positive  Zahl  ist,  lässt  sich 

die  Integration  leicht  wirklich  durchführen  ,   denn  man  erhält ,   wenn  man 
von  folgender  bekannten  Formel  Gebrauch  macht: 

6,     /-,„..=^[!a_»|)+j^_...], 
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unter  Zuhilfenahme  der  Qleichnng  4)  fUr  y  folgenden  Aasdruck: 


7) 


in  welchem 


L     X  a*  o:'  J 


— -i 

8)  <p(w)  =  (m"-6)  « 

ist,  und  in  welchem,  weil  q>{u)  als  ganze  algebraische  Fnnction  von  u  vor- 
ausgesetzt ist,  die  in  den  eckigen  Klammern  stehenden  Polynome  abbre- 
chen, somit  von  endlicher  Gestalt  sind.  Es  lässt  sich  leicht  darthun,  dass 
der  in  7)  aufgestellte  Werth  von  y  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
genügt,  selbst  wenn  die  in  4}  stehende  Gleichung  nicht  stattfindet,  und  dass 
somit  der  Ausdruck  7)  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  l)  ist. 

Das  in  5)  aufgestellte  y  ist  nicht  das  vollständige  Integral  der  vorge- 
legten Gleichung.  Die  Gleichung  1)  ist  nämlich  von  der  fi^*°  Ordnung,  Ihr 
Integral  muss  somit  n  willkürliche  Constante  enthalten.  Das  in  5)  ste- 
hende y  hat  aber  Mos  n — 1  willkürliche  Constante,  weil  zwischen  den  «Grös- 
sen Ci^.C^. ,  .  Cn  die  Gleichung  4)  stattfindet;  es  muss  daher  dieses  y  noch 
durch  ein  particuläres  Integral  completirt  werden. 

In  dem  speziellen  Falle,  wo  a  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  ist  es  mir 
gelungen,  das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
aufzustellen.  —  Bevor  ich  dies  zeige,  will  ich  darthun,  dass  die  2  Differen- 
tial-Gleichungen: 

1)  a'y<")  +  ay^"-^)  —  bxy  =r=0, 

9)  a::<»)+(a  +  n)2<«'-^>  — 6x^  =  0 
Integrale  haben,  die  in  folgendem  Zusammenhange  stehen: 

10)  z=y«)_6y. 

Denn  setzt  man  das  so  eben  aufgestellte  z  in  die  Gleichung  9),  so  efhält 
man  identisch 

•  a:2(»)  +  (rt  -f  fi)i("-*J  — 6xz 

in         cf» 

folglich  ist  die  Gleichung  9)  für  den  in  10)  stehenden  Werth  von  z  erfüllt, 
wenn   die   Gleichung   1)  stattfindet,   *was    zu   beweisen   war.      Es  genügt 
demnach  die  Integration  der  Gleichung  l)  zu  zeigen  für  Werthe  von  a,  die 
gleich  l,  2,  3, .  . .  «  —  1  sind,  und  dies  soll  nun  geschehen. 
Ich  setze  voraus,  dass  das  Integral  der  Gleichung 
12)  xg)(»-^i)(a:)  =  6g>(a:) 
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bekannt  ist  und  behaupte  dann,  das«  das  y,  welches    der  Oleichung  1)  in 
dem  Falle  genügt,  wo  a  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  folgende  Form  habe: 

CO  u» 

13)  y=  f  ^     "  g)<-+*)(Mar)  du. 

0 
Um  sich  von  der  Richtigkeit  dieses  Ausdruckes  zu  überzeugen ,  substituire 
man  dasselbe  in  1);  hierdurch  gelangt  man  zu  folgender  Gleichung: 

e     «  [a:  w»  g)(«+«-fi)  {ux)  +  a  ü"-i  ^<»+»>  (ti  x) — 6  ar  g^^-H-i )  {u  x)]  du=0. 

0 
Durch  a maliges  Differenziren  der  Gleichung  12)  erhält  man  aber: 

1 5)  x  9<-+«+i)  (ar)  +  a  9<«+")  (a?) = b  q>^^>  (o:), 
und  wenn  man  hier  x  durch  ux  ersetzt: 

16)  wa:9<»-Hi+i)(,^jp)  +  ay«-H>nw^)  =  ^<P^*K«^^)- 

Setzt  man  den,  sich  hieraus  ergebenden  Werth  von  warqp<*+*^*^(w«)  in  die 
Gleichung  14),  so  erhält  man : 

e     «  [6ti"-*9(«)(war)  —  bxtp^^^^  (ux)]  du=0. 

0 
Nun  ist 

18)      fe     «  [6ii"-^g>(«)(Mx)  — 6a:9<H-t)(Ma:)]rfi/=— 6e     ''9)<«>(mx), 

folglich  erhält  man,  die  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  durch 
führend.  Null  zum  Resultate,  wenn  der  Ausdruck : 

e     ''<p<«>(Ma:) 
Null  ist,  sowohl  für  ii=0,  als  auch  für  m=  oo. 

Die  Gleichung  12)  last  sich  integriren,  sowohl  in  geschlossener  Form, 
als  auch  mittelst  unendlicher  Reihen.  Hat  man  -das  Integral  der  Gleichung 
12)  auf  irgend  eine  Weise  bestimmt ,  so  enthält  selbes  n  +  1  willkürliche 
Constante.  Differenzirt  man  sodann  dieses  gefundene  vollständige  Inte- 
gral amal  (unter  a  eine  ganze  Zahl  verstanden,  die  kleiner  als  n  ist)  und 
setzt  hierein  a:  =  0,  so  führt  9<*)(0)  =  0  auf  eine  Bedingungsgleichung  zwi- 
schen den  n  +  l  willkürlichen  im  Integrale  der  Gleichung  12)  auftretenden 
Constanten.  Das  in  13)  angeführte  y  ist  daher  das  vollständige  Integral 
der  vorgelegten  Differential-Gleichung,  wenn  zwischen  den  n  +  l  willkürli- 
chen Gonstanten,  die  in  dieses  y  eintreten,  die  Bedingungsgleichnng  9(*)(0)=0 
aufgestellt  wird. 
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ZV.  Heber  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde.  Vom  Baurath  Dr. 
Hermann  Sciieffler. 

Der  von  Maskelyne  und  Hutton  am  Berge  Sheballion  in  England 
ausgeführte  Verbuch,  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  aus  der  Ablenkung 
des  Bleilothes  in  der  Nähe  von  Gebirgen  zu  bestimmen,  hat  das  Resultat 
4,7  ergeben ,  welches  durch  eine  ähnliche  Messung  am  Mont-Cenis  nahezu 
bestätigt  sein  soll. 

Die  Beobachtungen  an  der  Drehwage  haben  dagegen  erheblich  grös- 
sere Werthe  geliefert.  Cavendish  fand  5,48,  Reich  mit  einem  höheren 
Grade  von  Zuverlässigkeit  5,44  und  Baily  bei  Anwendung  grosser  Sorg- 
falt 5,68. 

Das  von  Bessel  vorgeschlagene  Verfahren,  durch  Pendelschwingun- 
gen die  Intensitätsvermehrung  zu  bestimmen,  welche  die  Schwere  durch 
einen  unmittelbar  unter  dem  Pendel  liegenden  massenhaften  Berg  erleidet, 
scheint  noch  nicht  praktisch  ausgeführt  zu  sein. 

Von  diesen  drei  Methoden  hat  unstreitig  die  Messung  mittelst  der 
Drehwage  die  meiste  Anwartschaft  auf  Genauigkeit ,  da  sie  mit  genau  be- 
stimmbaren Massen  und  Entfernungen  operirt,  gegen  welche  Vortheile  die 
durch  mechanische  Hilfsmittel  besiegbare  Schwierigkeit  der  Herstellung 
eines  hinreichend  empfindlichen  Apparates  in  den  Hintergrund  tritt.  Aus- 
serdem ist  dieses  Verfahren  vorzugsweise  dazu  geeignet,  das  Newton*sche 
Gravitationsgesetz  an  irdischen  Körpern  zu  bestätigen,  indem  dasselbe  die 
Schwächung  der  Anziehungskraft  im  Quadrate  der  Entfernung,  sowie  auch 
die  Verstärkung  dieser  Kraft  im  directen  Verhältnisse  der  Dichtigkeit  des 
anziehenden  Köpers  anschaulich  machen  kann. 

Gleichwohl  scheint  eine  Ausbildung  der  Methoden,  bei  welcher  die 
Dichtigkeit  der  Erde  unmittelbar  mit  einem  grösseren  Theile  des  Erdkör- 
pers verglichen  wird,  zur  Controle  wünschenswerth,  und  dieses  Bedürfniss 
steigert  sich  durch  die  Erheblichkeit  der  Differenz,  welche  zwischen  den 
oben  angeführten  Resultaten  obwaltet. 

Bei  den  von  Maske Ijne  und  Hutton  ausgeführten  und  bei  dem  von 
Bessel  vorgeschlagenen  Verfahren  möchte  die  Ausmessung  des  Berges 
und  die  Bestimmung  seines  Schwerpunktes,  alsdann  die  Geringfügigkeit 
der  Wirkung,  welche  derselbe  auf  den  Beobachtungsapparat  nach  dem  den 
Experimenten  zu  Grunde  liegenden  Principe  ausübt,  ferner  in  dem  einen 
Falle  die  genaue  Bestimmu^ig  der  Verticalen  und  in  dem  anderen  Falle  die 
Experimentirung  auf  einem  hohen  Berge ,  endlich  aber  die  Ausschliessung 
oder  gehörige  Mitberücksichtigung  benachbarter  Gebirge  oder  unterirdi- 
scher Massen  von  ungewöhnlicher  Dichtigkeit  die  hauptsächlichsten  Hin-. 
dernisse  darbieten. 

Wenngleich  das  nachstehende  Verfahren  nicht  von  allen  diesen  Män- 
geln frei  ist,  ja  in  gewisser  Hinsicht  sogar  die  Besorgniss  einer  grösseren 
Differenz  erwecken  mag,  so  steht  ihm  doch  in  anderer  Hinsicht  die  Leich- 
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tigkeit  der  AasfÜhmng  und  die  stärkere  Wirkung  des  mit  der  Gesammt- 
erde  verglichenen  Körpers  als  Empfehlung  zur  Seite. 

Dieses  Verfahren  geht  nämlich  von  demOedanken  aus,  die  Anziehung 
einer  unmittelbar  unter  der  Erdoberfläche  liegenden  concentrischen 
Schale  im  Vergleich  zur  Oesammtanziehung  der  Erde  und  hieraus  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  im  Verhältnisse  zur  mittleren  Dichtigkeit  je- 
ner concentrischen  Schiebt  zu  bestimmen ,  was  durch  Pendelversuche  in 
folgender  Weise  geschehen  kann. 

Es  sei  R  der  Badius  der  in  Kugelform,  aus  homogenen  concentrischen 
Schichten  zusammengesetzt  und  ruhend  gedachton  Erde  ,  />  die  mittlere 
Dichtigkeit  derselben ,  g  die  Wirkung  der  Schwere  an  der  Oberfläche 
(31,2649  preussische  Fuss  oder  9,81259  Meter  für  Berlin),  femer  h  die  Stärke 
einer  concentrischen  Schicht,  von  dem  Beobachtungsorte  an  der  Obe'rfläche 
vertical  abwärts  gemessen,  d  die  mittlere  Dichtigkeit  dieser  Schicht,  g'  die 
Wirkung  der  Schwere  in  der  Tiefe  h  unter  der  Oberfläche. 

Alsdann  ist  die  Masse  der  ganzen  Erde  =fnI^D^  die  Masse  der  con- 
centrischen Schicht  =$9rA (3/2*  —  ZRh  +  h*)dy  also  die  Masse  des  unter 
dieser  Schicht  liegenden  Kernes,  dessen  Badius  R — h  bt, 
=J«[Ä«i>— Ä(3/?  — 3ÄÄ  +  Ä«)4 

Die  Schwerkraft  g'  in  der  Tiefe  h  verhält  sich  also  zur  Schwerkraft  g 

an  der  Oberfläche  wie ^     r ^  zu  -^=RD,  oder  es  ist 

.    g  _R^D—h(dR*  —  ^Rh  +  h^)d_      R'  h{3R^-ZRh  +  h*)  d 

^    g  R{R—hyD  ~(Ä_Ä)«  Ä(Ä  — Ä)«         />' 

Umgekehrt  folgt  hieraus 

^  D_  A(3fi'-~3/?^  +  A«)  _Afy(3/r  — 3/?A+A«) 

Sind  also  g  und  g'  beobachtet,  so  ergiebt  die  Formel  2)  das  Verhältniss 
der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  zur  mittleren  Dichtigkeit  der  oberen 
Kinde. 

Man  erkennt  leicht,  dass  man  in  diesen  Formeln  für  g  und  g'  auch  die 
der  Oberfläche  und  der  Tiefe  h  entsprechenden  Längen  des  Secunde n- 
pe n de Is  /  und /*  setzen  kann. 

Um  den  absoluten  Werth  der  mittleren  Dichtigkeit  D  der  Erde  berech- 
nen zu  können,  rouss  man  die  Dichtigkeit  d  der  oberen  Schicht  von  der 
Dicke  h  kennen.  Die  letztere  wird  sich  immer  nur  näherungsweise  aus 
geographischer  Untersuchung  angeben  lassen. 

Im  Uebrigen  leuchtet  ein ,  dass  wenn  auch  die  Schwierigkeit  der  Be- 
stimmung dieser  letzteren  Dichtigkeit  d  der  vorstehenden  Formel  immer 
nur  den  Character  einer  Näherungs-  und  Controleformel  verleihet ,  diese 
Formel  doch  mit  einem  weit  grösseren  Grade  von  Genauigkeit  dazu  ge- 
braucht werden  kann,  um  das  Verhältniss  zu  bestimmen,  in  welchem  die 
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Dichtigkeit  der  concentrischen  Schichten  der  Erdrinde  von  ohen  nach  anten 
variirt,  was  für  gewisu  Zwecke  ein  besonderes  Interesse  haben  dürfte. 

Um  die  Kraft  der  obigen  Formel  2)  einigermassen  beartheilen  su 
können ,  wollen  wir  annehmen ,  die  Dichtigkeit  der  obem  Schicht  von  der 
Stärke  h  sei  <f=:2,7,  während  die  der  ganzen  Erde  2>  =  5,68  gesetzt  wird. 
Nimmt  man  den  Radins  der  Erde  72=859,5  Meilen  an,  und  wendet  die 
Formel  auf  eine  Erdschicht  von  der  Dicke  A=0,1  Meilen  an,  so  ergiebt  sich 
aus  der  Gleichung  l) 

-^  =  -.  =  1,0000668. 

g      ' 

Wäre  aber  die  Erde  ein  Körper  von  gleichförmiger  Dichtigkeit,  also 
d^=D ^  so  erhielt  man 

V 
■^  =  --  =  0,9998836. 
9         ' 
Während  also  unter  der  Voraussetzung  einer  gleichförmigen  Dicb- 

tigkeit  die  Schwere  beim  Hinabsteigen  unter  die  Oberfläche  der  Erde  ab- 
nehmen, und  zwar  in  der  Tiefe  von  ^jj  Meile  um  0,0001164  =  ^i^^^f  abneh- 
men müsste,  nimmt  sie  in  Folge  der  ungleichförmigen  Dichtigkeit  in 
den  oberen  Schichten  zu,  und  zwar  in  der  Tiefe  von  ^^  Meile  etwa  um 
0,0000668 =y 4^7,  ein  Resultat,  auf  welches  bisher  noch  nicht  aufmerksam 
gemacht  zu  sein  scheint. 

Die  Differenz  zwischen  jener  Abnahme  der  Schwere,  wie  sie  statt- 
finden müsste,  wenn  die  Dichtigkeit  der  Erdrinde  von  ^  Meile  Stärke  zu 
gleich  die  Dichtigkeit  des  übrigen  Erdkernes  wäre,  und  der  in  Wirklich- 
keit stattfindenden  Zunahme  der  Schwere  beträgt  0,0001832  =  ^^^-  Diese 
Differenz  ist  gross  genug,  um  sich  in  der  in  vielen  Bergwerken  zugänglichen 
Tiefe  von  -j'^  Meilen  =2284  Pariser  Fnss  bemerkbar  zu  machen. 

Bei  der  Ausführung  eines  solchen  Experimentes  wird  man  weder  di- 
rect  durch  Fall-  oder  Druckversuche  die  Schwerkraft  g  in  der  Tiefe  Ä, 
noch  auch  durch  Pendelversuche  die  Länge  /'  desSecundenpendels  in  dieser 
Tiefe  ermitteln;  vielmehr  wird  man  am  einfachsten  den  Gang  irgend 
eines  beliebigen  Pendels  an  der  Oberfläche  mit  dem  Gange  dessel- 
ben Pendels  in  der  Tiefe  h  vergleichen  und  hieraus  das  Verhältniss  — 

9 
bestimmen.  Macht  nämlich  irgend  ein  Pendel  von  der  Länge  /  in  einer 
gewissen  Zeit  an  der  Oberfläche  n Schwingungen,  dagegen  in  der  Tiefe  h 
(bei  ganz  gleicher  Länge,  also  in  gleicher  Temperatur)  n' Schwingungen,  so 

hat  man,  da  respective  ny  —  und  njr—,  die  Schwingungsdi 
beiden  Zuständen  ausdrückt. 


auer  m  jenen 


^=./^      oder      ^  =  (^T. 
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Für  die  wirkliebe  Zunahme  der  Schwere  in  der  Tiefe  von  -^  Meile  ist 

nahezu  —  =  1,0000668  also  —  =  1,0000334.     Dies  entspricht  bei  einem  Pen- 
g  n    , 

del,  dessen  Länge  ^   des  Sccnndenpendels ,  also  für  Berlin   ^.094,2239 

=248,560  Millimeter  ist,  welches  also  in  der  Secunde  2,  oder  in  der  Stunde 

7200 Schwingungen  macht,  der  Zunahme  von  1  Schwingung  auf  29940,  also 

der  Zunahme  von  1  Schwingung  in  der  Zeit  von  4  Stunden  9  Minuten  30  Se- 

cunden. 

Diese  Differenz  ist  zwar  gering;  man  muss  aber  erwägen,  dass  nicht  die 

Gleichheit  der  Schwingungen  oder  der  Werth  1  die  Grenze  ist,  welchem 

sich  das  Verhältniss  ^  in  der  Tiefe  h  nähert,  je  mehr  die  gesuchte  mittlere 

Dichtigkeit  />  der  gegebenen  Dichtigkeit  der  Kinde  gleich  kommt,  dass  man 

vielmehr    für    die    Gleichheit    i>  =  (i    den    Werth  -^  =  0,9998836,   also 

9 

^  =0,9999418  haben  würde,  was  einer  Verminderung  der  Schwingungen 

um  Eine  in  der  Zeit  von  2  Stunden  23  Minuten  11  Secunden  entspricht. 

Hiernach  würde  zwischen  dem  factischen  und  dem  letzteren  hypo- 
thetischen Zustande  ein  Unterschied  bestehen,  welcher  in  dem  Werthe 

d  n 

von  —  die  Differenz  0,0001832,  also  in  dem  Werthe  von   —    die   Differenz 
9  n 

0,0000916  ausmacht,  eine  Differenz,  welcher  der  Betrag  von  1  Schwingung  in 

der  Zeit  von  1  Stunde  30  Minuten  58^  Secunden  entspricht. 

Nahezu  in  directem  Verhältnisse  mit  der  Tiefe  h  wachsen  alle  vorste- 
henden Differenzen,  so  dass,  wenn  es  möglich  wäre,  in  einer  Tiefe  von 
1  Meile  unter  der  Erdoberfläche  zu  experimentiren ,  jene  Differenzen  das 
10 fache  der  obigen  Beträge  annehmen,  wodurch  sie  zu  sehr  erheblichen 
Beobacbtungsgrüssen  werden  würden. 

Brannschweig,  den  21.  Februar  18M. 


ZVL  Einige  Bemerkungen  zur  Abbandlung  dei  Fro£  Dr.  Krönig 
in  Foggendorffs  Annalen  der  Fhytik  undCliemie  Bd.  123,  8.299  £: 
„Condensation  der  Luftaiten^S    Von  K.  Robida. 

Es  ist  Aufgabe  der  Physik,  die  Kräftezahl,  welche  sie  zu  ihren  Er- 
klärnngen  postulirt,  auf  ein  Minimum  zu  reduziren.  Um  zur  'Lösung  dieser 
Aufgabe  etwas  beizutragen,  habe  ich  im  Jahre  18d0  meine  „Grundzüge 
einer  naturgemässen  Atomistik  ^^  veröffentlicht  und  die  Erklärung  der  Er- 
scheinungen im  Gebiete  der  Physik  aus  der  materiellen  Anziehung  bei- 
spielweise versucht.  Dr.  Subic  hat  auf  analytischem  Wege  der  materiel- 
len Anziehung  als  der  alleinigen  Kraft  in  der  unorganischen  Natur  Eingang 
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Ni^^t^V>.^N^^^ 


ZU  verschaffen  sich  bestrebt.  Oegen  letztere  Arbeit  erhebt  Dr.  Krön  ig, 
welcher  S.  302  den  Physikern  bei  Einführung  der  Kräfte  Parteilichkeit  vor- 
wirft, haltlose  Einwendungen,  welche  zu  widerlegen  ich  dem  Dr.  Snbie 
überlasse,  wenn  er  es  für  angemessen  hftlt.  Der  Zweck  meines  gegenwär- 
tigen Aufsatzes  ist  nur  eine  kurze  Beleuchtung  der  auffallendsten  Behaup- 
tungen des  Dr.  Krön  ig  in  oben  genannter  Abhandlung,  welche  mit  aner- 
kannt richtigen  Sätzen  der  Physik  im  Widerpruch  stehen. 

Auf  S.  301  erklärt  Krön  ig  das  Gleichgewicht  eines  auf  einem  Tische 
ruhenden  Körpers  aus  der  gleichzeitigen  Einwirkung  der  Schwere  und 
einer  vom  Tische  auf  den  Körper  geübten  abstossenden  Kraft.  —  Wenn 
aber  derselbe  Körper  an  einer  Schnur  in  Buhe  hängt,  woher  kommt  etwa 
jene  als  nothwendig  supponirte  abstossende  Kraft,  welche  den  Körper  hin- 
dert, dem  Zuge  der  Schwerkraft  zu  folgen?  Statt  der  abstossenden  Kraft 
des  Krönig  nennen  alle  Physiker  als  Ursache  dieser  Erscheinung  die  Co- 
häsion  oder  die  materielle  Anziehung  der  Tischtheilchen  im  ersten  Falle, 
der  Schnurtheilchen  im  zweiten  Falle.  —  Zur  Unterstützung  seiner  Be- 
hauptung einer  allgemein  herrschenden  abstossenden  Kraft  sagt  Krön  ig 
weiter:  „Wenn  der  Tisch  nicht  auf  jeden  Körper,  der  ihm  hinreichend 
nahe  kommt,  eine  Abstossung  ausübte ,  was  sollte  denn  diesen  Körper  ver- 
hindern, in  den  Raum  einzudringen,  in  welchem  sich  der  Tisch  bereits 
befindet?  Nichts  anderes  als  eine  derartige  von  dem  Tische  ausge- 
hende Abstossungskraft/*  Diese  Schlussfolgerung  hält  Krön  ig  für  „so 
einfach  und  klar,  dass  es  eine  einfachere  und  klarere  kaum  geben  kann^*. 

Nach  S.  307  kann  Dr.  Krön  ig  „mit  dem  besten  Willen  nicht  verste- 
hen, wenn  man  sagt,  dass  die  Molecule  eines  festen  Körpers  sich  gegen- 
seitig anziehen  und  dass  eben  auf  dieser  Anziehung  das  Wesen  des  festen 
Aggregatzustandes  beruht.*'  Denn  „warum  soll  dieses  Molecul,  wenn  es 
sich  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  befindet,  der  Anziehung,  nicht  Folge 
leisten  ?^^  Dieses  Käthsel  mit  seiner  Lösung  scheint  mir  dem  nachstehen- 
den analog  zu  sein :  Warum  geht  eine  Eisenkugel  von  1  Schuh  Durch- 
messer nicht  durch  das  Mauerloch  von  1  Quadratzoll,  wenn  man  die  Kugel 
an  einem  Seile  durchzuziehen  noch  so  sehr  sich  bemüht?  Freilich  wird 
Krön  ig  die  Abstossung  der  Mauer  als  Ursache  des  Nichtdurchganges  der 
Kugel  bezeichnen.  Er  möchte  mir  aber  zugleich  sagen  ,  warum  diese  in 
ihrer  Wirkung  so  stark  auftretende  Kraft  erst  bei  unmittelbarer  Berührung 
zu  wirken  anfangen  soll?  warum  ferner  bei  dem  bekannten  Versuch  von 
Cavendish  die  Kugelp  einander  angezogen,  nicht  abgestossen  haben? 
Dieser  Versuch,  sowie  jene  Versuche  von  Bouguer  und  Maskelyne 
über  Ablenkung  des  Bleilothes  durch  die  Bergmasse  beweisen  auf  eine 
handgreifliche  Art  die  Anziehung  der  Materie  auch  im  Abstände,  sobald 
gegen  diesen  die  Masse  nicht  verschwindend  klein  wird.  Wenn  also 
materielle,  in  entsprechender  Entfernung  befindliche  Theilchen  sich  anzie- 
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heDf  wie  kann  man  die  Anziehung  der  Molekel  eines  und  desselben  Kör- 
pers in  Zweifel  ziehen?  Oder  weiss  vielleicht  Dr.  Krön  ig  eine  ein- 
fachere Erklärung  des  festen  Aggregatzustandes  zu  geben?  Sind  ihm  etwa 
VersQche  bekannt,  welche  die  Abstossung  der  Materie  im  Abstände  ausser 
Zweifel  setzen? 

Aus  der  Voraussetzung,  dass  die  Molekel  eines  dilatirten  Körpers ,  so- 
bald die  dilatirende  Kraft  zu  wirken  aufhört,  durch  die  gegenseitige  An- 
ziehung zurückgetrieben  werden,  ist  Krönig's  Folgerung,  dass  die  Mole- 
kel eines  zusammengedrückten  Körpers,  sobald  die  Zusammendrückung 
aufhört,  durch  die  gegenseitige  Abstossung  von  einander  sich  entfernen, 
wenigstens  übereilt  Bevor  man  nämlich  eine  zweite  Molecularkraft  an- 
nimmt, muss  man  versuchen,  beide  Erscheinungen  aus  einer  und  derselben 
Kraft  zu  erklären,  was  auch  möglich  ist.  Denn  die  Einwirkung  der  äusse- 
ren dilatirenden  oder  zusammendrückenden  Kraft  erstreckt  sich  entweder 
bis  zu  den  innersten  Körpermolekeln,  oder  sie  erschöpft  sich  an  dem  Wi- 
derstände der  oberflächlichen.  Im  ersten  Falle  ist  die  Einwirkung  der 
äusseren  Kraft  auf  das  innerste  Molekel  entweder  genau  so  gross,  wie  auf 
die  äussersten ,  und  der  Köirper  behält  die  ihm  aufgedrungene  Gestalt  und 
Grösse  bei,  wenn  auch  die  äussere  Kraft  zu  wirken  aufgehört  hat;  oder  die 
Einwirkung  der  äusseren  Kraft  ist  auf  das  innerste  Molekel  relativ  am 
kleinsten,  daher  stellt  dieses  Molekel  beim  Aufhören  der  äusseren  Einwir- 
kung durch  die  ihm  nun  eigene  anziehende  Molecularkraft  das  Gleichge- 
wicht zwischen  allen  Körpermolekeln  wieder  her  und  das  ursprüngliche  Vo- 
lumen und  die  Dichte  des  Körpers  haben  tfich  mehr  oder  weniger  geändert. 
Im  zweiten  Falle  müssen  alle  Körpermolekel  unter  dem  Einflüsse  der  un- 
geänderten  molecularen  Anziehung  des  innersten  Molekels  ihre  ursprüng- 
liche relative  Lage  nach  Aufhören  der  äusseren  Einwirkung  genau  wieder 
einnehmen.  Diese  Erklärung  des  zweiten  Falles  scheint  mir  von  der  ge- 
wöhnlichen: weil  der  Körper  elastisch  ist,  oder  mit  anderen  Worten:  die 
Theilchen  des  Körpers  nehmen  beim  Aufhören  der  äusseren  Einwirkung 
ihre  ursprüngliche  Lage  wieder  ein,  weil  sie  sie  einnehmen  —  den  Vorzug 
zu  verdienen.  Dass  im  Schwerpunkte  eines  Molekels  nur  eine  einzige 
Kraft,  nicht  die  anziehende  und  abstossendo  zugleich,  angreifen  und  in  je- 
der durch  diesen  Punkt  gedachten  Geraden  wirken  muss,  folgt  aus  dem  Ge- 
setze der  Mechanik :  Wenn  zwei  Kräfte  in  einem  Punkte  angreifen  und 
in  derselben  Geraden ,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken ,  so  ist  ihre 
Resultirende  die  Differenz  der  Componenten  im  Sinne  der  grösseren  Kraft. 
Geradezu  absurd  ist  es  aber,  was  man  bei  Molekeln  tropfbarer  Flüssigkei- 
ten anzunehmen  pflegt,  dass  in  einer  bestimmten  Distanz  vom  Molekel- 
centrum die  anziehende,  in  einer  anderen  Distanz  die  abstossende  Molecu- 
larkraft die  vorherrschende  sei.  Unserer  Bequemlichkeit  zulieb  verschwen- 
det die  Natur  keine  Kräfte.  Die  moleculare  Anziehung  luftförmiger  Kör- 
per ist  wegen  der  geringen  Masse  und  wegen  des  ^tq^^^ti  l^^\xi^\\>!l\.Sx^x- 
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miger  Molekel  allerdings  eine  sehr  schwache  und  wird  durch  die  molecnlare 
Anziehung  tropfbar  flüssiger  oder  fester  Körper,  in  deren  Nähe  sich  die 
InftfÖrmigen  befinden,  leicht  tiberwunden.  Deshalb  entfi^men  sich  die 
Inftfönnigen  Molekel  von  einander  und  durch  diese  Erscheinung  irre  go- 
führt,  schliessen  wir:  Die  luftförrnigen  Molekel  stossen  einander  ab.  Dass 
den  luftfSrmigen  Körpern  die  molecnlare  Anziehung  wesentlich  eigen  ist, 
ergiebt  sich  aus  ihrem  Uebergange  in  den  tropfbar  flüssigen  oder  festen  Zu- 
stand, sobald  ihr  Molekelradius  hinreichend  verkleinert  worden  ist.  Oder 
ist  es  vielleicht  naturgemässer,  anzunehmen,  dass  durch  Anwendung  von 
Druck  und  Temperaturerniedrigung  den  Oasen  zugleich  die  molecnlare  An- 
ziehung gegeben  wird?  Man  könnte  zur  Bekämpfung  dieser  Ansicht  das 
Vorhandensein  der  hohen  Erdatmosphäre  anführen.  Allein  ich  betrachte 
jedes  Theilchon  dieser  Atmosphäre  als  eine  Masse,  welche  von  ihrer  Flieh« 
kraft  und  von  der  Anziehung  der  Himmelskörper  in  der  einen  Richtung 
und  von  der  Schwerkraft  in  entgegengesetzter  Kichtung  getrieben  wird. 

Dr.  Krönig  verbindet  mit  dem  Worte  Hinderniss  einen  ganz  an- 
deren Begriff,  als  die  mir  bekannten  Physikwerke,  sonst  könnte  er  8.  806 
nicht  behaupten :  „Wenn  also  ein  Molecnl  oder  ein  Körper,  unter  der 
Einwirkung  von  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten  Componenten  in  Ruhe 
bleibt,  so  braucht  man  nur  die  eine  der  beiden  Componenten  für  ein  Hin- 
derniss zu  erklären,  dann  verbleibt  das  Molecul  oder  der  Körper  unter  der 
Einwirkung  einer  einzigen  Kraft  in  Ruhe.'*  Aber  wie  kann  man  doeb 
einem  Physiker  zumuthen,  dass,  wenn  er  behauptet:  Die  abgeschossene 
Kanonenkugel  ist  durch  den  Erdwall  an  der  Weiterbewegung  gehindert 
worden,  er  damit  meine:  Die  Kanonenkugel  ist  durch  die  alleinige  Pulver- 
kraft zur  Ruhe  gekommen  ?  —  Auch  nennen  gelehrte  Physiker  Hindernisse 
geradezu  Kräfte.  So  z.  B.  liest  man  in  Banmgartner^s  Naturlehre, 
8.  Aufl. ,  8.  249:  Die  Tendenz  zur  Bewegung  ruft  hindernde  Kräfte  her- 
vor—  und  in  Ettingshausen*s  Physik,  2.  Aufl.,  S.  136:  Hindernisse, 
welche  gewissermaassen  mit  verzögernden  Kräften  verglichen  werden 
können. 

Nach  diesen  und  ähnlichen  Prämissen  kommt  Krön  ig  zur  Verwerfung 
des  auf  S.  301  bereits  ausgesprochenen  D alte n'schen  Gesetzes,  weil  es 
auf  der  Voraussetzung,  „dass  heterogene  Gasatome  sich  gegenseitig  nicht 
abstosscn",  beruht,  und  er  wundert  sich  S.  309,  wie  es  möglich  gewesen, 
,,da8s  die  Ansicht,  in  den  von  einer  Luftart  eingenommenen  Raum  könnte 
eine  zweite  Luftart  ungehindert  eindringen ,  sich  so  allgemeinen  Eingang 
verschafft  hat?**  (Was  etwa  das  Wort  ungehindert  bedeutet?)  Meines 
Wissens  ist  aber  die  Ansicht  der  Physiker  über  Mischung  der  Gase  folgende: 
Wenn  zwei  Gase  sich  in  demselben  Gefösso  befinden,  so  lagern  sie  sich 
anfänglich  wie  tropfbare  Flüssigkeiten  nach  ihren  specifischen  Gewichten, 
und  ein  Gas  setzt  der  Ausbreitung  des  andern  ein  mechanisches  Hinderniss 
eDtgegen,  und  die  Zeit  der  vollkommenen  Mischung  dauert  um  so  länger,  je 
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diehier  die  Oase  sind.  Daraus  folgt  nach  meiner  Ansicht,  dass  sich  sowohl 
die  Theilchen  desselben  Gases  als  auch  jene  heterogener  Gase  anziehen, 
ferner  folgt  daraus  die  Unrichtigkeit  des  Krönig'schen  Schlusses:  „Wenn 
die  Atome  einer  Luftart  die  einer  andern  Luftart  nicht  abstossen ,  so  muss 
sich  die  erste  Luftart  in  den  von  der  zweiten  eingenommenen  Kaum  ebenso 
sehnen  wie  in  einen  luftleeren  Raum  ergiessen  und  natürlich  die  zweite 
Loftart  in  den  Baum  der  ersten.  '*  Wäre  es  nicht  consequenter,  zu  sagen : 
Wenn  die  Atome  einer  Luftart  die  einer  andern  Luftart  abstossen,  so  kann 
die  erste  Luftart  in  den  Kaum  der  zweiten  ebenso  wenig  eindringen ,  wie 
die  Belagerer  in  den  Kaum  einer  Festung,  wenn  sie  von  der  Besatzung  zn- 
rbckgestossen  werden.  Die  Einnahme  der  Festung  wird  erst  gelingen,  wenn 
die  Besatzung  entweder  gar  nicht  mehr  abstösst,  oder  wenn  die  Abstossung 
der  Belagerer  stärker  ist,  als  die  Abstossung  der  Besatzung.  Woher  weiss 
aber  Krönig,  dlass  die  moleculare  Abstossung  des  einen  Gases  stärker  ist, 
als  die  des  andern,  wenn  vor  der  Mischung  beide  Gase  gleiche  Expansiv- 
kraft haben?  Ferner  möchte  ich  fragen,  worin  das  Wesen  der  Expansiv- 
kraft eines  Gases  besteht?  Nach  meiner  Definition  ist  die  Expansivkraft 
eines  Gases  seine  moleculare  Anziehung,  dividirt  durch  das  Produkt  ans 
dem  Molekelradius  und  der  Dichte  des  Gases.  Auf  die  Einheit  des  Mole- 
kelradius bezogen ,  ist  die  Expansivkraft  eines  jeden  Gases  nach  dieser 
Definition  beim  normalen  Atmosphärendrucke  gleich  23,328  Anziehungen. 

Auf  S.  310  meint  Krönig,  dass,  weil  der  Druck,  welchen  das  Gasge- 
menge  auf  die  Gefässwände  übt,  grösser  ist  als  der  Druck,  welchen  ein 
Gemengtheil  in  diesem  Gefässe  üben  würde,  „auch  die  Gefässwände,  wie 
es  sich  von  selbst  versteht,  «auf  das  von  ihnen  umschlossene  Gasgemenge 
einen  grösseren  Druck  adlüben/'  Darauf  folgt  die  Begründung  dieser 
Meinung:  „Damit  dieser  Erfolg  eintreten  könne,  hat  jedenfalls  auch  eine 
Ausdehnung  der  inneren  Gefässwände  und  eine  Vergröserung  des  von  den- 
selben umgebenen  Kaumes  stattgefunden.**  Also  dieser  Erfolg,  d.  i.  der 
grössere  Druck  der  Gefässwände  auf  das  eingeschlossene  Gas  ist  Folge  der 
Ausdehnung  der  Gefässwände?  Meint  denn  Krön  ig  im  Ernst,  dass  je 
weiter  sich  die  Molekel  eines  Körpers  von  einander  entfernen,  sie  sich  um 
so  stärker  gegenseitig  anziehen?  oder  was  speciell  dasselbe  ist:  dass  die 
Kautschukblase  um  so  stärker  wird,  je  mehr  Luft  man  in  dieselbe  eintreibt? 
Wenn  aber  die  Wände  der  Kautscliukblase  mit  wachsendem  inneren  Luft- 
drücke schwächer  werden,  woher  haben  sie  denn  die  Kraft,  auf  das  einge- 
schlossene stärker  drückende  Gas  einen  stärkeren  Gegendruck  auszuüben, 
als  sie  ihn  auf  den  schwächeren  Gasdruck  übten?  Diese  confusen  Behaup- 
tungen rühren  offenbar  von  der  Verwechslung  der  Begriffe :  Druck  und 
Widerstand  gegen  den  Druck.  Nur  der  vorhandene  Widerstand  kann 
soweit  in  Anspruch  genommen  werden,  als  es  die  Cohäsion  der  Molekel 
gestattet,  ohne  diese  Cohäsion  aufzuheben;  aber  die  Fähigkeit  zum  Wider- 
stände wird  durch  den  verstärkten  Gasdruck  nicht  ^e^tex^^xV.    ^^\^^\si\\. 
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dem  Dracke  der  Widerstand   proportional   wachsen  ,  so  hätten  wir  keine 
Dampfk  esselexplosion  en . 

Auf  derselben  Seite  erklärt  Dr.  Krönig  die  Verdunstung  des  Wassers 
im  lufterfüllten  Räume:  „Kann  man  sich  hiernach  darüber  wundem,  wenn 
bei  dem  eben  besprochenen  Versuche  die  in  dem  Gefässe  enthaltene  Luft 
eine  Kaumverminderung  erleidet ,  sobald  die  GeHisswände  einen  starkem 
Druck  auf  sie  ausüben?  Ist  es  ferner  auffallend,  dass  in  den  durch  Com- 
pression  der  Luft  frei  gewordenen  Raum  ein  anderer  Körper,  der  Wasser- 
dampf nämlich,  eindringen  kann?*^  In  dieser  Anschauungsweise  des  Krö- 
nig liegt  der  Sinn:  Die  Luft  hat  einen  Druck  auf  die  Gefösswände  ver- 
sucht. Weil  aber  diese  zum  Wiederstande  sich  anschickten,  so  ist  die  Luft 
zurückgewichen  und  hat  ein  kleineres  Volumen  eingenommen.  Von  dem 
frei  gewordenen  Räume  nahm  der  Wasserdunst  Besitz.  Diese  naturwüchsige 
Anschauungsweise  erklärt  aber  keineswegs  die  Mischung  des  Wasserdunstes 
mit  Luft. 

Der  Satz  auf  S.  322:  „In  einem  oben  offenen  Gefässe  kann  die  Luft 
nach  unten  hin  keine  andere  Pressung,  als  die  ihres  Gewichtes  ausüben, 
welche  von  ihrer  Elasticität  ganz  unabhängig  ist,^*  involvirt  die  falsche  Be- 
hauptung ,  dass  die  Elasticität  eines  Gases  -von  seiner  Dichte  unabhän- 
gig ist. 

Mit  den  angeführten  und  ähnlichen  Sätzen  glaubt  Krön  ig  einige  Irr- 
thümer  der  Physik  berichtigt,  die  Unhaltbarkeit  der  Dalton'schen  Theorie 
erwiesen  und  die  nöthigen  Fundamente  zu  seiner  Theorie  gelegt  zu  haben. 
Ich  kann  zwar  die  Dalton'sche  Theorie  nicht  als  eine  fehlerfreie  empfeh- 
len ,  verwerfe  aber  auch  jede  andere ,  welche  auf  der  Annahme  einer  ma- 
teriellen Abstossung  fusst.  Die  praktischen  Resultate  beider  Theorien  sind 
übereinstimmend  und  richtig ,  aus  welcher  Richtigkeit  man  aber  auf  die 
Richtigkeit  der  Theorie  nicht  schliesseu  darf,  was  eben  diese  Uebereinstim- 
mung  beweiset. 

Klagenfurt,  am  1.  Januar  1865. 


ZVIL  Heber  die  n&herungsweise  Berechnung  der  Fermutations- 
sablen. 

Bei  Vorträgen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  (nach  der  Hagen'schen  Begründungsweise)  ist  es  sehr 
wünschenswerth,  für  die  bekannte  Stirling'sche  Näherungsformel 

lii.2.Z...n)=:il(2n)  +  (n  +  \)ln  —  n 

einen  Beweis  zn  haben,  der  nicht  von  weiter  greifenden  Theorien  abhängt, 

sondern  nur  die  Kenntuiss  der  gewöhnlichsten  analytischen  Lehren  voraus- 

se^^t.      Vielleicht  erfüllt   die  nachstehende  Ableitung  diese  Bedingungen, 
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da    sie    im    Wesentlichen    auf   einfachen    geometrischen   Betrachtungen 
beruht. 

a.     In  rechtwinkligen  Coordinaten  sei 

_     1 

die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel  (Taf.  III,  Fig.  10);   die    über 

der  Abscisse  OA=l  stehende  Fläche  OACB  besitzt  dann  den  Inhalt 

l 
1 


/-' 


Theilt  man  OJ  in  n  gleiche  Theile,  legt  durch  jeden  Theilpunkt  eine  Or- 
dinate und  construirt  zu  allen  entstehenden  Flächenstreifen  die  eingeschrie- 
benen Rechtecke ,  so  geben  letztere  zusammen  eine  kleinere  Fläche  als 
OACB,  also  ist 

1  1,1  1       ,  ,1         1       ^, 


oder 


n  n  '     n 


+-^<fö. 


n+1       n  +  2  n+n 


Durch  beiderseitige  Addition  von ; — =—  folgt  noch 

®  n       n  +  n      2/i       ® 

b.     Es  sei  ferner 

«=/(!  +  . t) 
die  Gleichung  einer  logarithmischen  Linie  (Taf.  III,  Fig.  11);  die  über  der 
Abscisse  OA=ai  stehende  Fläche  OAB  hat  dann  zum  Inhalte: 

l 


./ 


U(i+x)dx  =  2l2  —  i. 

CT 

Auch  diese  Fläche  zerlegen  wir  in  n Streifen  von  gleichen  Grundlinien  und 
betrachten  zunächst  einen  solchen  Streifen  MNQP  (Taf.  III,  Fig.  12),   bei 

welchem   OM  =  —  ,   also 


n 


sein  möge.     Die   m  P  an  die  Curve  gelegte  Tangente  PJ  bildet  mit  der 
or-Axe  einen  Winkel  SPT,  welcher  aus  der  allgemeinen  Formel 

dz  1 

dx       \-\-x 

durch  Substitution  von  a'=^  —  gefunden  wird.     Das  umschriebene  Trapez 
PMNT\\9^i  demnach  die  Fläche 

ZiriUehrilt  f.  ^Julhtmatik  u,  Physik.  X,  3.  \^ 
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n    \         n)       2w'n  +  /f 
und  diese  ist,   wegen  der  concaven  Krümmung  der  Curve,   grösser  als  die 
Fläche  PJ/iVO«     Wendet  man   diese  Bemerkung  auf  alle  Streifen   an,   so 
erhält  man  durch  Addition  der  für  ArsO,  1,  2,  .  .  .  n  —  1   entstehenden  Un- 
gleichungen « 

i[,0)  +  ,(,+i)  +  ,(,+|)+...+,(.+=^')] 

Zufolge  der  Formel  1)  kann  man  dafür  die  stärkere  Ungleichung  setzen 

M'0+7)+'('+i)+-+'('+=^')] 

oder 

'0+i)+<'+l)+-+'0+-?^)>^^'-i>'^-''-i- 

Addirt  man  beiderseits /2£=/(l-| j  und  setzt  zur  Abkürzung 


80  hat  man 

3)  S»>(2»l  +  i)/2-«-i. 

Andererseits  beträgt  die  Fläche  des  eingeschriebenen  Trapezes  PMNQ,  d.  i. 

.M'0+^)+'('+-^)} 

weniger  als  die  Fläche  dos  gleichnamigen  Streifens,  und  daraus  folgt  für  die 
Summe  aller  derartigen  Trapeze: 

Durch  Mnltiplication  mit  n  und  beiderseitige  Addition  von 

erhält  man  noch 

4)  S„<(2/t  +  4)/2— w. 

c.     Bezeichnet  x  einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,  so  ist 
sin ^^ ~  ^  jr  >  siii^  x  >  äi>i^»+*  j?, 
mithin  aus  bekannten  analytischen  oder  geometrischen  Gründen 
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d.i. 

2.4.6...(2w  — 2)        1.3.5...(2/i— I)    ^        2.4.6.. .(2n) 


3. 5.7... (2/1  — 1)^2. 4.6... (2n)  2        3.5.7...(2n+ 1)' 

Der  erste  Theil  dieser  IlDgleichang  giebt 

2'.4'.Ö*...(2/i  — 2)'2/t        TT 

3».5«.7« (2/1  — 1)*-^  7' 

oder,    wenn  beiderseits  der  Factor  2/i  zugesetzt  nnd  die  Wurzel  gezogen 
wird 

^>  3.5.7...(2.— )>^"' 

Der  zweite  Theil  der  vorigen  Ungleichung  liefert 

(2«+l)2   ^3'.5'.7'...(2«-l)" 
od«r 

2.4.6.... (2n)^^—-^^ 
^  3.5.7...(2/i— 1)^'^  ^   ^* 

Bezeichnet  man  die  Permutationszahl  l.2.3...m  mit  Pm,  so  hat  man  weiter 

2. 4.6.... (2/1)     _        2'.4'.6'....(2>i)' _ 2^" (/>„)« 

3.5.7...(2n  — l)~2.3.4.5...(2n— TJ(2/i)~"    />2„ 

—  ^    '^'n+r  n  +  2'  n+3 2n' 

und  daher  «lassen  sich   die  Ungleichungen  5)  und  6)  folgendcrmassen  dar- 
stellen 

p        (/i+l)(;i-h2)(/i+3)...(2/»)    .-- 

'-■>^"--.^.0+i)0+l)-('+^) 

/.<K<^.^(.+i)(.+f),...(.+0 

Vermöge  der  Bedeutung  von  S^  ergiebt  sich  hieraus 

IPn  >\ln  +  iln  +  nln  —  2nl2+Sn, 

lPn<  \l7i  +  \lln+\)  +  nln  —  2nl2+Sn: 

Diese  Ungleichungen  werden  stärker,   wenn  man  in  der  ersten  für  5„  den 

kleineren  Werth  aus  No.  3),  in  der  zweiten  den  grösseren  Werth  aus  No.  4> 

snbstituirt.     Man  crhftlt  so  für  den  ersten  Fall 


oder  auch 


236  *     Kleinere  Mittheiiungen. 

und  für  den  zweiten 

//>„<4/(2«)  +  (n+i)/«-«+i/(l  +  i), 
oder,  weil  bei  echt  gebrochenen  ß  immer  /(l+/3)<^  int, 

lPn<  4/(2«)  +  («  +  4)//t-«+i. 
Aus  den  entwickelten  Ungleichungen  folgt  noch  die  Gleichung 

/(l.2.3...f0==l'(2^)  +  («  +  4)//i-w  +  -i, 

worin  e  einen  zwischen  — ^  und  +y  liegenden  Bruch  bezeichnet.  Multi- 
piicirt  man  mit  dem  Modulus  der  Brigg'schen  Logarithmen,  so  gelangt 
man  zu  der  Näherungsformel 

%  (1.2. 3...«)  =  4/0^  (2w)  +  (n  +  4)/o^M  — 0,43429448.«, 
bei  welcher  der  absolute  Werth  des  begangenen  Fehlers  weniger  beträgt 
als 

0,4343.  €j^l^ 


n  100« 

Da  die  genannte  Formel  überhaupt  nur  für  grosse  n  in  Anspruch  genom- 
men wird,  HO  ist  dieser  Genauigkeitsgrad  für  die  Anfangs  erwähnten  Zwecke 
vollkommen  ausreichend. 

SCHLÖMILCU. 


XVin.    lieber  Interferenz  des  weissen  Lichtes  bei  grossen  Oang- 
nnterschieden. 

Senkrecht  zur  Axe  geschnittene  Quarzplatten  erscheinen  im  Polarisa- 
tions- Apparate  gefärbt.  Die  Färbung  h?ü)gt  ab  von  der  Dicke  der  Platte 
und  der  Stellung  des  Analyseurs.  Je  dicker  die  Platte,  desto  weisslicher 
ihre  Farbe,  desto  geringer  der  Farbenwechsel  bei  Drehung  des  Analyseurs. 
Eine  Platte  von  30  Millimeter  Dicke  zeigt  nur  mehr  zwei  schwache  Farben- 
töne: röthlich  und  bläulichgrün.  Eine  45  Millimeter  dicke  Platte  erscheint 
bei  allen  Stellungen  des  Analyseurs  vollkommen  weiss.  Die  Ursache  der 
Färbung  ist  die,  dass  alle  Farben,  deren  Polarisations- Ebenen  die  Plattte 
um  90°  oder  ungerade  Vielfache  von  90°  gegen  den  Hauptschnitt  des  Ana- 
lysfeurs  dreht,  von  diesem  ausgelöscht  werden.  Das  aus  deni  Analyseur 
kommende  Licht,  prismatisch  zerlegt,  giebt  ein  Spectrum,  in  dem  an  Stelle 
der  gelöschten  Farben  dunkle  Streifen  sich  befinden.  Die  30  Millimeter 
dicke  Platte  erzeugt  fünf,  die  45  Millim.  dicke  neun  solcher  Streifen.  Diese 
stehen,  wie  eine  frühere  Untersuchung  gelehrt  hat,  im  Spectrum  eines 
Glasprisma  gleich  weit  von  einander  ab  und  verschieben  sich  parallel  zu 
einander,  wenn  der  Analyseur  gedreht  wird.  Daraus  ergiebt  sich  folgende 
Ji^/^r/jthu/nlichkoM  unseres  Vermögens  der  Farbeuempfindung: 
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Wird  in  cinoin  weissen  Lichte  ein  Farbcnbündel  ausge- 
löscht, so  erscheint  uns  der  Rest  gefärbt.  Werden  melirere 
Bündel,  welche  im  Spectrnm  eines  Glasprisma  gleich  weit 
von  einander  abstehen,  ausgelöscht,  so  erscheint  der  Rest 
gefärbt,  aber  um  so  weisslicher,  je  grösser  die  Anzahl  der 
gelöschten  Bündel  ist.  Eine  parallele  Verschiebung  der 
Bündel  im  Spectrnm  ändert  die  Farbe,  jedoch  um  so  wenige r, 
je  grösser  die  Anzahl  dieser  Bündel  ist.  Erreicht  oder  über- 
steigt diese  die  Zahl  neun,  so  erscheint  der  Rest  des  Lichtes 
weiss  und  bleibt  weiss  bei  jeder  para  Helen  Verschiebung  der 
Bündel. 

Diese  Eigenthümlichkeit  des  Empfindungsvermögens  stimmt  gut  mit 
der  Hypothese,  nach  welcher  Young  und  Helmholtz  die  Farbeuempfin-  • 
düng  erklären.  Nach  dieser  giebt  es  drei  Arten  von  Nervenfasern,  roth-, 
grün-  und  violettempfindcnde.  Eine  gleichmässige  Erregung  nllnr  giebt 
die  Empfindung  weiss,  eine  stärkere  Erregung  der  einen  als  dfir  anderen 
die  Empfindung  einer  Farbe.  Wird  nun  aus  weissem  Lichte  eine  grössere 
Anzahl  gleichmässig  im  Spectrum  vertheilter  Farben  gelöscht,  so  erfährt 
jede  der  drei  Faserarten  nahe  denselben  Verlust  an  Erregung  und  die  Be- 
dingung zum  Entstehen  der  Empfindung  weiss  ist  nicht  aufgehoben. 

Diese  Eigenschaft  des  Empfindungsvermögens  macht  sich  überall  gel- 
tend, wo  wir  Interferenz-Erscheinungen  im  weissen  Lichte  beobachten.  ^Sie 
ist  die  Ursache,  warum  gewöhnlich  nur  Interferenzen  solcher  Strahlen,  die 
geringe  Gangunterschiede  besitzen,  sichtbar  werden.  Ist  der  Gangunter- 
schied zweier  weisser  Strahlen  so  gross,  dass  er  für  eine  grössere  Zahl  von 
Farben  ein  ungerades  Vielfache  ihrer  halben  Wellenlängen  wird,  so  werden 
alle  diese  Farben  durch  die  Interferenz  der  beiden  Strahlen  gelöscht  und 
der  Rest  erscheint  wieder  weiss,  sobald  die  Anzahl  dieser  Farben  eine  ge- 
wisse Grösse  übersteigt. 

Dass  bei  den  gewöhnlichen  Interferenz- Versuclien  nur  wenige  farbige 
Hinge  oder  Streifen  auftreten,  könnte  auch  in  der  Unregelmässigkeit  der  in 
einem  Strahle  auf  einander  folgenden  Lichtschwingungen  begründet  sein. 
Dass  dies  nicht  der  Fall,  beweisen  die  Versuche  mit  dem  homogenen  Licht 
.  der  Natriumflamme.  Das  N  e  w  to  nasche  Glas  zeigt  sich  bei  dieser  Beleuch- 
tung ganz  mit  Ringen  bedeckt.  Fizeau  hat  deren  bis  50 tausend  nach- 
gewiesen. Giebt  man  eine  Kalkspathplatte  in  die  Turmaliuzange  oder 
zwischen  zwei  Nicole  und  sieht  gegen  diese  Flamme,  so  erscheint  das  ganze 
Gesichtsfeld  mit  Ringen  bedeckt  und  kann  man  durch  Drehen  der  Platte 
noch  neue  Ringe  ins  Gesichtsfeld  bringen.  Parallel  zur  Axe  geschliffene 
Quarzplatten  von  30  und  mehr  Millimeter  Dicke  zeigten  im  Polarisations- 
Appnrat  bei  homogener  Beleuchtung  Interferenz -Streifen,  welche  im  un- 
vollkommenen Parallelismus   der  Flächen  oder  der  einfallenden  Stv&lvU^ 


238  «  Kleinere  Mittheilangen. 

ihren  Grund  haben.  Im  weissen  Liebte  erscheint  eine  %  Millimeter  dicke 
Platte  schon  farblos. 

Interferenz  weisser  Strahlen  von  grösseren  Oaiigunterschieden  hat  zu- 
erst Wrede  nachgewiesen.  Die  Lichtlinie  an  einem  gebogenen  Glimmer- 
blatt,  durch  das  Prisma  betrachtet,  liefert  ein  Spectrum  mit  dunklen  Strei- 
fen, die  durch  Interferenz  des  an  der  Vorder-  und  Hinterfläche  des  Blattes 
reflectirten  Lichtes  entstehen.  Ein  solches  Spectrum  erhielten  Fizeau  und 
Foucault,  als  sie  das  von  den  Fr  es  neTschen  Spiegeln  reflectirte  Licht 
und  solches,  welches  durch  parallel  zur  Axe  geschnittene  Kalkspath-  und 
Quarzplalten  in  einem  Polarisations  -  Apparate  ging,  durch  das  Prisma  zer- 
legten. Man  kann  in  den  Polarisations- Apparat  auch  eine  senkrecht  zur 
Axe  geschnittene  Kalkspathplatte  geben.  Dreht  man  diese,  so  rücken  vom 
violetten  Ende  aus  schwarze  Streifen  in  das  Spectrum;  sie  folgen  in 
immer  engeren  Zwischenräumen  auf  einander,  je  weiter  die  Platte  gedreht 
wird. 

Die  Interferenz  des  von  dünnen  Plättchen  reflectirten  Lichtes  kann  am 
einfachsten  auf  folgende  Weise  nachgewiesen  werden.  Man  verwende  das 
Glimmer-  oder  Glasplättchen  als  Heliostaten,  der  Sonnenlicht  auf  die  Spalte 
des  Spectral  -  Apparates  schickt.  Man  kann  so  dickere  Plättchen  nehmet 
und  erhält  eine  einfache  und  genau  berechenbare  Erscheinung.  Sind  solche 
Linien  wegen  zu  geringer  Breite  des  Spectrums  nicht  sichtbar,  so  verrathen 
sie  sich  oft  dadurch,  dass  gewisse  Fraunhofe rasche  Linien,  die  mit  solchen 
Interferenzlinien  zusammenfallen,  dunkler  erscheinen. 

Die  Interferenz  des  Lichtes,  welches  direct  durch  ein  Plättchen  geht 
und  jenes,  welches  nach  einmaligen  Hin-  und  Hergänge  im  Plättchen  aus 
diesem  tritt,  kann  man  nachweisen,  wenn  man  die  Spalte  des  Spectral- Appa- 
rates mit  dem  Plättchen  bedeckt.  Ist  das  Plättchen  planparallel,  kann  man 
es  auch  zwischen  Fernrohr  und  Spalte  anbringen.  Man  sieht  gerade  In- 
terferenzlinien im  Spectrum.  Eine  merkwürdige  Erscheinung  wurde  am 
grossen  Spectral- Apparat  beobachtet,  als  das  Blättchen  zwischen  Auge  und 
Ocular  gebracht  wurde.  Es  zeigte  sich  im  Spectrum  ein  SjStem  heller  und 
dunkler  Ringe,  deren  gemeinsames  Centrum  sich  an  der  gegen  das  Violett 
gekehrten  Seite  des  Gesichtsfeldes  befand.  Die  Ringe  sind  um  so  feiner, 
je  grösseren  Radien  sie  angehören  und  ändern  sich  beim  Neigen  des 
Plättchens. 

Die  dunklen  Streifen,  welche  durch  die  verschiedenen  Intorferenzfälle 
im  Spectrum  erzeugt  werden,  sind  in  diesem  nicht  immer  in  derselben  Weise 
vertheilt;  es  entsteht  die  Frage,  bei  welcher  Vertheilungsweise  die  geringste 
Anzahl  gelöschter  Farben  im  weissen  Lichte  die  Eigenschaft,  uns  weiss  zu 
erscheinen,  nicht  aufhebt.  Es  zeigt  sich  diesem  Zwecke  günstiger  eine 
Vertheilung,  bei  welcher  die  ausgelöschten  Farben  gegen  das  violette  Ende 
des  prismatischen  Spectrums  hin  mehr  auseinander  rücken.  Daraus  kann 
g'esMossen  werden,  dass  sich  die  drei  Arten  von  Nervenfasern  in  gleiche 
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Felder  eines  Spectrums  theilen,   welches  vom  prismatischen  in  der  Weise 
abweicht,  dass  es  sich  dem  Beugangsspectrum  nähert. 

(Wiener  Akademie.)  Prof.  Stefan. 


XIX.    Elektromagnetismns. 

Dr.  Mourel  hat  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  (Cosmos 
1865,  Januar,  S.  76)  in  der  Sitzung  vom  16.  Januar  1865  eine  Mittheilung 
gemacht,  die  sich  auf  eine  ganz  anerwartete  Erscheinung  bezieht. 

Wenn  man  einen  Eisenkern  durch  Umwickelung  mit  nicht  Überspon- 
nenem  Kupferdraht  zum  Elektromagneten  macht,  so  erhält  man  in  manchen 
Fällen  beim  Durchleiten  eines  Stromes  einen  ebenso  starken  oder  noch 
stärkeren  Magnetismus,  als  wenn  man  denselben  Draht  im  übersponnenen 
Zustande  zu  demselben  Zwecke  verwendet.  Die  Fälle,  in  denen  der  Ver- 
such günstig  ausfällt,  sind : 

1.  wenn  der  Elektromagnet  mit  Jangem  und  feinen  Kupferdraht  um* 
wickelt  wird.  So  verhielten  sich  zwei  Elektromagneten  ganz 
gleich,  von  denen  der  eine  durch  27000  Umwindungen  von  Kupfer- 
draht No.  33  (nicht  übersponnen)  und  der  andere  von  ebensoviel 
übersponnenen  Windungen  gebildet  worden  war,  während  bei  An- 
wendung von  starkem  Kupferdraht  von  3"™  Durchmesser  die  Wir- 
kung beim  Elektromagneten  ohne  isolirenden  Ueberzug  beinahe 
verschwand ,  wenn  die  Windungen  stark  gegen  einander  gepresst 
worden  waren; 

2.  wenn  die  Elemente  der  Batterie,  die  man  anwendet,  so  verbunden 
sind ,  dass  der  Strom  in  der  Batterie  durch  einen  grossen  Quer- 
schnitt gehen  muss,  also  nicht  so,  dass  in  der  Kette  grosser  innerer 
Widerstand  vorhanden  ist.  Elemente,  die  nach  Quantität  ver- 
banden waren ,  gaben  beim  Elektromagneten  mit  nicht  überspon- 
neuem  Draht  gegen  den  mit  übersponnenem  Draht  Verstärkung 
des  Magnetismus ,  während  die  nach  Intensität  verbundenen  Ele- 
mente bei  demselben  Versuche  Schwächung  des  Elecktromagne- 
tismns  gaben. 

Dr.  Mourel  hat  später  (Cosm.  1865,  S.  132)  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften ein  Resum^  über  seine  bis  dahin  angestellten  Versuche  über  die 
Magnetismusspiralen  mit  nicht  isolirtem  Drahte  gegeben ,  aus  dem  Folgen- 
des hervorgeht: 

Der  Erfinder  der  Magnetisirungsspiralen  mit  nicht  übersponnenem 
Drahte  ist  vollkommener  Laie  in  der  Phjsik ,  er  ist  als  Nachfolger  von 
einem  Fabrikanten  telegraphischer  Lautewerke  wahrscheinlich  auf  die  Idee 
gekommen,  statt  des  theuren  übersponnenen  Drahtes  einmal  gewöhnlichen 
Draht  zu  den  Magnetisirungsspiralen  zu  nehmen  und  hatte  ^  \im  d^x^L  ^\^^^^ 
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zu  zeigen,  die  oben  erwähnten  2  Spiralen  mit  27000  Umwindangen  herge- 
stellt, eine  mit  gewöhnlichem,  die  andere  mit  Hbersponnenem  Drahte.  Die 
Drähte,  die  von  gleichem  Durchmesser  und  gleicher  Länge  waren,  besassen 
aber,  wie  sich  nachträglich  herausgestellt  hat,  verschiedenes  Leitungsver- 
mögen, indem  der  umsponnene  Draht  bleihaltig  war  und  folglich  mehr  Wi- 
derstand hatte.  Weitere  Experimente  haben  aber  dennoch  Folgendes 
ergeben : 

1.  Wenn. die  Drähte  zweier  Spiralen,  übersponnen  und  nicht  tiber- 
sponnen,  gleiches  Leitungsvermögen,  Länge  und  Durchmesser  ha- 
ben, so  bleibt  für  Ströme  von  geringer  Spannung  der  W^iderstand 
gleich  gross,  die  Zweigströme  welche  in  diesem  Falle  zur  Entste- 
hung komhien,  werden  durch  den  Strom  selbst  zerstört  (Qesetz 
von  Ampere),  worunter  wahrscheinlich  zu  verstehen  ist,  dass  die 
sich  abzweigenden  Ströme  nach  dem  Am p^r ersehen  Gesetz  vom 
Hauptstrome  wieder  angezogen  werden  müssen. 

2.  Wenn  bei  schwachen  Strömen  beide  Magnetisirungsspiralen  gleich 
gut  isoliren,  so  liefern  sie«nch,  wenn  die  Ströme  gleiche  Stärke 
haben,  Elektromagneten  von  gleicher  Stärke.  Immer  erreichen 
die  Spiralen  mit  übersponnenem  Draht  grössere  Wirkung,  wenn 
der  äussere  Theil  der  Schliessung  ausser  der  Spirale  widerstehend 
wird  (lange  Leitung  von  der  Batterie  bis  zur  Spirale). 

3.  Jede  Disposition  der  Säule,  welche  die  Spannung  des  Stromes 
vermehrt,  wirkt  zu  Gunsten  der  Elektromagneten  mit  überspon- 
nenem Draht,  daher  eignen  sich  die  Spiralen  mit  nicht  überspon- 
nenem Draht  nicht  zu  telegraphischen  Apparaten,  die  von  der 
Linienbatterie  activirt  werden  sollen,  sondern  nur  zu  den  mit 
der  Localbatterie  verbundenen  oder  zu  Lautewerken. 

Dr.  Kahl. 


X. 
IV.     Die  Entwickelung  des  Bechnens  mit  Columnen. 

Von 

Professor  Friedlein  zu  Ansbach. 


Wem  die  Abhandlung  von  Chasles  in  den  Compi.  rend,  T,  XVI,  1843, 
S.  1303  — 1420  bekannt  ist,  dem  könnte  es  genügend  erscheinen,  auf  die- 
selbe zu  verweisen  und  nur  an  die  Resultate  derselben  anzuknüpfen.  Ich 
wünschte  dieses  thun  zu  können,  aber  ein  Umstand  macht  es  unthunlich. 
Chasles  hat  nämlich  alle  Werke  über  das  Rechnen  mit  Columnen,  die 
ihm  handschriftlich  vorlagen,  zusammengefasst  und  die  Summe  ihres  Inhal- 
tes mitgetheilt.  Dadurch  sind  die  Unterschiede  der  einzelnen  Werke  ver- 
wischt worden,  und,  weil  so  die  Entwickelung,  welche  jenes  Rechnen  ge- 
habt hat,  nicht  erkennbar  ist,  sind  auch  Zeitbestimmungen  daraus  nicht 
möglich.  Das  Vorhandensein  solcher  Unterschiede  und  eine  naturgemässe 
Entwickelung  nachzuweisen  ist  daher  die  nächste  Aufgabe  des  folgenden 
Aufsatzes,  und  auf  Grund  desselben  sollen  dann  auch  die  möglichen  Zeitbe- 
stimmungen versucht  werden. 

Die  Abhandlungen  und  Fragmente  solcher,  die  mir  dazu  zu  Gebote 
standen,  sind  folgende,  die  ich  zugleich  mit  einem  Buchstaben  bezeichnen 
will,  um  kürzere  Verweisungen  zu  gewinnen : 

1.     Gerbert,  rfe  numerorum  divisione  (^i ) . *) 


♦)  Martin  spricht  in  seinen  Recherthes  notmelles  ,etc.  in  der  liivue 
archiofogiqve  1857,  S.  520 — 521  auf  Grand  der  Angaben  von  Chasles  von  der 
Möglichkeit,  dass  im  Cod.  St.  Emmer.  0.  LXXIII 2  verschiedene  Werke  Gerbert*» 
▼orüegen.  Nach  der  Einsichtsnahme  dieses  Codex  kann  ich  mittheilen,  dass  jene 
Spar  von  einem  zweiten  Werke  dort  nicht  vorhanden  ist.  Die  von  Chasles  erwähnte 
Beischrift  an«  dem  16.  Jahrhundert:  Gerberti abacun,  hoc  ett  atgatnsmits  sive  dlqiaQid^ßos 
ad  Otonem  imp.  Prinripium  non  adest  steht  anf  Fol.  96«,  wohin  sie  durch  ein  Versehen 
kam,  weil  sie  F.  97«  stehen  sollte.  Auf  F.  96«  steht  nämlich  gleichfalls  ein  blosses 
Fragment,  das  mit  den  Worten  beginnt  compositae  attreae  rihisionis  und  auf  der 
andern  Seite  mit   tfivide  asses  per  divisorem  endet ,  wotaui  wot\v  \^  7*^"'^^xv  Vc^x^j,^- 

Zeihchrifl  f.  Mathtmatik  u,  Physik.  X,  4.  V\ 


242  Die  Entwickelung  des  Rechnens  mit  Columnen. 


2.  Die  Anhänge  in  der  sogenannten  Geometrie  des  Boethius  nach 
dem  Erlanger  Ms.  288  (Bi). 

3.  Eim  Fragment  aus  dem  cod,  Bern.  299,  saec.  X  (-^i).*) 

4.  Das  Werk  des  Bernelinus**)  nach  dem  ehemaligen  c(fd.  St, 
Emmer,  G.  ZA'Z///,  jetzigen  cod.  laU  monac,  14689,  saec.  XI — Xll^ 
F.  49«  — 64«  (^,). 

5.  Eine  Anleitung  zur  Division,  die  mit  den  Worten  beginnt:  Cum 
passione  contraria,  aus  demselben  Codex  F.  64*"  —  68*  (^,). 

6.  Das  Werk  des  Gerland**)  nach  demselben  Codex  F.  99«  — 105« 

7.  Das  Werk  de  discipiina  numerorum  abaci,  eben  dort  F.  105« 
bis  llV*,  das  mit  den  Worten  beginnt:  Doctori  et  patri  theo- 
sopho  J.  G,  filius  ejus  (/^t)« 

8.  Die  Bruchstücke  von  Kegeln  der  Division,  eben  dort  F.  96«~*  (F,). 

9.  *Die  Abhandlung  in  demselben  Codex  F.  117« — 121*,  die  mit  den 
Worten  beginnt:   Abactts  vocatur  mensa  geometricalis  (-^3). 

10.  Die  Abhandlung  in  demselben  Codex  Fi  121*  — 127«,  die  mit  den 
Worten  beginnt:  Älligas  me  oneri,  cui  succumhunt  humerü 
Ein   commenlariolus    zu    Gerbert^s    Begeln    über    die   Division 

11.  Die  regulae  Herigeri  in  abacum  eben  dort  F.  98«~*  (-Äf). 

12.  Die  Regeln  der  Division  im  cod,  tat.  monac,  14836  (ehemals  &\  6) 
saec.  XI  (2.  Hälfte)  F.  6*  — 10*  (.^5). 

13.  Die  regulae  domni  Oddonis  super  abacum  bei  M.  Gerbert, 
Script,  eccl.  de  mus.  T.  I,  S.  296  —  302  aus  einem  Codex  des 
XIIL  Jahrhunderts  (0). 

14.  Der  Anonymus  bei  Chasles,  campt,  rend,  1843,  S.  237 — 246,  aus 
einem  Codex  des  XII. —  XIII.  Jahrhunderts  (ca.  1200)  (^J. 

Aus  diesen  Werken  will  ich  nun  zusammenstellen: 

1.  die  Angaben  über  die  Abacustafel, 

2.  den  Gebrauch  der  Worte  digilus  und  articulus, 

3.  die  Regeln  der  Multiplication, 


lassen  .sind.  Die  Abbandlunpr  Gerbert's  aber  beginnt  F.  97«  mit  c  miii4i.  Si  cen- 
ienum  per  decenwn  millanan  und  reicht  bis  F.  98«,  wo  nach  den  letzten  Worten 
ejctrtmos  digilos  von  derselben  Hand  weiter  geschrieben  steht:  Caesaris  otlonis 
studio  geometres,  ExpHciimt  leciiones  Gerberti  super  abacunu  Es  kann  also  kein  Zwei- 
fel sein,  dass  die  auf  F.  96«»  stehende  Beischrift  verschrieben  ist,  uryd  nur  ein 
Werk  G  o  rb  e  rt's  in  diesem  Codex  und  zwar  das  bekannte  zum  Theil  enthalten  ist. 

*)  Ich  verdanke  die  Mittheilung  desselben  Herrn  Prof.  Chris t  in  Müncbco, 
doin  sein  Freund  Dr.  Uscner  es  zustellte. 

*♦)  Im  Codex  selbst  ist  der  Name  nicht  genannt  und  ich  konnte  auf  denselben 
Hill  nach  den  Angaben  von  Cantor  u.  A.  achliessen. 
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4.  die  Regeln  der  Division, 

5.  die  Regeln  über  das  Rechnen  mit  den  Minatien. 

1.    Die  Angaben  aber  die  Abacnstafel. 

Cf  enthält  hierüber  nichts.  Dafür  wissen  wir  durch  Rieh  er  (Per/r 
monum.  Germ,  hisl.  II Jj  618),  dass  Gerb  er  t  eine  Ledertafel  anfertigen 
Hess,  diese  der  Länge  nach  in  27  Theile  (^partes)  eintheilte,  dort  die 
9  Zeichen,  die  alle  Zahlen  darstellen  können,  anbrachte  (dis- 
posuü)  und  mit  1000  nach  diesen  Zeichen  gestalteten  Characteren  aus 
Hörn  die  Rechnungen  in  den  27  Theilen  ausführte.  Aus  den  Regeln  ist  nur 
der  Name  sedes  für  die  Plätze  der  Zahlen  zu  bemerken. 

P,  enthält  ein  Bild  der  Tafeh,  dßs  in  meinem  Schriftchen  über  Ger- 
bert  auf  Taf.  III  abgebildet  ist.  Dieses  zeigt  13  verticale  und  6  horizon- 
tale Gerade ,  so  dass  in  6  Reihen  je  12  Fächer  gebildet  sind.  In  der  ober- 
sten Reihe  stehen  in  den  ersten  10  Fächern  von  der  Rechten  zur  Linken 
die  Namen  Jgin  bis  Sipos,  in  der  2.  Reihe,  deren  12  Fächer  mit  Bögen 
überspannt  sind,  stehen  in  den  ersten  10  Fächern  die« Gobarzif fern  mit 
dem  Zeichen  Q).  Die  Zahlen  der  folgenden  4  Reihen  sind  mit  den  römi- 
schen Ziffern  geschrieben,  und  zwar  enthält  die  erste  die  Zeichen  I,  X,  C 
u.  s.  w.  bis  GMI  <10**). 

Bf  beschreibt  die  Tafel  als  eine  sorgfältig  polirte ,  die  von  den  G  e  o  - 
metern  {ab  geomelricis)  mit  bläulichem  Staub  (glaucus  pulvis)  be- 
streut werde,  um  die  geometrischen  Figuren  darauf  zu  zeichnen.  Für 
die  Rechnung  wird  sie  in  l\0  Columnen  {lineae)  abgetheilt,  von  denen 
die  3  ersten  zur  Rechten  für  die  unciac,  scripuli  und  calci,  die  übrigen 
27  für  die  ganzen  Zahlen  bestimmt  sind.  Diese  letzteren  sind  von  3  zu  3 
mit  Kreisbögen  (circulus)  überspannt,  und  unter  diesen  die  erste  zur 
Rechten  für  sich,  die  andern  beiden  zusammen  durch  kleinere  Bögen.  Be- 
zeichnet sind  die  Columnen  mit  den  römischen  Ziffern  I,  X  u.  s.  w.  bis 
C.M.M.M.M.M.M.M.i  (lO^ö).  Die  Charactere  der  Ziffern  sind  die  Gobar- 
ziffern  und  die  griechischen  Buchstaben,  für  die  Minutien  die  römi- 
schen Minutienzeichen.  Zur  Division  werden  durch  horizontale  Linien 
4  tramites  hergestellt. 

A^  setzt  eine  ähnliche  Tafel  voraus,  nur  wird,  so  scheint  es,  dieselbe 
Columne  für  die  unciae  und  für  die  scripuli  benützt;  vielleicht  aber  nur 
dann,  wenn  blos  mit  den  einen  oder  blos  mit  den  anderen  gerechnet  wer- 
den soll. 

Bei  G^  finden  sich  15  arcus,  d,  h.  je  mit  einem  Bogen  überspannte 
Columnen,  die  oben  unter  dem  Bogen  und  über  einem  Strich  von  der  Rech- 
ten zur  Linken  mit  I,  X,  C  bis  CMMMM  (10^^)  bezeichnet  sind.  Als  figu- 
rae,  die  Andere  characleres  nennen,  sind  die  9  Gobarziffern  und  24  rö- 
mische Minutienzeichen  mit  ihren  Namen  von  ZeleiUis  V\&  Chulcus  ^w^^^^^x:^« 

\1* 
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Im  Ms.  sind  nur  immer  so  viele  arcus  hergestellt,  als  die  Rechnung  hedarf. 
Die  Minutien  sind  in  dieselben  Bögen,  wie  die  ganzen  Zahlen,  einge- 
tragen. 

j4f  erwähnt  von  der  tabula  geomeiricalis  die  arcus,  ohne  deren  Zahl 
zu  bestimmen,  dazu  2  lineae  per  medios  arcus,  die  oberen  für  die  Mnl- 
tiplicatoren  und  Divisoren,  die  unteren  für  die  Multiplicanden  und  Dividen- 
den. Mit  Ausnahme  der  Minutien  seien  die  characieres  die  ersten  9 
griechischen  Buchstaben.  Nach  diesen  aber  werd  en  die  9  G  o  b  a  r  z  i  f  f  e  r  n 
angegoben.  Statt  mit  den  Minuticnzeichen  wird  mit  der  Anzahl  der  Minu- 
tien,  also  mit  ganzen  Zahlen  gerechnet  und  nur  dem  Resultat  die  Benen- 
nung der  Minutfe  gegeben. 

^,  bezeichnet  den  Abacus  als  geomeiricalis  mensa,  bei  der  ein 
geomeiricalis  radius^*)  wie  ein  Rohr,  angewendet  werde.  Der  ganze 
Abacus  wird  in  27  incisiones  getheilt,  9  characteres  werden  in  beson- 
doren  Zeichen  und  in  bestimmten  Zwischenräumen  {inlertmlla)  ^  welche 
die  sedes  der  Zahlen  heissen,  beim  Operiren  angewendet. 

Bei  0  ist  die  distinciio  arcuum  bis  auf  12  angegeben,  von  denen  je 
3  durch  einen  grösseren  Bogen  überspannt  sind,  unter  dem  der  singularis, 
decenus^  centenus  durch  besondere  Bögen  tiberspannt  sind.  Die  figurae 
sind  die  Gobarziffern. 

Nach  A^  sind  zur  Division  durch  horizontale  Linien  4  iramiies  herge- 
stellt, die  Columnen  heissen  lineae, 

j4f.  nennt  die  Columnen  (spacia)  arcus ,  die  weiter  als  singularis, 
decenus  u.  s.  w.  nach  den  eingescliriebencn  Zahlen  unterschieden  werden, 
giebt  ferner  die  9  Gobarziftern  sammt  den  Namen  Jgin  etc.  (ohne  Sipos) 
an,  bedient  sich  aber  der  letzteren  im  Texte  nicht.  Mit  ahacus  wird  nicht 
allein  die  Tafel  od.er  die  durch  Zeichnung  hergestellte  Figur  derselben  be- 
zeichnet, sondern  auch  die  Kunst,  mit  ihr  umzugehen.  Der  Anfang  lau- 
tet namlicli :  Ars  isla  vocalur  abacus :  hoc  twmen  rero  arabicum  esl  el 
souat  mensa ,  hac  affinilale  rerum ,    (juia  ulrumque  de  asscribus  sohl  ficri.     Im 


*)  Ich  glaube  am  besten  liier  eine  Notiz  anzufügen  über  den  Ansdruek  geome- 
iricnlis  rndUis,  C b a 8 1  e 8 ,  campt,  rend.  XV J ,  1 843 ,  S.  1410  —  1412,  versteht  dar- 
nnter  den  Stift,  dessen  man  sieb  anf  der  Staubtafel  zum  R(rebnen  bediente.  Verbin- 
det man  aber  die  Worte  ans  A^  (F.  J 17"):  Kst  prnclcrea  in  hoc  dhciplinn  qmdam  geo- 
metriculis  r/idiits,  quivistnr  calainiin  Ezechiele  templwn  domini  mensuiantis  ad  voitnn  geome- 
(ricorian  in  coeVi  ii-rrnque  dimensione  modo  inclinatiir  ^  modo  erigninr  mit  der  Stelle  in 
(i  e  r  b  e  r  t's  Brief  an  C  o  n  s  t  a  n  t  i  n  :  FJahes  ergo  Qtdinm  diligens  invcstigntor)  vinm  ratio- 
niSy  brevem  qitidem  verhis^  sed  prolixnm  scutenliia  el  ad  collect iojiem  intervallormn  et  dislribn- 
tionem  in  actuatibus  gcometrici  radii  secundwn  inclinationem  et  erectionem  et  in 
speculationibiis  et  actunlibun  simul  fiimensioms  coeli  ei  terrae  plenufide  cmnparuinm  und  end- 
lieb mit  den  Capp,  40  —  42  im  Propheten  Hesekiel,  in  denen  die  Messungen  des  Tem- 
pels mit  der  M  essrntbe  enthalten  sind,  so  ist  wohl  kein  Zweifel  mehr,  dass  der  fjeo- 
Mf/r/'rrr/i'.v  r/idh/s ,  wie  es  auch  sein  Nnme  besagt,  der  messenden  Geometrie 
'' fjfj  Astrono iniv  diente  und  mit  dem  Recbuew  wlcbls  zu  sehaffen  liatte. 


von  rroi.  j? kikdlkin.  z^d 


Folgenden  aber  Iieisst  os:  Si  quis  vero,  quomodo  fial  abacus,  igtwraiy  his 
sequentibus  auditis  cerlus  effickUur,  Disponuntur  quaedam  spacia^  Xll  vel 
plura  UUeraliler,  quae  spacia  arcus  nominanlur,  El  in  primo  arcit  scribilur  mwi- 
las  eic. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  nun,  dass  die  Einen  von  dem 
Abacus  auch  in  seiner  Eigenschaft  als  mensa  geotnelricalis  reden  zu 
müssen  glaubten ,  Andere  gebrauchen  das  Wort  als  bekannte  Bezeichnung 
Tür  die  Tafel  zum  Rechnen,  ja  selbst  vom  Rechnen  damit.  Nimmt  man 
hierzu  die  Stelle  aus  -öj:  Sed  jam  tempus  esl  ad  geometricalis  mensae 
tradUiunem  ....  venire  und  Pylhagorici  ....  descripserunt  sibi  quandam  formu- 
lam,  quam  ob  honorem  sui  praeceptoris  mens  am  Pgihagoream  nominabant  . .  .  .  ; 
a  poslerioribus  appellabaiur  abacus^  so  ist  klar,  dass  es  eine  Zeit 
muss  gegeben  haben,  in  der  die  mit  Staub  bedeckte  Tafel,  der  Abacus,  vor- 
zugsweise zum  Studium  und  Unterricht  in  der  GeoUietrie  diente."^)  Welche 
Zeit  dieses  war,  ist  leicht  zu  ermitteln.  So  lauge  man  sich  der  calculi  be- 
diente, konnteil  auf  jeder  Tafel  die  nöthigeu  Linien  gezogen  und  die 
Rechnungen  ausgeführt  werden,  man  bedurfte  dazu  einer  besonderen  Tafel 
nicht.  Da  nun  das  Werk  des  Victor ius  calculus  betitelt  ist,  in  den 
Briefen  Alcuin's  der  Ausdruck  calculator  und  calculatio  die  gewöhn- 
lichen für  den  Rechner  und  das  Rechnen  sind,  und  auch  Abbo  (Christ, 
Sitzuugsber.  der  Akad.  zu  München  1863,  S.  145)  noch  den  Ausdruck  cal- 
culalor  gebraucht,  der  auch  den  Ausdruck  abacus  anwendet,  so  ist  mit 
grosser  Wahrscheinlichkeit  anzunehmen,  dass  vom  5.  Jahrhundert  und  wohl 
von  noch  früherer  Zeit  an  bis  zum  10.  die  Abacustafel  vorwiegend   zu  geo- 


♦)  Ich  habe  auch  in  dein  Schriftchen  über  Gerbert  S.  28  über  die  Acnderung 
des  Namens  mensa  Pythagorta  in  die  lieuennuug  ubacits  gehandelt  und  dort 
mema  als  Ausdruck  für  eine  veranschaulichende  Uebersicht  erklärt.  Diese 
Auffassung,  für  welche  z.  B.  auch  die  Ueberschrift  einer  Art  von  Einmaleins  mit 
Ausdehnung  auf  die  Zehner  und  Hunderter  in  Beda's  Werken  (Basel  1563  I,  col.  103 
bis  109):  Mensa  PytJutgorica  sioe  Abacus  numerandi  ein  Beleg  ist,  lässt  sich 
vollkommen  mit  dem  obigen  Resultat  vereinen,  wornach  der  Ausdruck  mensa  geo- 
wetricalis  vom  vorziigsweisen  Gebrauch  der  Abacustafel  für. die  Geometrie  herrührt. 
Dieselbe  Staubtafel,  aufweiche  man  die  geometrischen  Figuren  zeichnete,  diente 
auch  zum  Anschreiben  der  Zahlcngruppirungen,  welche  die  theoretische  Arithme- 
tik uöthig  hatte.  In  so  fern  war  die  mensa  geometricalis  zugleich  eine  mensa 
Pythagorta  oder  Pylhagorica  für  eine  Zeit,  die  all  ihr  Wissen  über  Zahlen  von 
Pythap^o ras  herleitete.  Ein  solches  Anschreiben  von  Zahlen  ist  aber  noch  k^in 
Rechnen.  Dass  man  auch  dieses  selbst,  das  eigentliche  Operiren  auf  der  Staubtafel, 
vornahm,  das  ist  die  Neuerung,  die  ich  ungefähr  in  das  10.  Jahrhundert  setzen  zu 
müssen  glaube.  Wie  alt  der  Ausdruck  mensa  Pyihagorea  für  solche  Tabellen  ist, 
wie  sie  der  Calculus  des  Victor  ius  enthielt,  weiss  ich  nicht  mit  Bestimmtheit  anzu- 
geben; da  aber  nach  dem  111.  Aufsatz  (oben  S.  308 — 312)  der  Verfasser  des  Abschnit- 
tes über  die  /igura  minuliunan  bei  Boethius  dem  9.  Jahrhundort  näher  gerückt 
ist,  so  wird  wohl  dieselbe  Zeit  auch  für  die  Entstehung  des  fraglichen  Ausdrnckuo 
anzuncluncn  sein. 
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metrischen  Arbeiten  benätzt  warde  und  mit  dem  Namen  abacus  als  Ke- 
chentafel  die  metallenen  Tafeln  mit  den  beweglichen  Knöpfchen  bezeich- 
net wurden.  Nach  dem  10.  Jahrhundert  ergiebt  sich  die  Auffassung  von 
abacus  als  Rechentafel  ans  den  davon  gebildeten  Worten  abacisia 
für  Rechner  und  abacizare  für  rechnen.  Belege  dafür  giebt  Chasles, 
compt.  rend.  AT/,  1843,  S.  1417  — 1419.  Man  beachte  aber,  dass  keiner  aus 
einer  Zeit  vor  dem  11.  Jahrhundert  stammt.*) 

Daraus  folgt  erstens,  dass  die  Verwendung  der  Staubtafel  zum 
Rechnen  um  das  10.  Jahrhundert  etwas  Neues  gewesen  sein  mass;  denn 
nur  so  lässt  sich  verstehen,  warum  einerseits  der  Name  calculator  ange- 
wendet und  andererseits  der  Abacus  auch  mensa  geomelricalis  genannt 
wird;  zweitens,  dass  Werke,  in  denen  der  letztere  Ausdruck  gebraucht 
oder  angedeutet  wird,  dem  Beginn  der  Verwendnng  der  Staubtafel  zara 
Rechnen  näher  stehen  müssen  als  jene ,  welche  diese  Verwendung  als  be- 
kannt voraussetzen.  Nach  diesem  Kennzeichen  ergiebt  sich  sofort  G^,  in 
welchem  angegeben  ist,  quicquid  ab  abacistis  excerpcre  poiui^  als  eine  spä- 
tere Arbeit  als  ^,,  in  welchem  von  der  tabula,  in  qua  descnbunt  etiam  geome- 
tricales  figuras  die  Rede  ist.  Es  ist  aber  bekannt,  dass  6 er  1  and  später  als 
Bernelinus  lebte  und  ich  will  damit  nur  einen  Beleg  für  die  Verlässig- 
keit  des  Kennzeichens  geben.  Es  versteht  sich  jedoch,  dass  hier  nur  die 
Stellen  in  Betraclit  kommen,  in  welchen  Angaben  von  der  Abacustafel  selbst 
oder  deren  Beschreibung  gegeben  ist,  nicht  solche,  in  denen  abacus  oder 
tabula  geomelricalis  überhaupt  gebraucht  ist.  So  darf  ^2»  weil  darin  der 
Abacus  auch  tabula  geomelricalis  genannt  wird,  nicht  desahalb  auch  in  eine 
frühere  Zeit  gesetzt  werden;  denn  diese  Benennung  steht  dort  nur  als  eine 
bekannte  Bezeichnung  des  abacus ,  die  deswegen  nicht  in  Abnahme  gekom- 
men war,  weil  der  Abacus  auch  nach  der  Benützung  zur  Rechnung,  doch 
fort  und  fort  auch  für  die  Geometrie  benützt  wurde.  Wendet  man  aber 
mit  dieser  Einschränkung  das  angegebene  Kennzeichen  auf  j4^  und  0  an 
dann  wird  man  erkennen,  dass  J^  der  früheren  Zeit,  0  aber  einer  späte- 
ren angehört,  also  nicht  dem  Anfange  des  10.  Jahrhunderts,  in  welchem 
Odo  von  Clüny  lebte. 

Mit  diesem  Ergcbniss  ganz  übereinstimmend  erscheint  der  Name  arcus 
für  die  Columnen  nicht  in  den  älteren  Werken.  G^  bezeichnet  die 
Columnen  nach  den  Ueberschriften  z.  B.  millenus  habebit  arliculos  iu  millc- 
nis,  digilos  in  cenienis  und  spricht  von  sedes  dividendorum. 


*)  In  Gerbe rt^s  Geometrie  finde  ich  den  Ausdruck  abacisia  (P  cz ,  thes.  III, 
P.  II,  col.  30)  gebraucht;  damit  wäre  ein  Helcg  für  dieses  Wort  aus  dem  10.  Jahrhun- 
dert gefunden,  was  mit  dem  Obigen  noch  immer  in  Einklang  steht;  denn  im  10.  Jahr- 
hundert scheint  dieses  Wort  aufgekommen  zu  sein.  Es  ist  aber  überdies  noch  die 
Frage,  ob  alles,  was  als  Geometrie  Gcrbert's  gilt,  wirklich  von  diesem  stammt,  und 
ob  nicht  Zuthaten  seiner  Schüler  auszuscheiden  sind. 
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Bei  B^  lieisst  e8:  binarium  sub  linea  X  inscripta  ponenies  XX  constitue- 
mnlj  wAlirend  auf  der  Tafel  selbst  die  Bögen  zu  sehen  sind. 

'Bf  theiltdie  tabula  in  30  lincas,  die  zu  je  drei  mit  circuli  überspannt 
sind,  unter  welchen  ein  circulus  die  Columnen  der  Einer,  ein  zweiter  die 
der  Zehner  und  Hunderter  überspannt.  A^  spricht  von  denarius  limes.  A^ 
theilt  den  Abacus  durch  27  incisiones  und  nennt  die  intervaUa  derselben  se- 
des;  A^^  ^5  und  H  sagen  linea. 

Gfy  Af^  H^  0  dagegen  nennen  die  Columnen  arcus.  Der  Ausdruck 
arcus  Pythagorae^  den  Leonardo  in  der  Vorrede  seines  Liber  Abbaci  ge- 
braucht, wäre  also  im  10.  Jahrhundert  noch  nicht  möglich  gewesen,  in  wel- 
chem es  linea  würde  geheissen  haben. 

£in  Mittel,  die  vorliegenden  Werke  der  Zeit  nach  von  einander  zu 
unterscheiden,  könnte  man  auch  darin  sehen,  dass  in  dem  einen  die  Her- 
stellung der  Tafel  ausführlicher  und  vollständiger  angegeben  wird  als  in 
den  anderen,  die  nur  das  für  den  Gebrauch  Nöthige  erwähnen,  allein  dies 
hängt  zu  sehr  von  dem  Zweck  der  einzelnen  Arbeiten  und  der  Art  der  Le- 
ser, für  die  sie  bestimmt  waren,  ab,  als  dass  man  der  umständlicheren  Dar- 
stellung nothwendig.  ein  höheres  Alter  vor  der  einfacheren  zugestehen 
müsste.  Ein  Umstand  ist  aber  noch  hervorzuheben,  der  ein  Beleg  dafür 
sein  kann,  dass  die  Gobarziffern  auf  dem  Abacus  etwas  Neues  ge wei- 
sen sind.  Es  is  dieses  das  Anschreiben  derselben  oben  in  den  Columnen. 
Chasles,  compL  rend,  XFI,  8.  I3d0,  giebt  dafür  einen  doppelten  Grund  an: 

1.  zeigten  sie,   dass   die  Tafel  zur  Bechten  beginnt  und  zur  Linken 
endet, 

2.  zeigten  sie  einfach  zugleich  an,  die  wievielste  Columne  jede  ist. 

Allein  Ersteres  ging  doch  aus  den  Ueberschriften  I,  X,  C  u.  s.  w.  deut- 
lich genug  hervor  und  für  das  Zweite  war  viel  besser  durch  die  Bögt^n  und 
die 'Zusammenfassung  von  je  dreien  derselben,  gesorgt,  wozu  nocli  kommt, 
dass  die  Ziffern  doch  nur  für  die  ersten  ^  Columnen  ausreichten  und  nicht 
abzusehen  ist,  warum  die  zehnte,  elfte  u.  s.  w.  keine  Bezeichnung  erhielten, 
vielmehr  in  der  zehnten  das  Zeichen  von  Sipos  erscheint. 

Viel  wahrscheinlicher  ist  dieses  Anschreiben  nur  eine  Unterstützung 
für  das  Gedächtniss  gewesen,  damit  der  Werth  der  neuen,  noch  unge- 
wohnten Zeichen  besser  vor  Augen  blieb.  Es  scheint  ein  solches  An- 
schreiben auch  nur  stattgefunden  zu  haben,  wenn  man  die  Tafel  sammt  den 
auf  ihr  verwendeten  Zeichen  in  Uebersicht  darstellen  wollte.  Bei  förmli- 
chen Rechnungen  wenigstens  wird  dieses  Anschreiben  nicht  erwähnt  und 
die  in  den  mir  zugänglichen  Codices  enthaltenen  Darstellungen  solcher  Re- 
chenexempel  enthalten  gleichfalls  nur  die  Ueberschriften  I,  X,  C  u.  s.  w. 
Andererseits  aber  bietet  mir  dieser  Umstand  und  das,  was  ich  sonst  in 
Handschriften  bisher  habe  finden  können,  noch  keinen  Anlass,  eine  ein- 
fache und  eine  vollständige  Form  des  Abacus  zu  unterscheiden,  wie 
Chasles  a.  a.  0.  S.  1398.     Die  römischen  Zeichen  der  Minutien,  die  tnit 
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römischen  Zeichen  geschriebenen  Hälften  und  Viertel  u.  s.  w.  von  I,  X,  C 
u.  s.  w. ,  die  sich  auf  einigen  Abbildungen  des  Abacus  finden  —  der  cod, 
lai.  monac.  23511 ,  zz.  511,  F.  40*  enthält  diese  Beigaben  nicht  —  mOssen  als 
Zuthaten  der  Abschreiber  oder  der  Besitzer  der  Handschriften,  welche  den 
freien  Platz  nach  ihrem  Geschmack  verwendeten,  dessbalb  betrachtet  wer- 
den, weil  in  den  vorhandenen  Texten  jede  Andeutung  darüber  fehlt,  obwohl 
die  Gelegenheit  dazu  vorhanden  ist,  und  weil  eine  Verwendung  der  Hälften, 
Viertel  u.  s.  w.  wohl  beimKechncn  auf  Linien,  aber  nicht  bei  dem  mit  Co- 
iumnen  stattfindet. 

2.    Der  Oebranch  der  Worte  digiius  nnd  articulus. 

Von  den  Ausdrücken  digiti  und  arliculi  findet  sich  zwar  bek  G^  keine 
Erklärung,  aber  von  einziffrigen  und  zweiziffrigen  Producten  und  Summen 
werden  sie  Als  Bezeichnung  der  Einer  und  Zehner  gebraucht,  welcher  Po- 
tenz von  10  diese  Producte  und  Summen  auch  angehören.  Bcmerkens- 
werth  ist  die  Ausdrucksweise:  Si  mulliplicaveris  singularem  numerum  per 
singxäarem,  dabis  unicuique  digito  singularem  et  omni  arliculo  decem. 
Denn  es  ergiebt  sich  daraus  erstens :  dass  man  den  digiius  von  singularis,  den 
articulus  von  decem  unterschied,  und  erstere  für  die  Zahl  (Ziffer),  letztere 
zur  Bezeichnung  der  Classe  (Potenz  von  10),  der  sie  angehörte,  verwen- 
dete. Dieser  Unterschied  wurde  auch  äusserlich  in  den  Zeichen  ausgeführt, 
indem  für  die  Zahlen,  mit  denen  zu  rechnen  war,  die  6o  bar  Ziffern,*) 
für  die  Bezeichnung  der  Classe  die  römischen  Zahlzeichen  gebraucht 
wurden. 

Zweitens  ergiebt  sich,  dass  die  Bezeichnung  der  Classe  beim  Multipli- 
ciren  erst  nachfolgte,  also,  wenn  überhaupt  Columnen  gezogen  wurden, 
dieses  sowie  die  Bezeichnung  derselben  erst  nachträglich  geschah.  Anders 
musste^es  beim  Dividiren  sein,  bei  welchem  die  Plätze  der  Classen  schon 
durch  den  Dividenden  bestimmt  waren,  daher  heisst  es  auch  dort  z.  B.  mil- 
lenus  habebit  articulos  in  millenis.  Dass  aber  Ger  her  t  Ziffern  mit  der 
Ueberschrift  der  Classe  in  römischen  Zahlzeichen  gebrauchte,  dafür  ist  sein 
Brief  an  Rem igi.us  der  ausreichendste  Beleg,  den  ich  S.  37  —  40  meines 
Schriftchens  über  Gerbert  besprochen  habe.**) 


*)  Chasles,  compt,  rend.  -YK/,  S.  1399,  Note  2,  giebt  an,  die  römischen 
Ziffern  auch  in  den  Columnen  gefunden  zu  haben  und  citirt  dazu  das  Ms.  38  de  Sca- 
liger und  G.  LXXIII  dcRatisbonue.  In  letzterem  aber  konnte  ich  nur  die  apiccs 
des  Bocthius  angewendet  finden. 

**)  Da  ich  an  der  erwähnten  Ötello  den  Brief  nicht  völlig  zu  erklären  vermochte, 
jetzt  aber  seinen  Sinn  ermittelt  zu  haben  glaube ,  so  will  ich  Licr  eine  Uebcrsetzung 
desselben  geben : 

„An  den  Mönch  Ke  migiu  s  in  Trier.  Gut  saht  Ihr  ein,  wie  l  eine  Primzahl 
ist.  Denn  ein  Mal  Eins  ist  Eins.  Aber  deswegen  ist  nijjht  jede  Zahl  eine  Primzahl, 
die  multipliciit  sich  gleich  bleibt.  Denn  ein  Mal  4  ist  1,  aber  deswegen  ist  4  noch 
keine  Primzahl,  sondern  hat  vielmehr   2  zum  Maass.     Denn  2  Mal  2  ist  4.     Der 
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In  ^t  ^^'^  ^^^  (^i'^fVt  und  aHiculi  folgende  Erklärung  gegeben :  Digilos 
vero,  quoscunque  infra  primum  limiUm ,  id  est  omnes ,  quos  ab  unilale  usque  ad 
denariam  summam  numeramus,  veter  es  appeliare  censuerunt,  Ariicuü  autem 
omnes  a  deceno  in  ordine  posili  et  in  inftniium  progressi  nuncupantur.  Im  Text 
18t  von  keinem  (^arf  5f>i^ii/ar^m  die  Hede,  sondern  gleich  im  Anfang  der 
Gebrauchsanweisnng  für  die  Gobarziffern  heisst  es:  Scire  autem  oportet ..., 
cui pagintilae  digili  et  cui  articuli  sint  adjungendi  und  demgemäss  heisst  es:  sin- 
gularis  multiplicator  deceni  digitos  in  decenis,  articulos  in  centenis  ....  habebit. 
Hervorzuheben  ist,  dass  in  den  Regeln  als  digili  stets  nur  die  Einer,  als 
artictili  die  Zehner  von  ein-  und  zweiziffrigen  Producten  und  Summen  er- 
scheinen und  zwar  die  digiti  ebensogut  von  jeder  Classe  oder  Potenz  von 
10  gebraucht,  wie  die  articuli. 

Fx  enthält  in  den  ersten  Regeln  die  Redewendung  dabis  JT,  C  u.  s.  w. ; 
gegen  den  Schluss  heisst  es:  hie  {singularis)  in  se  digilos,  in  secundo  (deceno) 
habebit  articulos,  zuletzt  aber  steht  wieder  dabis.  Da  der  Schluss  mit  dem- 
selben wieder  beginnt,  wie  der  Anfang,  nur  in  etwas  anderem  Ausdruck,  so 
liegen  vielleicht  in  diesem  Fragment  Bruchstücke  von  zwei  verschiedenen 
Arbeiten  vor.  Es  ist  aber,  wie  sich  weiter  unten  zeigen  wird,  die  Ordnung 
des  Ganzen  keine  sonderlicli  grosse. 

B^  zeigt  die  Schule  Gerbert's;  es  werden  die  fraglichen  Ausdrücke 
gebraucht,  wie  bei  Gi,  nur  heisst  es:  5t  singularis  decenum  multiplicavcril,  da- 
bit  unicuique  digito  decem  etc. 

Bei  Gf  ist  die  Ausdrucksweise  folgende:  Singularis  arcus  quemcunque 
{arcvm)  multiplicaly  in  eodem  (arcu)  pone  digitum  in  ulleriore  articulum.  Hier- 
•  bei  sind  die  arcus  nothwendig  als  zuerst  hergestellt  zu  denken,  wie  sie  auch 
im  Text  vorher  angegeben  sind. 

j4f  enthält  dieselbe  Redeweise,  wie  Gf^  aber  dazu  noch  folgende  Erklä- 
rungen: Digitus  est  minor  numerus ,  1  ....  0,  articulus  maior  numerus,  10, 
20  etc.  ab  artando  die  tu  s.  Arial  enim  et  concludit  minorem  numerum  in  se. 
Dass  hier  ein  missglückter  Versuch  vorliegt,  sich  den  Namen  articulus  zu 
erklären,  ist  deutlich;  die  Arbeit  selbst  könnte  daher  der  Zeit  fern  zu  lie- 
gen scheinen,  in  welcher  dieser  Name  seinen  Ursprung  erhalten  hat.  Es 
ist  aber  wahrscheinlicher,  dass  nur  Unbekanntschaft  mit  der  Fingerrechnung 
die  verfehlte  Erklärung  herbeigefühii;  hat. 

In  ^,  ist  die  Ausdrucksweise  für  die  Multiplication  mit  einem  Einer: 
Singularis,  quemcunque  mulliplicat,  in  eodem  digitos  ponit  et  in  ulteriori  arti- 
culum, für  die  mit  Zehnern  ebenso,  aber  im  Folgenden  wird  diese  noch  ge- 
nauer in  folgender  Weise  ausgedrückt:  primo  simpliciter  decenum  muliiplica- 
torcm  quasi  singuiarem  denominabis  .  . .  deinde  vero  ...  dabis  digitis  X  et  arli- 


Schriftzug  (/tVcfiYi)  ferner,  den  Ihr  unter  dem  Zeichen  {figuia)  X  angebracht  fandet, 
bedeutet  10  Einheiten,  die  in  ü  und  1  gctheilt  das  Verhältniss  dos  Andcrthalbeu 
{neaqui aUermi  proporlionem)  geben.  Dasselbe  läist  »ich  auch  au  3  und  2  ersehen,  wo 
die  Einheit  der  Unterschied  ist.  '* 
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culis  C,  Es  siebt  somit  A^  in  der  Mitte  zwischen  (7,  und  B^  einerseits  nnd 
Gf  nnd  A^  andererseits.  Dasn  findet  sich  dort  noch  folgende  Erklärung : 
Digiti  appellanlur  minores  numeri  ex  qualibet  muHiplicaHone  concreii,  Quos 
ideo  digitos  puio  dici ,  quia,  sicul  digili  corporales  a  brevioribus  junclis  incipienie$ 
in  longioribus  exlenduntury  sie  et  hi  numerales  a  finiia  uniiaüs  quanlilate  inchoan- 
ies  in  infinitum  exlenduntur,  Ariiculi  nuncupantur  maiores  numeri  simiiiter  ex 
muUiplicalione  aliqua  produclij  dicli,  quod  ipsos  minores  ifiier  se  arten t^  id  esl 
concludanU  Entweder  Quelle  für  die  Erklärungen  bei  A^  oder  doch  aus 
derselben  Quelle  wie  diese. 

A^  stammt  aus  6erbert*s  Schule,  ist  aber  ohne  Klarheit  geschrieben; 
der  Mangel  derselben  zeigt  sich  auch  in  dem  Ausdruck:  artictdus  articulommy 
qui  et  maximus  divisorum.  Es  ist  damit  für  die  Rechnung  nichts  gewonnen, 
im  Gcgentheil  die  Auffassung  des  Zehners  als  digitus  gegenüber  dem  Hun- 
derter alterirt. 

Bei  0  steht  die  Erklärung:  qtädquid  infra  X  esty  digitus  vocatur.  Quod 
vero  ad  X  vel  ad  majores  numeros  pervenil,  ut  est  XX,  XXX.  XLj  in  hac  arte 
articulus  appeliatur.  Weiter  unten  heisst  es:  ffoe  aulem  memoriter  tene,  quia 
singularis  arcus,  quem  arcum  multiplicat,  in  eodem  muüiplicationem  ponii,  dece- 
uus  in  secundo  etc.  Es  geht  also  diese  Schrift  offenbar  noch  über  G^  und  A^ 
hinaus. 

Aq  erklärt  nicht  nur  in  einfacher  Weise:  Digiti  sunt  omnes  usqtie  ad  X, 
decem  vero  articulus  est  et  quicunque  denario  vel  pluribus  denariis  additis  numeri 
surgunt,  sondern  fügt  noch  eine  Bemerkung  bei,  die  eine  klare  Auffassung 
der  Sache  beweist.  Es  heisst  nämlich  im  Folgenden:  Et  notandum  est, 
quod^  sicut  omnes  usque  ad  decem  digiti  ad  ipsum  decem  sunt,  sie  X  et  ceteri  ar- . 
ticuli  usque  ad  [C  digiti  ad  ipsum  C]  sunt,  cenlum  vero  et  ceteri  usque  ad  miUe 
sunt  digiti  ad  ipsum  mille,  et  sie  de  qualibet  inferiori  unitate  usque  ad  proximam 
superiorem  unitatem.  Dazu  kommt  noch  eine  Erklärung  der  Namen  digiti 
und  articuli,  welche  völlig  die  richtige  zu  sein  scheint.  Numeri  vero  de  uni- 
tate usque  ad  decem  digiti  vocantur  eoy  quod  numeri  Uli  per  flejcuras  vel  extensio- 

nes  digitorum  notantur El  quia  toti  digiti  ad  hos  numeros  flectuntur  vel 

eriguntur,  ut  dictum  est,  ideo  numeri  per  eos  denotati  digiti  vocantur.  Decem  vero  et 
quicunque  denario  vel  denariis  additis  numeri  surgunt,  artictdi  vocantur  eo,  quod 
digitorum  arli culis  solent  notari.  Die  Ausdrucksweise  bei  der  Multipli- 
cation  ist:  singularis  arcus,  quemcunque  multiplicat,  in  eodem  pone  digitum,  in 
ulteriore  articulum.  Darnach  findet  sich  also  bei  Aq  dasselbe  wie  bei  G^  und 
A^j  aber  dazu  noch  Erklärungen,  die  ein  richtigeres  Verständniss  und  eine 
klarere  Uebersicht  bekunden. 

Aus  dem  Angegebenen  ergiebt  sich ,  dass  die  Ausdrücke  digiti  und  ar- 
iiculi bei  dem  Rechnen  mit  Columnen  so  angewendet  wurden,  dass  sie  von 
den  beim  Rechnen  auswendig  gebildeten  ein-  oder  zweiziffrigen  Produc- 
ten  und  Summen  die  Einer  und  Zehner  bezeichneten.  Die  Ausdrucks- 
weisen,  mit  denen  sie  angewendet  wurden,   lassen  vermuthen,  dass  die 
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Colamnen,  anfangs  wenigstens  beim  Mnltipliciren,  erst  beim  Rechnen  ge- 
bildet wurden,  eine  Vermuthnng,  die  darcb  die  oben  gemachte  Bemerkung 
über  das  erst  spätere  Auftreten  des  Namens  arcus  bekräftigt  wird.  Die 
Erklärungen,  welche  von  jenen  Ausdrücken  gegeben  werden,  zeigen «  dass 
man  Zahl  begriffe  darunter  verstand;  der  Grund  aber,  warum  Zahlbe- 
griffe mit  solchen  Namen  belegt  werden  konnten ,  'scheint  in  gewisser  Zeit 
oder  wenigstens  bei  gewissen  Leuten  nicht  bekannt  gewesen  zu  sein ;  es 
hätten  sonst  so  seltsame  Ableitungen  nicht  gegeben  werden  können ,  wie 
sie  von  A^  und  A^  oben  angegeben  wurden.  Wer  von  der  Fingerrechnnng 
etwas  wusste,  konnte  nicht  zweifelhaft  sein,  dass  jene  Ausdrücke  von  dieser 
herrührten;  nur  das  Wie?  war  noch  fraglich.  Hätte  ich  die  Stelle  in  ^^ 
früher  kennen  gelernt,  so  hätte  ich  vielleicht  die  richtige  Antwort  darin  sofort 
erkannt.  Da  'dieses  nicht  der  Fall  war,  so  kam  ich  erst  nach  fortgesetztem 
Suchen  zur  Erkenntniss  des  Richtigen,  wie  es  mir  durch  die  Stelle  in  A^  in 
erwünschter  Weise  bestätigt  wurde.  Die  grössere  Mühe  lohnte  sich  aber 
dadurch ,  dass  ich  nicht  allein  das  thatsächliche  Verhältniss,  sondern  auch 
das  Entstehen  desselben  kennen  lernte. 

Ich  suchte  nämlich  beide  Ausdrücke  in  den  Werken  über  die  Finger- 
rechnung, fand  aber  in  keinem  derselben  diese  Ausdrücke  als  Zahlbegriffe. 
Der  griecliische  Text  des  Nicolaus  Smyrnaeus,  der  lateinische  des 
Beda,  der  persische  des  ^Ali  Jezdi  (siehe  Rüdiger  im  Jahresbericht  der 
deutschen  morgenläudischen  Gesellschaft  1845,  S.  111  — 120)  zeigen  auf  das 
Bestimmteste,  dass  das  sclbstständige  Fingerrechnen  die  Ausdrücke 
digitus  und  articulus  im  Sinn  von  Fingerzahl  und  Gliedzahl  nicht 
kannte,  sondern  damit  die  drei  letzten  Finger  der  Hand  meinte,  welche 
die  Einer  darstellten,  und  die  Glieder  des  Daumens  und  Zeigefingers,  welche 
die  Zehner  darstellten.  Dies  ist  der  Grund,  warum  entsprechende 
griechische  Ausdrücke  i\iv  digitus  und  ar/teu/u;  als  Zahlaus- 
drücke fehlen,  während  iamvkog  und  Sq^qqv  von  einem  Finger  der  Hand 
und  einem  Glied  des  Daumens  und  Zeigefingers  gebraucht  wurden.  Unter 
diesen  Umständen  wusste  ich,  da  ich  den  Daumen  und  Zeigefinger  zu  den 
digili  mitrechnete  und  die  ariiculi  auch  von  den  Gliedern  der  a\idern  Finger 
gebraucht  dachte,  keine  mir  genügende  Erklärung  für  das  Auftreten  dieser 
Worte  als  Zahlbegriffe,  bis  ich  deia  Scholion  des  Noviomagns  fand,  das  ich 
in  dem  Schriftchen  über  Gerbert  S.  23  mittheilte.  Nach  diesem  nennen 
die  Arithmetiker  digitwn  omnem  numerumJnfra  decenum'  und  articulos  die 
Zahlen,  qui  in  decem  aequalis  partes  dividi  possunt,  Erstere  werden  durch  die 
Finger  der  Hand,  Daumen  und  Zeigefinger  eingerechnet,  ausgedrückt,  letz- 
tere durch  die  Glieder  der  Finger.  Noviomagns  ist  sich  bewusst,  dass 
er  damit  eine  andere  Art  der  Fingerrechnung  angiebt,  als  die  der  Alten,  die 
»ich  bei  Beda  findet;  die  Sicherheit  und  Klarheit,  mit  der  er  von  der  Sache 
spricht,  bestimmten  mich  anzunehmen,  dass  der  Ursprung  der  digiti  und 
articuli  als  Zahlbogriffo   wirklich  der  sei,  den  er  angiebt.     Jetzt  finde  ich, 
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dass  derselbe  durch  das  Fingcrrechnen  seiner  Zeit  bestimmt,  ans  einer 
späteren  Weise  ableitet,  was,  wovon  er  keine  Kunde  gehabt  zu  haben 
scheint,  schon  vor  derselben  vorhanden  war. 

Das  Fingerrechnen  des  16.  Jahrhunderts,  in  welchem  Noviomagus 
(eigentlich  Job.  Bronkhorst,  geboren  zu  Nim  wegen  um  1494,  gestorben 
zu  Köln  1570)  lebte ,  reicht  wenigstens  über  das  13.  Jahrhundert  nicht  hin- 
aus. Der  computus  per  figuram  manuum  secundum  magisirorum  abbaci  usum 
untiquUus  sapienlissime  invenlam,  den  Leonardo  von  Pisa  in  seinem  1202 
erschienenen  Liber  Abbaci  (Ausgabe  von  Boncompagni,  8.  5)  anfahrt,  ist 
ganz  der  des  Beda.  Da  nun  die  Ausdrücke  digiti  und  articuli  als  Zahlbe- 
griffe aus  dem  10.  Jahrhundert  durch  Gerbert's  Schrift  de  num,  diu.  nach- 
gewiesen sind ,  so  müssen  sie  auch  aus  der  alten  Fingerrechnung  erklärbar 
sein  und*  es  war  eine  Stelle  im  Commentar  des  Abbo,  welche  mir  zuerst 
diesen  Nachweis  möglich  machte.  Es  heisst  (Christ,  a.  a.  0.,  8.  146): 
Singular  es  reflexis  sinislrae  manits  digitis^  deceni  aUribuuniur  ipsius  arti- 
culi s.  Dass  unter  letzteren  die  Glieder  des  index  und  pollex  verstanden 
sind,  lehrt  die  weiter  unten  folgende  Stelle :  Decenorum  pollex  et  index  sunt 
indiccs  se  invicem  articulatim  aut  amplexanles  aut  stiperimplenles.  Danach 
ist  für  Abbo  digilus  und  Einer,  arliculus  und  Zehner  noch  nicht  so  identisch, 
.dass  er  nur  Zahl  begriffe  in  ihnen  sieht;  es  sind  die  digiti  und  artiailidec 
Hand,  welche  Einer  und  Zehner  darstellen.  Die  Art,  wie  sie  die  Zahlen 
darstellen,  ist  dieselbe,  welche  alle  Zeugnisse  als  die  im  Alterthum  ge- 
bräuchliche angeben.  Die  angeführten  Worte  zeigen  aber  zugleich,  wie 
der  Ausdruck  articuli  für  die  Zehner,  die  doch  mit  dem  Daumen 
und  Zeigefinger  hergestellt  wurden,  hat  gebräuchlich  werden  kön- 
nen. Die  Einer  wurden  durch  ganze  Finger  ausgedrückt,  die  Zehner 
aber  durch  die  Glieder  des  Daumens  und  Zeigefingers;  so  kam  es,  dass 
man  jene  digiti,  diese  aber  ar/ict//t  nannte.  Dieselbe Stclh;  giebt  auch  für  den 
U ebergang  den  besten  Beleg;  denn  es  heisst  weiter  unten:  sexies  senvs 
XXXVI  esse  invenies,  ubi  sunt  tres  articuli  et  sex  digiti,  was  ebenso  viel 
heisst  als  ubi  sunt  tres  deceni  et  sex  singulures.  Die  spätere  Zeit  würde 
gesagt  haben:  ubi  est  ternarius  articulus  et  senarius  digilus.  Dieses  Er- 
gcbniss  hat  nunmehr  seine  Bestätigung  durch  die  Stelle  in  Jq  erhalten  und 
ich  zweifle  nicht,  dass  der  wahre  Sachverhalt  dadurch  nun  aufgefun- 
den ist. 

Ist  aber  nun  ersichtlich,  wie  jene  Ausdrücke  zu  Zahlbegriffen  wurden, 
so  fragt  es  sich  weiter  um  den  Anlass  zu  einer  solchen  Aonderung.  Alle 
Umstände  vereinigen  sich  hierüber  darin,  dass  das  Rechnen  mit  Oolum- 
nen dieser  Anlass  gewesen  ist.  Denn  in  diesem  spielen  die  ein-  und  zwei- 
ziffrigen  Producte  und  Summen  eine  hauptsächliche  Rolle  und  es  liegt  für 
dasselbe  eine  grosse  Vereinfacliung  der  Regeln  darin,  für  die  Ziffern  dieser 
Producte  und  Summen  dieselben  Namen  anzuwenden ,  welclier  Potenz  von 
10  sie  auch   in   der  That  angehören.     Das  Rechnen   auf  Linien  hingegen 
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bedurfte  dieser  Prodncte  und  Summen  nicht  und  es  konnte  daher  das  Fin- 
gerrechnen Jalirhnnderte  lang  nelien  demselben  bestehen,  ohne  dnss  seine 
Ausdrücke  eine  Veränderung  in  ihrer  Bedeutung  erfuhren.  Als  man  aber 
anfing,  die  Multiplication  der  Einer  unter  sich  für  die  Rechnung  mit  Colnro- 
nen  zu  benützen,  da  führte  die  Abkürzung  d  es  Ausdruckes  darauf, 
die  durch  die  digili  und  ariiculi  ausgedrückten  Zahlen  selbst  digiii  und  arti- 
culi  zu  nennen.  Die  Stelle  im  Commentar  Abbo's  ist  nun  gerade  dadurch 
bedeutend,  dass  sie  den  Uebergang  in  der  Ausdrucks  weise  noch 
erkennen  Iftsst. 

Es   folgt  daraus  von    selbst,    dass  die  Zeit  des  Abbo,   d.h.   das 

10.  Jahrhundert,  dem  ersten  Aufkommen  des  liechnens  mit  Columnen 
nicht  fern  sein  kann,  und  es  stimmt  ganz  zu  dem  oben  gefundenen  Re- 
sultat, dass  in  der  Stelle  bei  Abbo  die  Redeweise  gebraucht  ist:  Si  mulfi- 
plicaveris  decenum  per  decenum  da  bis  unicuigue  digilo  C  et  omni  articulo  mille. 
Dies  ist  die  Redeweise  in  den  bisher  nachweisbar  ältesten  Werken  über 
das  Rechnen  mit  Columnen,  und  es  wird  nun  auch  klar,  warum  es  da  bis 
heisst.  Für  sich  bedeutete  ja  der  Finger  nur  den  Einer,  die  Glieder  dos 
Daumens  und  des  Zeigefingers  nur  die  Zehner,  zum  Gebrauch  bei  der 
Rechnung  mit  Columnen  musste  ihnen  also  der  weitere  Werth  gegeben 
werden,  was,  wie  sich  oben  ergab,  wahrscheinlich  dadurch  geschah,  dass 
man  die  Zahlclnsse,  der  die  Zeichen  angehörten,  mit  den  römisciien  Zahl- 
zeichen darüber  schrieb. 

Der  Anfang  des  10.  Jahrhunderts,  höchstens  noch  das  Endo  des  0., 
muss  also  die  Zeit  gewesen  sein,  in  welcher  das  Rechnen  mit  Columnen 
aufkam;  denn  aus  der  Mitte  des  10.  Jahrhunderts  oder  bald  nach  derselben 
liegen  in  dem  Commentar  des  Abbo  und  dem  Brief  Gerbert's  an  seinen 
Freund  Constantin  die  unzweideutigsten  Belege  vor,  dass  frühere  An- 
schauungen mit  neu  auftretenden  zu  kämpfen  hatten.  Ich  verweise  wegen 
des  zweitgenannten  Beleges  auf  den  III.  Aufsatz,  IX.  Jahrg.,  S.  310,  an  welcher 
Stelle  ich  nachwies,  dass,  wie  die  Ausdrücke  digitus  und  ariiculuSy  so  auch 
der  Ausdruck  minutum  eine  veränderte  Bedeutung  erhielt.  Für  letz- 
teres erinnere  ich  noch  an  die  Stelle  bei  Bi\  singularis  vel,  ui  alii 
volunt,  minutum,  auf  die  ich  auch  in  dem  Schriftchen  über  Gerbert, 
S.  58,  aufmerksam  machte.  Sie  zeigt  nämlich,  wie  mir  scheint,  deutlich 
genug,  dass  der  Verfasser  des  Anhanges  in  der  Geometrie  des 
Boethius,  der  Zeit  nicht  fern  sein  kann ,  in  welcher  mt/tt/Zt/nt  die  neue 
Bedeutung  erhielt  und  zwar,  dass  er  nach  der  Einführung  der  Aenderung 
anzusetzen  ist,  also  wahrscheinlich  dem  Ende  des  10.  öderen  fangdes 

11.  Jahrhunderts  angehört. 

Aber  nicht  blos  für  den  Anfang  dfer  Rechnung  mit  Columnen  ergaben 
sich  Anhaltspunkte,  sondern  es  fanden  sich  auch  solche  Merkmale,  die  auf 
eine  Reihenfolge  der  vorliegenden  Werke  darüber  einen  Schluss  zulassen. 
Wenn  es  nämlich  richtig  ist: 
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1.  dass  die  Benennung  mensa  geometricalis  früher  ist  als  der  Gebrauch 
des  Wortes  abacus  im  Sinne  von  Rechentafel  mit  Colamnen 
(nicht  mit  Linien !), 

2.  dass  die  Columnen  früher  lineaej  spnter  arcus  hiessen, 

3.  dass  digiii  und  articuH  früher  als  Stellungen  der  Finger  der  Hand 
und  ihrer  Glieder  die  Einer  und  Zehner  ausdrückten,  später  als 
förmliche  Zahlbegriffe  in  die  Regeln  für  das  Rechnen  Aufnahme 
fanden  und  später  erst  als  diese  Zahlbegriffe  einfach  und  ausrei- 
chend definirt  wurden, 

4.  dass  es  einer  früheren  Zeit  angehört,  zu  sagen:  dahis  unicuique 
digito  singularem  et  omni  arliculo  decem  und  singularis  muliiplicaior 
deceni  digiios  in  decenis,  ariiculos  in  centenis  habebit^  einer  späteren : 
Singularis f  quemcunque  mulliplicaly  in  eodem  digiios  ponit  ei  in 
uUeriore  arliculum  und  Singularis  arcus,  quemcunque  {arcum) 
mulliplicaly  in  eodem  (arcu)  pone  digiium,  in  uUeriore  arliculum, 

wenn  also  diese  4  Sätze  richtig  sind,  wie  es  aus  dem  Vorstehenden  hervor- 
geht, dann  müssen  die  besprochenen  Werke  der  Zeit  nach  in  folgendet 
Weise  einander  gefolgt  sein: 

C|,  Bfy  Gfy  Oy 

5,. 

Was  untereinander  steht,  ist  deswegen  noch  nicht  als  gleichzeitig  an- 
zusehen ,  es  reichen  nur  die  bis  jetzt  aufgefundenen  Merkmale  noch  niclit 
hin,  zu  bestimmen,  welches  Werk  früher  oder  später  anzusetzen  ist.  Aus 
gleichem  Grunde  ist  A^  und  A^  hier  weggelassen. 

3.    Die  Hegeln  der  Moltiplication. 
Gl  giebt  nur  die  Bestimmung  der  Potenzen  von  10,  welche  als  Bezeich- 
nung des  vollständigen  Werthes  den  Ziffern  der  Producte  zuzutlieilen  sind, 
die  man  erhält,  wenn  multiplicirt  wird 

ein  Einer        mit  einem  Einer      u.s.w.  bis  Einer      mit  Hunderttansenden, 
„   Zehner        ,,        „       Zehner        „        „    Zehner     „  „ 

„    Hunderter  „       ,,      Hunderter  ,,        „  Hunderter,,  „ 

u.  8.  w.   bis 
ein  Hunterttausender  mit  einem  Hunderttausender. 

Die  Herstellung  des  Gesammtproductes  bei  Multiplication  mit  mehr- 
ziffrigen  Zahlen  scheint  als  bekannt  vorausgesetzt.  Wie  sie  geschah,  ist  in 
den  Regeln  über  die  Bestimmung  des  Quotienten  bei  Divisionen  angedeu- 
tet; denn  es  ist  dort  von  collecHo  und  coUigere  die  Rede,  Ausdrücke,  welche 
bei  dem  Rechnen  auf  Linien  in  eigentlichster  Bedeutung  gebraucht  sind,*) 


*)  So  hcisst  es  in  dem  algorithmus  lineulis,  der  auf  der  Erlanger  Universitätsbiblio- 
thek unter  Med.  HI,  522  zu  finden  ist:  Est  ergo  addilio  ditorum  vel plurium  numerorum  in 
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und  von  daher  allbekannt  sein  mussten.  Deswegen  hatte  auch  Gerhert 
nicht  nöthig,  vom  Addiren  und  Subtrahiren  besonders  zu  reden.  Diese 
Operationen  entsprachen  beim  Rechnen  mit  Columnen  völlig  denen  beim 
Rechnen  auf  Linien.  Dieser  Umstand  ist  wohl  zu  beachten;  denn,  da  es 
natürlich  ist,  bei  einem  neuen  Verfahren  zunächst  das  mitzutheilen,  was  neu 
ist,  und  dann  erst,  was  ungeändert  bleiben  konnte  oder  nur  geringer  Aen- 
derung  zur  nöthigen  Anpassung  bedurfte,  aufzunehmen,  so  liegt  darin  eine 
Andeutung,  dass  Gerber  t's  Werk  nicht  einer  Zeit  angehören  kann,  in  der 
das  Rechnen  mit  Columnen  schon  eine  altbekannte  Sache  war,  sondern  einer 
Zeit,  in  der  es  als  etwas  Neues  in  das  bis  dahin  geübte  Rechnen  auf  Linien 
eingriff. 

Nach  Bi  wird  die  forma  oder  formula  mit  den  lineaey  paginae,  paginulae 
unitale,  X^  C  etc.  inscriptae^  d.  h.  die  Zeichnung  der  Columnen  mit  ihren  Ue- 
berschriften  vorausgesetzt.  Dann  werden  ähnliche  Regeln,  wie  bei  G^  an- 
gegeben, nämlich  fUr 

einen  Einer    mit  einem  Zehner  bis  Einer  mit  Hunderttausenden,*) 
,,      Kenner   „       „  ,,  „        „       ,,  „  ) 

u.  8.  w.  bis  für 
einen  Hunderttausender  mit  einem  Hunderttausender. 
Die  Ausdrucksweise  ist  aber  keine  gleichmässige,  sondern  der  Verfas- 
ser wechselt  mit  habebit,  subtendei^  habere  dinoscelxiry  habere  deprehcndUur, 
siipponel, 

F,  giebt  dieselben  Regeln  wie  Gx^  aber  in  folgender'Un Ordnung  und 
mit  Schreibfehlern;  1,  10  u.  s.  w.  der  Kürze  wegen  für  die  Worte  Einer, 
Zehner  u.  s.  w.  gesetzt: 

l.JO,       10.10,         100       .100,  1000  .1000, 

10.100,       100       .1000, 

1.100,  1  .1000,  100000.100000,  10000.10000, 
10.1000,  10000  .100000,  1000  .10000, 
1000  .100000,  100  .10000, 
100  .100000,  10  .10000, 
10  .100000, 
1  .  100000. 

Darauf  wird  angedeutet,  dev  primtis  d.  h.  Einer  habe  26**)  specieSy  der 
secundus  d.  h.  Zehner  25,  der  tertius  d.  h.  Hunderter  23  u.  s.  w.  bis  der 
quarius  decimus  d.  h.  10^^  habe  1  species,  und  aufs  Neue  kommen  die  Angaben 


*)  Die  Angabe  für  einen  Einer  mit  einem  Zebntausender  fehlt  und  könnte  durch 
ein  Schreibversehen  ausgefallen  erscheinen,  da  sie  aber  2  Mal  fehlt  und  in  den  fol- 
genden 3  Regeln  nach  der  mit  den  Hunderttausenden  kommt,  auch  die  Regel  für 
Einer  mit  Einer  fehlt,  so  dürfte  eher  ein  Beweis  der  Ungeschick lichk  eit  des 
Verfassers  vorliegen. 

*♦)  Wenn  nicht  XXVI  verschrieben  ist  statt  XXVII;  es  kommt  aber  XXVI  2  Mal 
vor  und  m'üsste  also  2  Mal  verschrieben  sein. 
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für  1.1,  1 .10,  womit  eins  Fragment  abbricht.  Was  für  species  gemeint  sind, 
ist  unschwer  zu  erkennen.  Der  Verfasser  hat  eine  Colnmnentafel  mit  27 
Columnen  vor  Augen.  Will  man  nun  für  alle  dabei  möglichen  Fälle  beson- 
dere Regeln  geben,  so  erhält  man 


bis 


Da  Gerbert^s  Abacus  27  Columnen  enthielt,  so  stammt  das  Fragment 
wahrscheinlich  aus  seiner  Schule,  ja  man  könnte  denken,  dass  es  ein  Stück 
seiner  vermuthetcn  ersten  Arbeit  Über  das  Rechnen  mit  Columnen  ist,  wenn 
nicht  die  Unordnung  zeigte,  dass  es  das  Excerpt  oder  Notat  oder  die  Ue- 
bungsarbeit  eines  Anfängers  und  nicht  eines  Lehrers  ist. 

B^  giebt  von  dem  Abacus  30  Columnen  an,  27  für  die  ganzen  Zahlen,  3 
für  die  Minutien,  ferner  ist  das  Einmaleins  mit  römischen  Ziffern  und 
den  lateinischen  Zahladverbien  in  folgender  Form  vorangestellt: 


für  1       .1      bis  1     .  10'« 

27 

Species, 

„   1       .10      „    1     .1026 

20 

»1 

„    10     .10      „    10  .10^5 

25 

1» 

„    10'   .10'     „    102. 10'* 

23 

„       u.  s 

„    10»3  .  10«   „ 

1 

»» 

semel  I 

I 


bis   // 
//// 


bis  /// 
FI 


ier  III 
Villi 


u.  s.  w.  bis 


hi^V  Uli] 
X'VIII 


lerVIIII 
XXVII 


-J 

novies  Villi 
LXXXI 


Die  Regeln   selbst  verleugnen   die  Schule  G  erbert's  nicht;   die   als 
Beispiel  beschriebene  Multiplication  hatte  danach  folgendes  Aussehen : 


c 

^^■l 

1 

1 

2 

1 

2 

Als  figurae,  quibus  caractcres  penwtantur,  sind  die 
Gobarziffern  und  daneben  die  entsprechenden  griechi- 
schen Buchstaben  angegeben. 


C,  enthält  das  Tableau  von  15  arcus,  aber  nur  mit  den  Ueberschrifhin 
in  römischen  Zahlzeichen,  also  gleichsam  den  Kopf  der  Abacustafel.  In 
den  Columnen  selbst  werden  die  G  obarziffern  angewendet  und  diese 
/n/t  den  Namen  Igin,  Andras  ii.  s.  w.  ausgesprochen.     Der  Multiplicator 
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wird  als  fundamenium  muUiplicaiionis  oben  angeschrieben,  der  MuUipHcand 
nn  t  c n ,  das  Product,  guod  surgü  de  multipiicaiione  aligtta,  in  der  Mitte.  Da- 
nach hat  die  als  Beispiel  angegebene  Mnltiplication  von  4.6,  die  jetzigen 
Ziffern  statt  der  älteren  Gobarziffern  gesetzt,  folgendes  Aussehen : 


-r 

/ 

■ 

6 

2 

4 

4 

Für  diese  Mnltiplication  heisst  die  reguln  singularis:  Singularis  arcus 
quemcunque  muliiplicaty  ifi  eodem  pone  digitum,  in  ulteriore  arliculum.  Also  statt 
der  früheren  vielen  species  nxxr  e'm^  einzige  allgemeine  regula.  Das 
Kesultat  24  soll  nun  weiter  mit  6  multiplicirt  werden;  dazu  ist  ausdrücklich 
angegeben,  dass  man  24  an  die  Stelle  von  4  herabziehen  muss  {trahes 
eos  (24)  in  inferiorem  partetn  sui  arcus  arbante  ex  pul  so).  So  kann  nur  spre- 
chen, wer  mit  beweglichen  Marken  zu  operiren  geübt  wurde,  wie 
Gerbert  es  mit  seinen  Marken  aus  Hörn  auf  der  Tafel  aus  Leder  ge- 
than  hat. 

Ferner  wird  die  regula  deceni  angegeben:  Decenus  quemcunque  mul- 
tiplicai  arcum,  in  secundo  ab  eo  pone  digitum,  in  ulteriore  articulum.  Also  die- 
selbe Allgemeinheit,  wie  bei  der  regula  singularis,  Bemerkenswerth  ist, 
dass  darauf  das  Product  von  24  .  6  zuerst  in  folgender  Gestalt  angegeben 
wird : 


also  mit  2Zweiernin  der  2.  Columne,  was  doch  jede  Idee  von  Positions- 
werth  ausschliesst.  Dann  wird  gesagt,  dass  man  statt  der  2  Zweier  auch 
4  setzen  kann. 

Endlich  werden  die  weiteren  Regeln  bis  für  centies  mille  millenus  kurz 
mitgetheilt  ohne  weitere  Beispiele. 

Der  Fortschritt  von  den  umständlicheren  Regeln  Gerbert's  zu  den 
vereinfachten  Gerland^s  ist  ebenso  unverkennbar,  als  er  ein  natürlicher 
ist,  während  es  als  unnatürlich  und  unbegreiflich  erscheinen  muss, 
wenn  das  Verfahren  Gerbert^s  im  10.  Jahrhundert  um  nichts  anders  sein 
soll,  als  das  des  Boethius  gegen  Ende  des  5.  oder  im  Anfang  des  6.  Jahr- 
hunderts. 

Af  nennt  die  Gobarziffern  caracteres  novem  graecas  lileras pro  nu- 
meris  continenteSj  wie  es  scheint,, ein  Versuch,  diese  Ziffern  aus  den 
griechischen  Buchstaben  zu  erklären.  Oben  ist  die  ähnliche  An- 
gabe erwähnt  worden ,  nach  der  articulus  von  ariare  abzuleiten  ist.  .  Wer 
nicht  wusste,  oder  nicht  glaubte,  dass  digilus  und  articulus  vom  Fingerrech- 
nen stammen,   der  mochte  auch  nicht  wissen,  auÄ  \»e\^\i^x  ^^^^^  ^\^  ^<^- 

ZeiUchrifl  f.  Muihemaiik  tt.  Physik.  X,  4.  'V^ 
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barziffern  stammoD,  oder,  wenn  er  es  erfahren  hatte,  es  doch  nicht  glauben, 
sondern  an  seinen  eigenen  Phantasien  mehr  Gefallen  finden.  Dieser 
Mangel  an  geschichtlichem  Wissen  hindert  nicht,  den- Verfasser  als  einen 
Mann  von  klarem  Verstände  zu  denken ;  denn  es  finden  sich  bei  ihm  allge- 
meinere und  bündigere  Regeln  als  bei  den  Uebrigen.  Nachdem  er  von  der 
geoweiricalis  tabula  in  Bezug  auf  die  äussere  Form  angegeben ,  dass  man 
2  Li'imen  per  medios  arcus  y  also  wagerecht  durch  die  Columnen  zieht  und 
auf  der  oberen  Multiplicator  und  Divisor,  auf  der  unteren  Multiplicand  und 
Dividend  anschreibt,  giebt  er  für  die  Multiplication  nur  die  eine  Regel: 
Quolo  loco  multiplicator  quisque  dislabil  a  primo  arcu  abaci ,  toto  loco  digitum  se- 
ponet  ab  eo,  quem  mulliplicabil ,  et  arliculum  in  ulteriori.  Diese  Regel  ist  in 
demselben  Maasse  die  Vereinfachung  der  bei  Gerland,  wie  diese  die  Ver- 
einfachung der  bei  Gerbert,  und  man  kann  sagen,  dass  hiermit  die  mög- 
lichste Vereinfachung  erreicht  ist,  die  ohne  Anwendung  von  Stellenwerth 
zu  erreichen  war.  Das  angeführte  Beispiel  24  .  14  kann  nach  der  Besclirei- 
bung,  in  der. alle  Zahlen  mit  römischen  Ziffern  geschrieben  sind,  folgende 
Gestalt  gehabt  haben : 


4.4=  16  4.2=8 

1  .4=    4  1  .2  =  2 

Summe  336,  denn  1+8  +  4=13 
1  +  2=:  3. 
Die  fett  gedruckten  Ziffern  wur- 
den   wohl    im  Verlauf  der   Rechnung 
getilgt. 


X 

_L 

1 

4 

2 

,  4' 

T 

6 

8 

4 

a 

Bei  j4^  lauten  die  Regeln  der  Multiplication  ähnlich  wie  bei  C,,  aber 
ohne  das  Wort  arcus:  Singularis  quemcunque  midtipUcaL  in  eodem  digitos  ponil 
et  in  idteriori  arliculum.  Eben  solche  Regeln  sind  für  decenus  u.  s.  w.  bis 
centics  mille  millenus  gegeben,  sogleich  aber  bei  jeder  auch  die  entsprechende 
Regel  für  die  Division.  Für  die  Praxis  werden  hierauf  noch  folgende 
Bemerkungen  gemacht:  Nolandum,  quod  in  omni  multiplicalione  numerorum 
primo  quidem  constitucndi  sunt  digiti  in  singularibus  et  articidi  in  decenis ,  post- 
modum  vero  secundum  certam  regulam  certis  distribuendi  inlervallis.  Für  die 
Multiplication  mit  einem  Zehner  heisst  es:  primo  simpliciler  decenum  multi- 
plicalorem  quasi  singularem  denominabis  dicendo  semel,  non  decies  (bei  1), 
biSj  non  vicies  (bei  2  u.  s.  w.);  deinde  vero  secundum  praefatae  regulam  senten 
tiae  da  bis  digilis  X  et  articidis  C. 


Die  3  Beispiele   3  .  20,   2  .  50 ,    1 .  30  wurden  nach  der  Beschreibung  in 
/oJ^ondor  Wehe  gerechnet: 
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X 

/ 

2 

3 

6 

0 

T 

X 

^ — * 

T 

7 

J 

\ 

5 

3 

4 
% 

i 

l 

% 

muUiplicaior 
mulUplicandus 


Das  Product  wurde  zuerst  angeschrieben,  wie  es  lautete,  und  dann 
vorgerückt.  Bemerkt  wird  noch,  dass  2  .  30,  2  .  50,  3  .  40  dasselbe  Resul- 
tat giebt. 

Unzweifelhaft  ergiebt  sich  diese  Arbeit  als  eine  frühere  als  G^  und  A^\ 
denn  sie  lässt  den  Uebergang  erkennen,  wie  es  von  den  Regeln  G  e  r  b  e  r  t's 
zu  denen  Gerland's  gekommen  ist. 

Bei  0  lauten  die  Multiplicationsregeln :  Quidquid  muUiplicare  volueris, 
sine  summa  et  fundamento  facere  non  poteris,  —  Summa  vocalur^  quod  in 
summitaie  arcutwtj  fundamentum  auiem^  quidquid  inferius  disponitur.  Ei  quod 
ex  utroque  numero  procedit  muUiplicatOy  inier  duas  lineas  ponüur.  —  Hoc  auiem 
memoriter  iene,  quia  singularis  arcus,  quem  arcum  mulliplicaly  in  eodem  mul- 
tiplicationem  ponit,  decenus  in  secundo,  cenienus  in  iertio,  millenus  in  quärto^ 
decenus  millenus  in  quinto ;  sie  de  celeris. 

Für  die  Multiplication  mehrziffriger  Zahlen  heisst  die  Regel :  Quid- 
quid muUiplicare  habes,  quotquoi  in  summa  vel  in  fundamento  ponis,  a  Singular i 
incipiens  omnes  per  ordinem  muUiplicare  ne  neglexeris.  Facta  autem  multi- 
plicatione  si  ex  adunatione  characterum  articulus,  id  est  major  numerus  suc- 
creverit^  quotiens  numerus  denarius  X  contineiur,  hacregulatransscendit-  quotiens 
ex  coUectione  characterum  oritur  articulus,  in  eodem  non  xemanebit,  Perspecta- 
que  quantitate  characterum  Juxta  situm  arcuum^  qui  ex  superiori  vel  [et?] 
inferiori  numero ^  id  est  ex  summa  vel  [et?\  fundamento  oriatur,  facile  compre- 
henditur. 

Die  Regeln  für  die  Multiplication  mit  singularis  arcus,  decenus  u.  s.  w. 
könnten  einer  früheren  Zeit,  als  die  in  A^  anzugehören  scheinen,  wenn  nicht 
an  Stelle  von  digiti  und  articuli  der  Ausdruck  multiplicatio  gesetzt  wäre. 
-Dieser  Ausdruck  geht  aber,  möchte  ich  sagen,  über  das  Rechnen  mit  Co- 
lumnen  hinaus;  denn  er  setzt  den  Gedanken  voraus,  dass,  wenn  man  die 
Stelle  der  ersten  Ziffer  eines  Theilproductes  kennt,  die 
Stelle  der  anderen  mitgefunden  ist,  ein  Gedanke,  dem  nur  die  Kennt- 
niss  der  Null  noch  fehlt,  um  das  Anschreiben  der  Ziffern  mit  Stellenwerth 
zu  erfassen.  Dem  Stellenw  erth  der  arcus  ist  der  Verfai^ser  ohnehin 
ganz  nahe  gekommen,  indem  er  von  einer  quantitas  characterum  juxta  situm 
arcuum,  also  von  einem  Werthe  der  Ziffern  nach  der  Stelle  der  Bögen 
spricht.  Es  sind  diese  Ausdrücke  gleichsam  Vorboten  der  nahenden  Posi- 
tr^nsarithmetik ,  für  die  ich  wohl  im  12.  Jahrhundert,  nimmermehr  aber  im 
Anfang  des  10.  einen  Platz  weiss. 


260  Die  Entwickelung  des  Rechnens  mit  Columnen. 

'  Ein  deutliches  Anzeichen  des  späteren  Ursprunges  ist  femer  der  Aus- 
druck summa  für  den  oben  stehenden  und  fundamenlum  für  den  unten  ste- 
henden Factor.  Bei  Gerland  heisst  der  oben  stehende  Multiplicator 
fwtdamenium  muUiplicationis,  weil  er  der  Mnltiplication  gleichsam  zu  Grunde 
liegt.  Der  Name  ist  also  ein  natürliclier  und  sachgemässer.  Hier  ist  die 
Sache  bereits  ganz  Husserlich  gefasst,  und  die  unten  stehende  Zahl  futtda- 
menttim  genannt,  wie  der  Grund  eines  Baues,  die  oben  stehende  summOy 
gleichsam  der  Giebel.  Endlich  ist  die  ausdrückliche  Erwähnung  der  meh  r- 
ziffrigen  Factoren  und  der  Addition  {ndunatio^  collectio)  der  Theilpro- 
ducte  ein  verlässiges  Anzeichen  der  späteren  Zeit  desKechnens  mit  Colum- 
nen. Was  sich  damals,  als  dieses  Kechnen  dem  auf  Linien  noch  näher 
war,  von  selbst  verstand,  und  desshalb  unerwähnt  blieb,  musste  nachher 
besonders  angegeben  werden,  weil  die  Voraussetzung  des  anderen  Verfah- 
rens nicht  mehr  möglich  war.  Immer  noch  ist  aber  die  Addition  ein 
Anhängsel  der  Mnltiplication  und  erst  die Fositionsarithmetik  macht 
sie  zur  völlig  sclbstständigen  Operation ,  mit  der  die  späteren  Lehrbücher 
den  Anfang  machen. 

Bei  A^  werden  4  Arten  der  Mnltiplication  genannt,  die  einfache,  zusam- 
mengesetzte, continuirliche  und  unterbrochene,  aber  es  wird  ausdrücklich 
bemerkt,  dass  im  Wesen  die  Mnltiplication  ein  Ganzes  ist*)  und  es  wird 
daher  auch  nur  ein  Beispiel  gegeben.  Die  Multiplicatoren  werden  unten 
angeschrieben,  die  Multiplicanden  oben,  die  summa,  guae  inde  excrescil,  in 
der  Mitte.  In  das  Beispiel  sind  die  regulae  von  der  Mnltiplication  mit  siti- 
gidaris  arvus  und  mit  decenus  arcus  gerade  so  eingefügt,  wie  bei  G, ,  dann 
sind  die  für  cetilenus ,  milienus ,  decies  millenus  kurz  angegeben,  aber  zum 
Schluss  heisst  es:  et  nt  plane  el  breviier  dicaiur:  guoto  loco  quilibei  arcus  distal 
a  siiigulari,  loto  loco  removetur  digitus  ab  eo,  quem  mulliplicat,  et  semper  in  tdlc- 
riore  ponilur  articulus;  also  so  allgemein,  wie  bei  4^2«  Die  mehrziffrigen 
Multiplicanden  werden  in  so  weit  erwähnt,  als  die  Erklärung  der  Arten  der 
Mnltiplication  die  Anzahl  der  Multiplicanden  für  beliebig  erklärt.  Dazu 
kommt  weiter  die  Anleitung  zum  pur  gare  arcus,  d.  h.  pro  multis  caracte- 
ribus  unum  solum  pouere.  Die  Anweisung  dazu  ist  umständlicher  als  bei  0, 
so  dass  kein  Zweifel  sein  kann,  dass  diese  Arbeit  zwischen  A^  und  0  zu 
setzen  ist. 

Es  ist  also  die  Erwartung,  bei  dem  Rechnen  mit  Columnen  eine  naturge- 
mässe  Entwickelung  zu  finden,  die  ein  Früher  oder  Später  für  die  einzelnen 
Werke  aus  ihnen  selbst  bestimmen  lässt,  durch  die  nun  besprochenen  Regeln 
über  die  Mnltiplication  nicht  getäuscht  worden.  G^,F^,  5„  i?,  zeigen  die grösste 


*)  Scd  quid  nulln  maior  diffuidtas  est  in  composiia  quam  in  simpiici  aut  (in)  inter- 
missa  qvatn  in  contimw^  redeuntes  ud  ipsum  tot  um,  ad  muUipHcationein  scilicet,  diversi/atem 
regulavum  itiius,  a  singulnri  arvu  incipiaUcx  ostcndamus,  aUqnus  miiUiplicatores  (im  Beispiel 
d/'c  zwciziffrige  Zahl  *23)  sumwamque  muUiplicandam  (4Ü00)  poncntes. 
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Vereinze]iin<^  in  den  Kegßla,  gebraueben  Ausdrücke,  welche  eine  langeGewöh- 
nung  an  Coluinnen  nicbt  wahrscheinlich  machen ,  und  setzen  die  Addition 
in  der  M'^eise  des  Rechnens  auf  Linien  voraus.  J^  zeigt  den  Uebergang  zu 
den  vereinfachten  Regeln  bei  C„  welche  nicht  mehr  die  einzelnen  Fälle  für 
die  Mulriplicationen  mit  singularis,  decenus  angeben,  sondern  sie  in  eine 
einzige  regula  singularis,  deceni  zusammenfassen.  Jf  weist  die  nochmalige 
Vereinrachung  und  Zusammenfassung  aller  Regeln  in  eine  einzige  nach, 
worauf  Aq  und  0  auch  die  mehrziffrigen  Factoren  berühren  und  die  Addition 
als  Anhang  zur  Multiplication  angeben  und  zwar  0  bereits  so ,  dass  An- 
klänge an  die  Positionsarithmetik  sich  unterscheiden  lassen.  Es  ergiebt 
sich  darnach  bisher  folgende  Reihenfolge  der  besprochenen  Werke : 

^1»  ^t>  G^t» 

F^,      Bi,    Ai^  u4„     A^^,     0. 

4.   Die  Regeln  der  BiviBion. 

Was  hier  über  bei  G^  und  B^  sich  findet,  ist  im  II.  Aufsatz  (IX.  Jahrg.,  S.  145 
bis  171)  vollständig  angegeben.  Es  zeigte  sich  dort  bei  G^  eine  Unterschei- 
dung der  Division  nach  der  Beschaffenheit  des  Divisors  und  des  Dividen- 
den, ohne  dass  den  einzelnen  Arten  besondere  Namen  gegeben  sind.  Die 
einfachste  Art  des  wiederholtenSubtrahirensist  dem  Verfahren  auf 
Linien  gleich;  daran  reiht  sich  die  Divilsion  mit  der  Differenz  des 
Divisors  zu  10  und  Addition  der  sich  ergebenden  Einzelproducte;  endlich 
die  Division  durch  Bildung  der  nächst  grössten  Vielfachen  des  Di- 
visors und  Subtraction  der  Einzelproducte.  Als  besondere  Ausdrücke 
sind  hervorzuheben:  secundare  für  das  Versetzen  in  die  nächst  niedere 
Stelle  ,  denominalio  a  lolo  et  a  partibus  für  das  Multipliciren  mit  der  ganzen 
höchsten  Ziffer  des  Dividenden  oder  einem  Theile  derselben,  minulum  für 
die  mit  einem  Hunderter  verbundenen  Einer  des  Divisors.  Zu  erwähnen 
ist  endlich  die  Bildung  dos  Quotienten  unter  der  Form  der  Bestimmung, 
quol  divisores  sinl  in  quolibet  dividendo. 

Vom  Verfasser  von  5,  fand  sich,  dass  er  das  bei  Gerbert  wenn  auch 
kurz  doch  ausreichend  beschriebene  Verfahren  als  bekannt  voraussetzt,  da 
er  es  nur  andeutet  und  auch  dabei  ein  Mal  die  Hauptsache  weglässt.  Macht 
nun  schon  dies  nicht  den  Eindruck,  dass  man  die  Arbeit  eines  bedeutenden 
Mannes  wie  Boethius  vor  sich  hat,  so  wird  man  noch  mehr  darüber  zwei- 
felhaft, wenn  auf  die  Frage,  quid  sini  divisores,  die  Antwort  gegeben  wird : 
Divisores  auCem  majorum  semper  minores  constituuntur  numeri,  Uebersetzt  man 
auch  in  günstigster  Weise  für  den  Verfasser:  ,,E8  werden  immer  kleinere 
Zahlen  als  Divisoren  in  grössere  angesetzt  *\  so  ist  dieses  doch  in  solcher 
Allgemeinheit  unrichtig,  abgeseiien  davon,  dass  es  keine  Definition  von 
Divisor  ist.  Von  den  Ausdrücken  ist  zu  bemerken,  dass  es  statt  divisio  auch 
pariicipalio  heisst,  und  dass  der  Ausdruck  minulum  für  singularis  den  Zusatz 
velul  alii  volunl  bei  sich  hat.     Cantor  findet  (S.  274  undUQft'^  \xi  dcacimVuvcvWQ 
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die  Bedeutung  ,,Quotient**;  dass  es  in  der  dafür  citirten  Stelle  nichts 
anderes  als  den  Nennwerth  von  einem  Theile  des  Dividenden  bedeutet  und 
in  welchem  Sinne,  ist  im  IL  Aufsatz  (insbesondere  S.  167  und  152, 
146  und  163)  dargetban ;  hier  will  ich  noch  bemerken,  dass  der  ächte 
Boethius  ganz  anders  sich  ausdrückt;  de  arilh,  1,  10  heisst  es  von  der  Di- 
vision eme8  numerus  pariter  itnpar  durch  seine  Factoren:  Semper,  si  denomi- 
natio  (d.  h.  der  Divisor,  Nenner!)  fuerit  par,  quantitas  partis  (d.  h.  der 
Quotient!)  erii  impar,  et  si  fuerit  denominatio  impar,  quaniilas  erii par.*) 

Bei  Bf  finden  sich  die  Worte  Gerbert^s  zum  grössten  Theile  wieder, 
aber,  während  von  der  Division  durch  wiederholtes  Subtrahiren  nur  gespro- 
chen und  kein  Beispiel  gegeben  wird,  zeigt  das  Folgende  eine  einfachere 
Eintheilung  der  Division  mit  erläuternden  Beispielen  zu  jeder  Art  derselben. 
Es  werden  nämlich  4  Arten  unterschieden  (bei  Gerbert  6!),  die  sich,  wie' 
es  zum  Theil  die  im  Ms.  vorkommenden  Eubriken  auch  aussprechen,  be- 
zeichnen lassen       1)  als  dtvisio  Simplex     cum  differenliay 

2)  „       „  „  sine  „ 

3)  ,,       „      composiia  cum  „ 

4)  „       n  n  sine  „ 

Es  wird  am  zweckmässigsten  sein,  für  jede  Art  eines  der  beschriebenen 
Beispiele  zu  geben ,  damit  Jedem  die  Vergleichung  mit  dem  Verfahren 
Gerbert's  selbst  möglich  ist. 


~^^ 

C  X 

/ 

primus 

0 

Irames 

4 

secundus 

T 

6 

8 

terlius 

6 

6 

"8 

3 

4 
8 

1 

6 

4 

X 

4 

S 

2 

4 
8 

2 

8 

2 

quarlus 

— 

T 

6| 

8 

2; 

1 

2 

1 

1 

1 

l 

1 

1 

1.  Art. 


Divisor. 

Differenz. 

Dividend. 


6  .  4  =  24 
4-f8=r2 
6  .  4  =  24 
8  —  6  =  2. 


668:6. 

Im  3,  irames  steht  der  Divi- 
dend nochmals,  damit  er  unten  für 
die  denominatio  wegenommen  wer- 
den kann. 

2.4  =  8      6  +  4-1-8  =  18      1.4  =  4 

1.4  =  4      4  +  2  =  6 

2.4  =  8     8  +  4  +  8  =  20      2.4  =  8 


Dann  folgt:  copulare  denomi- 
nationes,  ul  earum  qunntilate  conclu- 
damus  divisorem  dividendos  dividere. 


Rest. 

Denominationen. 

6  +  2  +  2  +  1  = 

11 

6  +  2  +  1  +  1  + 

1   : 

11. 


*)  Bernelinus  noch  saj^t :    Dico  antem  denominationem  n  um  er  um  a  quolibet 

denominatum,  ut  bis  IUI.  VIII.     Denominntio  binarius^  divisor  quatemarius,  dioidendtts 

v^-o  oc/onariuA.    Also  2  ist  nicht  denominatio,  weil  4  in  8  2  mal,  sondern  weil  2  mal  4   ö. 


Von  Prof.  FiaEDLEiN. 
2.  Art    888  :  5. 
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1 
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"6 

1 

1 

7 

7 

Divisor, 
Dividend. 

Rest. 
DeDominatioDen. 


Der  Divisor  wird  vorgerückt 
und  dann  wieder  zurück. 

5  in   8   1  mal  bleibt  3 
5  „  30   6    „ 

««  11     3 


5  „    8 

5  „  30 

6  .,     8 


6  +  1=7         6+1  =  7. 


i 

V 

X 

/ 

3 

4 

4 

5 

6 

B 

1 

2 

1 

8 

T 

"8 

T 

2 

6 
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3 

5 

1 

6 

9 

1 

1 

3 

1 

3 

a 

1 

T 

"6 
S 

7 

3.  Art.     6121  :  344. 

Der  4.  Theil  ist  zu  nehmen, 
weil,  die  Differenzen  zum  Divisor 
addirt,  aus  3  4  wird. 
4  in  6  1  mal,  bleibt  2, 

1.0=6     1.5  =  5, 
4  in  20  5  mal, 

5.6  =  30    5.6  =  25, 
5  +  3  +  6+2  =  16  1+2+5+1=9, 
4  in  0  2  mal,  bleibt  I, 

2.6=12   2.5=10, 
2  +  1  =  3     1  +  6  =  7    1  +  1  =  2, 

2  +  5  =  7. 


4.  Art.     008046  :  9604. 

9  in  90  zwar  lOmal,  aber  we- 
gen der  übrigen  Divisoren  nur  9  mal. 
9.9  =  81 

90—81=9  9.6=54  90  — 54  =  3ö(!) 
9.4  =  36.  Dieses  lässt  sich  ent- 
weder von  600  oder  von  3000  ab- 
ziehen (von  der  Cofumne  der  Zeh- 
ner an  gerechnet!)  3000—36=2964(1) 
Darob  Addition  des  Vorhandenen 
ergiebt  sich  als  weiterer  Dividend 
43686 

9  in  40  4mal,  bleibt  4     4.6  =  24 
40—24=16  4.4=16  600  —  16=584. 
Die  Addition  des  Vorhandenen 
ergiebt  5270. 

Man  sieht,  die  äussere  Ordnung  hat  durch  das  Herstellen  der  iramiies 
zugenommen;  eine  natürliche  Folge  solchen  Bestrebens  schon  durch  die 
äussere  Form  das  Operiren  zu  unterstützen,  ist  das  sonst  überflüssig«^  Zi\^V^<^tw 
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doppelter  Bögen  über  die  Colamnen  und  das  wiederholte  Anschreiben 
des  Divisors  {transmutatio  divisoris)  für  das  jedesmalige  Dividiren  in  den 
Dividenden.  Dass  e8  noch  za  keiner  sichern  Klarheit  gekommen  ist, 
zeigen  die  Stellen  des  Werkes,  an  denen  Bernelinas  die  Sache  za 
erklären  sucht.  Ein  Beispiel  wird  genügen.  Bernelinas  wirft  die  Frage 
auf:  qua  vi  per  se  numerum  maiorem  ipse  divisor  Irahat  ad  denominaiionem  d.  h. 
was  den  Divisor  ermächtige,  den  grösseren  Dividenden  zur  Angabe  der 
Zahl,  mit  der  der  Divisor  zu  multipliciren  ist,  herbeizuziehen.  Die  Ant- 
wort lautet :  Quocunque  modo  fit  muHiplicaiio,  semper  habet  augmentum  quantir 
Uäis  ipsa  denominatio.  In  divisione  vero  redit  augmentum  quantitatis  ad  diminu- 
tionem  denominationis  secundum  superius  partim  (?)  dictam  divisoris  differentiae 
demonstrationem  d.  li.  die  Vergrösserung  bei  der  Multiplication  rührt  von  der 
denominalio  her ,  bei  der  Division  muss  sie  also  im  Einklang  mit  dem  Divi- 
sor wieder  zur  kleineren  denominatio  zurückkehren.  Klar  wird  man  eine 
solche  Antwort  nicht  nennen  können,  der  Verfasser  ist  auch  ehrlich  genug, 
an  einer  anderen  Stelle  über  die  denominatio  a  toto  et  a  partibus  das  paulo 
obscurius  dictum  einzugestehen. 

In  Verbindung  mit  der  Unklarheit  steht  die  Umständlichkeii,  die 
an  den  Verfasser  der  Anhänge  bei  Boethius  erinnert.  So  heisst  es:  Nunc 
autem  ad  eam^  quam  promisimus  (divisionem  simplicem sine  differentia)  ....  pro- 
pere  veniamus:  die  Bede  kommt  aber  darauf,  dass  diese  als  eine  domin a^ 
jene  cum  differetUia  als  eine  famula  erscheine;  dann  heisst  es:  Sed  ante- 
quam  ad  eam  veniamus^  quaedam  praemittenda  aeslimo,  und  in  der  That 
wird  nocii  mehr  über  2  andere  Punkte  gehandelt. 

Bei  alledem  ist  ein  Fortschritt  gegen  Gerbert's  Regeln  unverkenn- 
bar; so  wird,  was  mit  der  Verminderung  der  Arten  der  Division  von  6  auf  4 
zusammenhängt,  die  Theilung  eines  Hunderters  oder  Tausenders  nicht  mehr 
angewendet.  Forner  wird  feine  eigene  reguia  de  aequandis  numeris  gegeben, 
in  der  That  eine  Subtraction  durch  Addition  der  dekadischen  Er- 
gänzung. 

Die  Diflferenz  wird  beim  Einer 
von  10  bei  den  anderen,  auch  bei  je- 
der leeren  Stelle  {inier capedo)^  von  9 
genommen,  in  die  letzte  Columno 
wird  aber  di.e  um  1  verringerte  Diffe- 
renz zwischen  der  letzten  Zahl  des 
Divisors  und  der  des  Dividenden  ge- 
setzt. Durch  Addition  der  Differenz 
mit  dem  Dividenden  mit  Ausnahme 
der  letzten  Zahl  desselben  erhält  man 
den  gesuchten  Unterschied. 

Zwischen  dem  Schluss  des  III.  Buches  des  Bernelinus  und  dem 
Anfang  des  IV.  steht  eine  unklare  Bemerkung,  dass  die  Zahlen  diverso  modo 
dividirt  werden,  und  dann  die  Summation  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen 
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Divisor. 
Dividend. 

Unterschied 
Differenz. 
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bei  geradem  letzten  Glied  (2«)  nach  der  Formel  w,(2n+l),  medius  per  sequen- 

iem,  und  bei  ungeradem  letzten  Glied  (2«+l)  nach  der  Formel  (2w+l) . , 

« 

numerus  per  majorem  pariem.  Es  scheint  mir  aber  sehr  fraglich  ,  ob  diese 
Stellen  von  Bernelinus  herrühren.  Doch  vermag  ich  nicht,  hierüber 
Näheres  anzugeben. 

Von  G^  ist  leider  ein  grosser  Theil  der  Regeln  über  die  Division  in 
dem  von  mir  benützten  Ms.  nicht  vorhanden,  wovon  der  Schreiber  dessel- 
ben nicht  die  mindeste  Ahnung  zeigt.  Doch  reicht  das  Vorhandene  hin,  um 
die  Art  des  Ganzen  zu  erkennen.  Die  Eintheilung  ist  folgende:  Divisio 
alia  simplexy  alia  composiia.  Et  composiia  quidem  duas  continel  species 
conjunctam  scilicei  ac  inierrupiam.  Da,  wie  das  Folgende  zeigt,  die 
divisio  cum  differentiis  ganz  unerwähnt  bleibt,  so  sind  anscheinend  statt  der 
2  Arten  bei  Bernelinus  3  behandelt,  in  der  That  aber  sind  doch  nur  2  be- 
sprochen. Denn  es  heisst:  Sequiiur  de  conjuncta  ei  interrupia,  quarum  qui 
uiriusvis  diseiplinam  agnoveril^  älterius  per  illam  hahehit  scientiam,  Quare  data 
diffinitione  uUriusque  alter i  super sediehimus.  Zur  einfachen  Division 
wird  bemerkt,  dass,  wenn  der  Divisor  grösser  ist,  als  der  Dividend, 
ohne  Brüche  nicht  dividirt  werden  kann  —  der  Verfasser  von  Bx  dachte  an 
solches  .nicht!  Für  die  Bildung  des  Quotienten  lauten  die  Regeln:  Singu- 
laris  cuiuscunque  divisor  suhponet  sibi  denominationem.  Denominationem  accipe 
idf  quod  aufertur  arcubus  dividendis  (d.  h.  die  Anzahl  der  Divisoren,  die  hin- 
weggenommen werden).  Decenus  denominationem  secundabit  a  se  u.  s.  w.  bis 
nonus  (eorum^  qui  centenum  millenum  sequunlur)  quintadecimabiL 

Das  Verfahren  selbst  veranschaulichen  folgende  Tableaux,  die  zum 
Theil  auch  mit  den  Gobarziffern  in  den  Columnen,  im  Codex  stehen. 


Divisor. 
Dividend. 


3 
2 


c 

Ä 

3 

1 

1 

12 
3 

3  in  10  3  mal,  bleibt  1. 
igin  ponejuxta  andram, 
Denomination. 


Vorsetzung  des  Divisors  an  die  2. 
Stelle,  und  nicht  an  die  3,  weil  3>1. 

3 


Summe  von  i  und  2. 


3  in  3  1  mal,  bleibt  nichts.     1  +  3=i=4. 


Resultat:    XL. 

Ist  die  Erkenntniss  des  gleichen  Wesens  zweier  von  Andern  als 
verschieden  behandelten  Arten  ein  Fortschritt,  so  wird  man  in  dem 
Vorstehenden  einen  solchen  gegenüber  von  Gerbert  anerkennen  müssen. 

Bei  A^  scheint  die  Eintheilung  der  Division  eine  frühere  Zeit,  als  die 
von  Gfy  anzudeuten.   Es  heisst:  Divisio  alia  aurea,  alia  ferrea^  alia  initr- 
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tnissa.  Iniermissa  vero  alia  cum  äiffereniia  alia  sine  differentia  et  si 
guas  alias  hutnana  investigabit  indusiria.  Aber  gleich  das  Nächstfolgende  be- 
lehrt, dass  hier  keine  ernstgemeinte  Eintheilung,  sondern  nur  eine  flüchtige 
Erwähnung  einiger  bekannten  Arten  vorliegt.  Sofort  wird  nämlich  tob 
einer  divisio  aurea  simpiex  gehandelt  und  die  Begel  für  die  an  den  Band 
der  geometricalis  tabula  zu  schreibenden  denominationes  in  einfachster  Allge- 
meinheit gegeben :  Divisor  guotocunque  loco  a  primo  arcu  statutus  fuerit  in 
prima  sua  positione,  toto  loco  denominationem  ponet  ab  eo,  ubi  steterit  in  divisione. 
Weiter  heisst  es:  Compositae  vero  aureae  eadem  paene  reguta  est  Die  Ab- 
weichung wird  ebenso  klar  als  bündig  gegeben:  Primi  autem  divisoris  deno- 
minatione  utuntur  reliqui  dipisores.  Postquam  vero  primus  divisor  nil  amplius 
eapere  potuerit  in  subiecto  ,  descendet  cum  ceteris  divisoribus  in  inferiori  loco. 
Von  der  3.  Art  wird  angegeben :  Intermissa  vero  eodem  modo  fiL,  quo  et  com- 
posita.  Könne  man  anch  ein  anderes  Verfahren  einschlagen ,  so  sei  dieses 
doch  mühevoll  und  die  angegebene  Regel  reiche  aus.  In  ähnlicher  Weise 
wird  von  der  ferrea  simpiex,  composita  und  intermissa  kurs  und  bttndig  ge- 
handelt, so  dass  klar  ist,  dass  der  Verfasser  nur  2  Arten  der  Division  unter- 
scheidet, die  aurea  ohne  Differenzen  und  die  ferrea  mit  Differenzen.  Von 
letzterer  scheint  er  besonders  deswegen  zu  sprechen ,  weil  sie,  für  den  Un- 
kundigen cruda  und  gravis,  auch  dem  Kundigen  beschwerlich  ist.  Er  selbst 
ist  derselben  mächtig,  was  sich  auch  dadurch  kundgiebt,  dass  er  für  ganze 
Zahlen  allein  kein  Beispiel  giebt ,  sondern  diese  mit  den  Brüchen  verbin- 
det, was  für  die  damalige  Zeit  als  das  Schwierigere  angesehen  werden  muss. 
Wie  von  den  Multiplicationsregeln  dieser  Schrift  lässt  sich  auch  von  diesen 
Begeln  über  die  Division  behaupten,  dass  damit  das  Bechnen  mit  Columnen 
für  sich  seinen  Höhepunkt  erreicht  hat. 

Das  Fragment  F,  enthält  in  klaren,  kurzen  Andeutungen  über  die 
composita  divisio  sine  differeniiis ,  composita  cum  differentiis  und  Simplex  cum 
differentia  dasselbe,  was  bei  A^  sich  findet  und  scheint  ein  willkürlich  geord- 
neter Auszug  daraus  zu  sein.  Es  ist  ein  ähnliches  Verhältniss,  wie  zwischen 
^1  und  Cj. 

Bei  A^  finden  sich  über  die  Division  nur  verworrene  Regeln ,  wobei 
mitten  darin  von  der  Multiplication  mit  par  und  impar  die  Bede  ist.  Er- 
wähnt sind  compositae  divisiones,  divisio  cum  differentia  und  der  Verfasser 
kennt  bei  mehrgliedrigen  Divisoren  die  Ausfüllung  der  leeren  Columnen 
(inierrupliones)  mit  9.  Es  berechtigt  also  nichts  zu  der  Annahme,  dass  A^  der 
Zeit  nach  vor  A^  fallen  könnte. 

A^  macht  aus  dem,  was  Ger  her  t  angiebt,  zum  Theil  ganz  mit  den 
Worten  desselben,  4  Divisionen.  Prima  est  divisio,  quae  fit  per  simplicem  di- 
visorem  in  simplici  dividendo  in  una  eademque  linea  juge  sortiium.  —  Seainda 
est  divisio ,  quae  fit  per  simplicem  divisorem ,  sed  in  minori  semper  quam  dividen- 
dus  linea  sortitum.  Denominatio  a  toto.  Ein  solcher  Divisor  sibi  differenliam 
vendicat  unam  ad  X  supplementum.    Letzterer  Ausdruck  ist  zu  bemerken; 
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es  tritt  nämlich  hier  der  Begriff  der  Ergänzung  auf,  den  Cantor  bei 
Ger  bert  schon  finden  wollte.  Es  ist  aber  nur  eine  andere  Form  des  Ans- 
drnckes  und  bei^t  steht  die  einfache  Erklärung:  Diff er entia  est  numerus,  quo 
differi  di&isor  a  denario.  Mehr  in  diesem  Worte  Biffereniia  zn  sehen ,  war 
durch  nichts  gefordert.  —  Tertiae  divisionis  ratio  in  duobus  continuatim  compo- 
sitis  cadit,  Benominatio  a  partibus,  —  Quartae  divisionis  ratio  continue  in  plu- 
ribus  cadit  acompositis,  Denominationem  a  parlibus  considerabis  et  hoc  ad  minuta 
componenda,  —  Es  ist  also  allerdings  ein  Versuch  der  Vereinfachung  ge- 
macht, aber  es  fehlt  durchgehends  an  Klarheit  und  zwar  in  noch  yiel  höhe-  . 
rem  Grade  als  bei  ^„  so  dass  J^  vor  diesem  anzusetzen  ist,  was  auch  daraus 
folgt,  dass  bei  A^  noch  von  dissipaius  centenus, die  Rede  ist,  wovon  B^  bereits 
abgekommen  ist. 

Was  bei  E  angegeben  ist,  gehört  ganz  derselben  Schule  an,  wie  J^; 
den  Standpunkt  characterisirt  auch  die  Bemerkung,  dass  beständig  maior 
per  minorem  dividirt  werde ,  wie  sie  von  ^]  anzugeben  war.  Es  muss 
also  He ri gern s  mit  ^^^  in  dieselbe  Zeit  fallen  und  dabei  dem  B^  nahe 
sein.  Cantor  erwähnt  S.  332  bald  nach  Fulbert  von  Chartres,  dem 
Schüler  Gerbert*s,  dessen  Name  vielleicht  mit  der  Reinschrift  des  Manu- 
scriptes  C  (der  Geometrie  des  Boethius)  in  Verbindung  zu  setzen  sei,  auch 
Heriger  von  Lobbes  bei  Lfittich,  so  dass  sich  hier  eine  ähnliche  Nähe  von 
E  und  J9|  zeigt,  wie  ich  sie  eben  angegeben  habe. 

J^  schliesst  sich  in  mehreren  Punkten  an  B^  an.  Es  werden  unter- 
schieden : 

1.  Simplex     divisio  cum  differentia, 

2.  composita      „        „    differentOSj 

3.  Simplex         „      sine  differeAtut, 

4.  composita     „        „     differentOs. 

Es  werden  tramites  hergestellt  und  die  leeren  Colnmnen  heissen ,  wie 
bei  Bfy  intercapedmes.  In  beiden  Werken  wird  vom  Vorrücken  und  Zurück- 
rücken des  Divisors  gehandelt,  und  eine  Erklärung  bezüglich  der  denomi- 
natio  apartibus  gegeben,  während  aber  die  Angabe  bei  B^  nach  den  eigenen 
Worten  paulo  obscurius  dictum  ist,  wird  hier  einfacher  und  sachgemässer  ge- 
sagt: si  maximus  diinsor  unitatis  caractcre  insignitus  fuerit,  quum  ipso  Uli  men- 
tis  intuitu  alia  unitas  supervenity  secundam  dividendi  partem  ad  denominationem 
requirit,  si  binarius,  tertiam  etc.^  womit  man  folgende  Stelle  bei  A^  vergleiche : 
unilas  de  inferiori  diüisore  ad  superiorem  illum  medüs  interpositis  non  sensi- 
biliter  sed  intelligibiliter  transit.  Ist  schon  dadurch  eine  spätere  Zeit 
für  A^  angedeutet,  so  wird  diese  unzweifelhaft  erstens  durch  den  Wortlaut 
des  Schlusses  des  1.  Abschnittes:  Eis  rite  peractis^  quotquot  aggregatis  de- 
nominationibus  inveneriSj  tot  vicibus  (so  oft  mal!)  divisoris  quantilatem  divi- 
dendis  inesse  certo  certius  noveris :  zweitens  durch  die  Forderung  ,  bei  der 
Division  ohne  Differenz  zu  ermitteln,  quo  den s  divisor  in  dividendis  sit.  In 
beiden  zeigt  sich  der  Uebergang  zu  der  Frageform^  die  \a^\  O  xixA  A^ 
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sieb  findet  und  wie  ein  Anklang  an  die  Positionsarithmetik  erscheint.  Man 
denke  an  das  Dividiren  bei  dem  Rechnen  auf  Linien,  bei  dem  verfahren 
wird ,  als  handelte  es  sich  gar  nicht  darum,  zu  wissen,  wie  oft  mal  die  eine 
Zahl  in  der  anderen  enthalten  ist,  und  man  wird  nicht  umhin  können,  in  den 
Rege1nGerbert's(IX.Jahrg.,  8.162),  welche  die  Bildung  des  Quotienten  wie 
im  Anhang  behandeln,  in  denen  des  Bernclinus,  welche  bei  den  einzel- 
nen Fällen  die  Plätze  der  denominaiiones  angehen,  aber  noch  reden  vom 
copulare  denominationes ,  ul  earum  quantiUUe  concludamus  divisorem  dividendos 
dividere  und  endlich  in  den  oben  angeführten  Ausdrücken  drei  auf  einander 
folgende  Stufen  in  der  Entwickelung  der  Division  zu  sehen.  Der  Zusam- 
menhang mit  dem  Früheren  ist  bei  J^  überdies  noch  angedeutet  durch  den 
Ausdruck  divisorem  maximum  dividendo  comparabis,  welcher  Ausdruck  ebenso 
in  Gerbert^s  Regeln  (IX.  Jahrg.,  S.  158)  sich  findet. 

Bei  0  sind  die  Angaben  über  die  Division  höchst  dürftig.  Es  werden 
3  Arten  unterschieden,  simplex,  composita,  interrupta,  in  der  That  ist  aber, 
wie  bei  (?t,  nur  eine  angewendet,  nämlich  die  ohne  Differenzen.  Die 
Divisoren  werden  zum  Dividiren  vorgerückt  und  dann  wird  zu  beachten 
gefordert,  uhi  accipere  debeani  d.  h.  in  welche  Zahl  zu  dividiren  ist.  Die- 
ses geschieht  in  der  Frageform:  Quaternarius  4  quotiens  est  in  senario 
Q?  Setnel  ei  remaneni  duo.  Quod  adverbialiler  pronuntiasti^  denominationem 
esse  inteliigas  et  unitatem  accipias.  Die  Denomination  es  heissen  auch  partes  dt- 
visae,  ihre  Stelle  wird  allgemein  durch  die  Regel  bestimmt:  per  quot  arcus 
recedunt  {divisores)  a  singulari,  per  tot  denominationes  retro  ponunt.  Hätte  der 
Verfasser  sich  mehr  Mühe  geben  wollen,  dann  würden  mehr  Anhaltspunkte 
zur  Beurtheilung  seines  Werkes  vorhanden  sein;  seine  Ansicht  aber  ist: 
Qiiae  omnia  magis  unica*e  vocis  alloquio  quam  scripta  advertuntur.  Aber  es 
ist  schon  die  einzige  Frage  form  beim  Dividiren  hinreichend,  um  die  spä- 
tere Zeit  der  Abfassung  deutlich  zu  machen.  Sie  ist  es  ja,  die  bei  der  Posi- 
tionsarithmetik ,  weil  mehr  und  mehr  der  Quotient  bei  dem  Dividiren 
hervortritt ,  eine  vorzügliche  Rolle  spielt.  Dass  letztere  im  Anfang  des 
12.  Jahrhunderts  bereits  im  christlichen  Abendland  bekannt  war,  beweist 
der  Über  algorismi  des  Johannes  Hispalensis,  der  circa  1125  anzusetzen 
ist.  Dass  0  von  dieser  Zeit  um  fast  2  Jahrhunderte  entfernt  sein  sollte, 
finde  ich  unglaublich ;  es  stimmt  vielmehr  alles  dafür,  diese  Arbeit  in  das 
12.  Jahrhundert  oder  dessen  Nähe  zu  setzen. 

Bei  ^g  wird  die  Division  in  ähnlicher  Weise  behandelt,  wie  bei  ^4,,  aber 
die  Eintheilung  ist  eine  klarere;  denn  es  werden  zuerst  die  beiden  Haupt- 
arten divisio  sine  differentia  und  divisio  cum  differentia  angegeben,  dann  wird 
jede  in  simplex  und  composita  abgetheilt  und  letztere  wieder  in  continua  und 
intermissa.  Die  Stelle  der  denominationes  wird  in  ebenso  einfacher  Allge- 
meinheit angegeben ,  wie  bei  A^ :  Quoto  loco  arcus  quilibet  a  singulari  disces- 
serit,  toto  loco  retro  ponctur  denominatio  sui  divisoris,  quocunque  translatus  fuerit. 
Als  ein  Anzeichen  einer  späteren  Zeit  aber  ist  die  Frageform  anzusehen. 
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mit  der  die  Division  aasgefdhrt  wird.  Nachdem  nämlich  angegeben  ist,  wo- 
hin der  Divisor  zu  stellen  ist,  heisst  es  weiter:  Nunc  restat  guaerere,  quo- 
ciens  est  hinarius  in  X.  Possemus  dicere,  guinquies,  sed  quia  nihil  de  summa 
remanerei,  guod  inferiores  divisores  posseni  capere^  dicemus  guaier  et  remaneni 
11^.  Bemerkenswertb  ist  die  Art,  wie  8  von  2000  abgezogen  wird:  modo 
possemus  VIII auf erre  a  -TA' (vielmehr:  //]*)  milihus,  guilibel  cnim  guar- 
tus  arcus  superior  cuilihetguarioinfcriorimillenus  est,  et  posi- 
iis  residuis  bene procederemus  adfinem  divisionis .  sed  faciamus  compendiosius 
et  ponamus  singulos  novenarios  in  vacuis  campis  et  dempta  ttnitate  ab  illo  binario^ 
gui  superius  remansit^  superponamus  eam  novetmrio  inferiori  et  tunc  iilud  VIII, 
gui  de  binario  muUiplicato  per  denominationem  supra  sumplam  excrevil ,  a  dena 
rio  auferamus  et  remanebunt  II,  et  transferentnr  et  unitas  supra  po'sita  novena- 
Ho  abicietur.     Die  Form  daza  ist  folgende: 

Man  sollte  glauben,  dass  za  sagen:    „8  von  2000  bleibt 

•     2  1992>*  und  dieses  anzuschreiben  compendiosius  gewesen  wäre; 

X  und  in  der  Auffassung  des  Zehntausenders  als   eines  Tau- 

0    ^  Senders  gegenüber  dem  Zehner  liegt  eine  Aufmerksamkeit 

2        auf  die  Reihenfolge  der  campt,  die  vielleicht  der  Einwirkung 

der  aufkommenden  Positionsarithmetik   zuzuschreiben  ist. 

Dass  aber  dennoch  die  mehr  mechanische  Form  der  Subtraction  vorgezogen 

wurde,  statt  2  19  0    zu  schreiben  und  8  von  10  abzuziehen,  zeigt,  dass  Jq 

noch  vor  0  zu  setzen  ist.    Dies  könnte  man  auch  aus  dem  Vorkommen  der 

Worte  aUrea  und  ferrea  divisio  und  ähnlicher  Ausdrücke  schliessen,  wenn  0 

nicht  um  so  viel  weniger  sorgfältig  geschrieben  wäre  als  A^, 

In  der  Hauptsache  also  bringt  die  Vergleichung  der  Hegeln  der  Divi- 
sion kein  anderes  Ergebniss,  als  die  der  Regeln  der  Multiplication.  Wie- 
derum hat  sich  eine  natürliche  Entwickelung  des  Rechnens  mit  Columnen 
gezeigt,  ein  Fortschreiten  bis  zu  einem  Höhepunkte,  nach  welchem  die  Ein- 
wirkung eines  Neuen  nicht  ohne  Spuren  geblieben  ist.  Die  Aufeinanderfolge 
der  Werke  scheint  danach  folgende  zu  sein: 

^11  -^j  '^v  ^ti  ^it 

^,,  A^^  C„  ^„  /*„  ^g,  0, 

ff.^    Die  Regeln  ttber  das  Eeohnen  mit  den  Hinntien. 

G^  enthält  von  den  Minutien  nichts,  rührt  abe^  das  12.  und  13.  Kapitel 
der  Gerb  er  t  zugeschriebenen  Geometrie  wirklich  von  diesem  her,  dann 
kannte  und  übte  er  auch  das  Rechnen  mit  den  Minutien;  denn  es  heisst  dort: 
negue  enim  sagacem  geometrem  minutiandi  sollertiam  decet  ignorare  und  weiter 
mit  den  Minutienzcichen  des  Victorius  und  Beda:  6^  ...  regulartter,  guod 


*)  Der  binanm  steht  allerdings  in  der  Columne  der  ZehnJ^ausender,  aber  8 
in  der  der  Zehner;  deshalb  gilt  der  Zehntaasender  nur  als  Tausender,  wie  der  Zusatz 
CS  rechtfertigt.  ^ 
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abacislae  facillimum  est,  in  se  duco  et  40^  -^  tetragonum  nwenio.    Näheres  ist 
jedoch  nicht  angegeben. 

Bei  B^  ist  ein  ganzer  Abschnitt  de  minulüs  vorhanden.  Von  der  figura 
minutiarum,  die  der  Verfasser  von  dem  Architas  gelernt  hat,  ist  im 
III.  Aufsatz  (IX.  Jahrg.  S.  306 — 314)  nachgewiesen,  dass  ihr  Ursprung  höchst 
wahrscheinlich  in  das  Ende  des  0.  oder  den  Anfang  des  10.  Jahrhunderts 
zu  setzen  ist.  Hier  ist  nun  anzugeben,  was  der  Verfasser  selbst  daraus 
macht.  Ich  habe  dieses  bereits  in  meinem  Schrifteben  über  Gerbert 
S.  10  —  21  auseinandergesetzt.  Die  Zuthat  des  Verfassers  ist  das  wieder- 
holte Anschreiben  der  Buchstaben  angulariter  und  die  Beifügung  der  römi- 
schen Zahlzeichen,  wie  seine  eigenen  Worte  sagen,  zu  dem  Zweck:  ut  si 
quando  aliquis  vel  C  vel  I  dimmutionem  vel  X  vel  C  tnomentorum  vel  mimUorum 
velpunctorum  et  deinceps  proferrejuberelur,  sine  uttius  obslaculi  impediiione  ediceret. 
Ich  glaubte  früher  diminutionem  in  denominaiionem  umftn4ern  zu  müssen,  habe. 
aber  unterdessen  in  dem  Werke  des  Bernelinus  den  Ausdruck  diminutio 
für  „  Kleinheit,  kleine  Summe  "'  gefunden,  was  auch  hier  ganz  gut  passt,  so 
dass  eine  Aenderung  überflüssig  ist.  Was  mit  solchen  Vorkehrungen  ge- 
wonnen wird,  ist  nicht  abzusehen,  das  aber,  glaube  ich,  ist  klar  zu  sehen, 
dass  hier  ein  missglückter  Versuch  vorliegt,  die  Minutien  in  die  Rechnung 
auf  dem  Abacus  mit  Columnen  mit  hineinzuziehen.  Dazu  fehlt  es  aber 
dem  Verfasser  an  Vorgängern,  und  so  bringt  er  es  nur  zu  einem,  noch 
dazu  ungeschickten.  Anschreiben  und  vermag  diesem  nur  noch  die  Re- 
ductionszahlen  der  angegebenen  Minutien  beizufügen,  von  denen  ich  die 
für  puncius  und  minulum  in  gleicher  Weise  noch  nirgends  finden  konnte.  *) 
Sollten  sie  vom  Verfasser  zum  Theil  ersonnen  sein?     Die  Stellen,   die  ich 


*)  Im  cod.  lat.  monoc.  14836  finden  sieb  F.  77* — 78«  folgende  Angaben:  Nora 
habet  pitnctos  K,  minula  X,  partes  XK,  momenta  XL,  ostenta  LX.  Ebenso  ist 
putictus  u.  8.  w.  durch  die  folgenden  Minutien  ausgedrückt,  die  Brüche  mit  Worten. 
Quadrayinta  Septem  at/iomi  imtiam  constituunt ^  wttiae  Xll  faciunt  momenium^  momeiUa 
vero  X  conyerunt  punctum^  puncta  IUI  hör  am  bnplent,  qiiae  ex  X  m  inutis  conslat.  Ho- 
rat  XXI II l  (iiem  cum  nocle  proa-tani.  Ostentum  habet  athomos  CCCLXXf^I.  Eben- 
dort  steht  F.  139« —  143*,  was  in  der  Ausgabe  der  Gromaiid  teteres  von  Lachmanu 
Ps.  I,  S.  371,6-  376,  5  sich  findet.  Dort  heisst  es  S.  374,6  —  7.  9—  13:  JAbra  dicititr, 
qmcqnid  per  duodaiarii  numen  peifectionem  adimpletur.  —  Libra  esse  potest  aequbioctuilis 
dies  sine  sua  nocte,  qui  constat  XII  horis^  hora  constat  ex  V punctis ^  X  minutis,  XF 
partibus^  XL  momentiSy  LX  ostentis,  hora  autem  diei  secundum  sotis  ciirsiim  V 
ptmctüs  habet,  iuxta  l  un  am  IUI.  In  B^  aber  ist  gesagt :  Siliquam  igitur  vicesimam  quartatu 
partetn  solidi  vel  quadrantis  designare  proposuentnt.  Puncto  vero  XXVllI**^ 
(XLf^III*"^)  quadrantis  parlem  significari  sanxei'unt.  In  puncto  autem  duo  minuta'et  di- 
midium  et  in  minuto  IUI  momenta  esse  assvruerunt,  —  Die  puncta  y  minuta  ^  momenta ,  die 
im  1.  und  3.  Abschuilt  mit  hora,  partes^  ostenta,  im  2.  mit  hora,  untia^  athomi  in  Verbind- 
ung gebracht  sind,  also  allein  für  Z  o  itbe  s  ti  rnmungo  n  dienen,  sind  bei  B^  mit 
^///////a/is  verbunden  und  so  zur  allge  mein  onBruchbeze  ich  nung  beigezogen. 
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im  III.  Aufsatz  (S.  310—311)  aas  Alcain's  Briefen  mittheilte,  geben  dieser 
Vermuthung  eher  Nahrung,  als  dass  sie  dieselbe  entkräften. 

Bei  B^  ist  vor  allem  darauf  aufmerksam  zu  machen ,  dass  das  4.  Buch 
de  unciis  ei  minutiis  mit  einem  förmlichen  Vorwort  beginnt,  in  welchem  ein 
Freund,  ohne  weitere  Bezeichnung  desselben,  angeredet  wird :  carius  et  desi- 
derahilius  ignota  requiro  et nola  complecior,  guae  tecum  iractare  desidero.  Dazu 
folgt,  wie  bereits  oben  erwähnt  wurde,  dieses  4.  Buch  nicht  unmittelbar  auf 
das  3.4  sondern  Fremdartiges  ist  dazwischen  eingeschoben,  so  dass  also 
dieses  4.  Buch  jedenfalls  ursprünglich  ein  selbststfiudiges  Werk  gewesen 
ist,  das  später  dem  verwandten  Werk  über  das  Rechnen  auf  dem  Abacus 
beigesellt  wurde.  An  einen  anderen  Verfasser  als  Bernelinus  zu  den- 
ken, ist  zunächst  kein  Ornnd  gegeben.  Die  Art,  wie  die  Rechnung  mit  den 
Minutien  durchgeführt  wird,  stimmt  zu  dem,  was  im  Anfang  des  1.  Buches 
über  die  Einrichtung  der  Abacustafel  gesagt  ist  und  zu  den  Angaben  im 
2.  und  3.  Buche  im  Ganzen  so,  dass  ein  Zweifel  an  der  Aechtheit  dadurch 
nicht  erregt  wird.  ' 

Weiter  ist  zu  beachten,  dass  der  Verfasser  sagt,  dass  er  nach  dem  Werk 
des  Victorius  gearbeitet  hat,  und  so  findet  sich  denn  auch  zuerst  im  We- 
sen dasselbe,  wa^  Christ  in  den  Sitzungsberichten  der  Akademie  zu  Mün> 
eben  1863,  S.  132  — 134  angiebt,  nur  noch  mit  Beifügung  von  dragma,  obolus, 
ceralesy  calcus,  ferner  Ausführungen  dessen,  was  im  Commentar  des  Abbo 
(Christ,  S.  137  und  139)  als  bei  Victorius  stehend  angedeutet  wird;  wo- 
von im  III.  Aufsatz  bereits  gehandelt  wurde. 

Nach  diesen  Entlehnungen  aus  dem  Werk  des  Victor  ins- ist  im  Codex 
von  späterer  Hand  ein  5.  Buch  angedeutet,  aber  ganz  gegen  den  Text,  der 
nicht  die  mindeste  Andeutung  enthält,  dass  ein  neues  Buch  beginnt,  wäh- 
rend solches  bei  den  andern  Büchern  sich  findet.  Was  aber  folgt ,  ist  die 
Verwendung  der  Minutienzeichen  bei  dem  Rechnen  mit  Columneu;  rechts 
an  der  Columne  der  Einer  sind  dazu  noch  3  Columnen  für  die  unciaey  scri- 
puli,  ca/ci  hergestellt.  Das  Beispiel  für  die  Multiplication ,  12{^.2|,  ist 
nicht  bis  zu  Ende  durchgeführt,  von  der  Division  ist  aber  ein  Beispiel 
(300  :  204  sl«^))  obwohl  etwas  verwirrt  und  lückenhaft,  doch  so  angegeben, 
dass  sich  folgende  Darstellung  davon  geben  lässt. 

Zur  Erleichterung  des  Druckes  wende  ich  folgende  Zeichen  an: 
c  =  calcus  =  -9^\;f )  0  oc  Obolus  =  y^>  s  i=  scripuhts  =  ^j^f  e  =  emi- 
secla  =  -j  Jy,  dr  =  dragma  =  ^^,  sex  =  sexiula  =  ^'^ ,  si  =  stcilicus  =  y'^, 
d  =  duella  =  ^^,  se  ^=  semuncia  =  ^^,  u  =  uncia  =  i^f »  qa  ==  quadrans 
==  ^i  9  Q*  =  quincunx  =  ^^ ,  sem  =  semis  5=  J ,  cfe  =  deunx  =  |  J. 
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Die  Ent Wickelung  des  Rechnens  mit  Co  lumnen. 


t.  Art,  nach  der  Weise  der  divisio  Simplex  mit  Bildung  der  Differenz  auch 
von  der  letzten  Ziffer  des  Divisors;  denominatio  a  toto. 


Divisor. 
Differenz. 


1.  DivideudJ  3 


2. 

3.  1) 

4. 

5. 

«. 
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O.  ,1 
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natio. 
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se.si.  s. 

a* 

0 
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se.su  s. 

l 

2 

de. 

se.gex^s. 

a 

2 

1 

1.  Denominatio  3. 

3.rfr.=</.5. 
3.9    =27 


3.0.  =5.0. 
Z.d.  =M. 
3 .  gi.  =  1 . 5«. 
3.7    =21. 


Durch  Addition  erhält  man  den 
2.  Dividenden.  Daraus  ergiebt  sich  als 
2.  Denominatio  2.  Mit  dieser  wird  wie 
im  Vorstehenden  multiplicirt  und  dann 
werden  die  Ergebnisse  addirt.  Ebenso 
wird  gerechnet  bis  zum  8.  Dividenden, 
dann  heisst  es :  suhlaiis  differentits  con- 
fer  (diesen  Dividenden)  ipsis  divisori- 
bus,   4  mal. 

Rest  12  u.  d.  ti.  [ 

Summe  der  Denominationen  14. 


Art,   nach  der  Weise  der  divisio  composita  mit  Bildung  der  Differenz  nur 
bis  zur  vorletzten  Ziffer  des  Divisors ;  denominatio  a  partibus. 

Vom  Dividend  ist  der  3.  Theil  zu 
nehmen.  3 in  300  100mal,secundirt=l0. 
Damit  werden  die  Differenzen  multi- 
^^^  plicirt  und  die  Ergebnisse  addirt,  wo- 
I  durch  man  den  2.  Dividenden  erhält. 
1 3  in  90  30 mal,  secundirt  =  3.  Her- 
"  Stellung desS. Dividenden.  3 in 30  10 mal, 
secundirt  =  1.  Herstellung  des  4.  Di- 
videnden, d.h.  des  Restes,  weil  er  klei- 
ner ist  als  der  Divisor. 

Die  Durchführung  ein  und  desselben  Beispiels  als  divisio  simplex 
und  als  divisio  composita  zeigt  allerdings  eine  etwas  grössere  Klarheit,  als 
die  oben  besprochenen  Regeln  über  die  Division,  es  geht  aber  nicht 
über  das  Maass  hinaus,  in  dem  das  Werk  des  Bernelinus  sich  über 
die  Arbeit  Gerbert's  überhaupt  erhebt,  und  ist  überdies  mehr  Sache  der 
Praxis  als  der  Theorie,  in  welcher  Bernelinus  schwächer  gewesen  zu 
aejn  scheint. 


C 

X 

/| 

Divisor. 

2 

Differenz. 

a 

9 

1.  Dividend. 

1 

2. 

y 

4 

3. 

3 

3 

Rest. 

1 

2 

Denomi- 

l 

3 

natio. 

1 

l 

4 

sen\. 
qi 


s. 


se,  d.  dr. 


de^  ^  Si\  si*    s. 
qL  .se,sex,s. 


0. 


Von  Prof.  Fbiedlein.  273 

Es  liegt  aber  hier  ein  gelungener  Versuch  vor ,  mit  Minutlen  auf  dem 
Abacus  mit  Columnen  zu  rechnen ,  freilich  schwerfällig  und  umständlich 
genug.  e 

Af  handelt  allein  von  der  Division  mit  Minutien,  weil  ^yde  multiplicatione 
in  libris  plurimis  traclatur  habunde^^  Der  Gang  der  Behandlung  ist  ähnlich 
wie  bei  Bernelinus;  den  Anfang  bildet  eine  in  seltsame  Sprache  gelclei- 
dete  Auseinandersetzung  über  die  Einheit  (III.  Aufsatz,  S.  319);  dann  folgt 
die  Angabe  der  Producte  der  unfiae  in  se  ei  invicem  für  die  minus  capaces 
mit  den  2  dieselben  ersetzenden  Regeln  (Ilt.  Aufsatz,  S.  318  —  319);  nach 
einer  Rechtfertigung  des  Verfahrens,  nach  welchem  die  übrigen  minutiae 
früher  vorkommen,  als  von  ihnen  selbst  gehandelt  wird,  und  zwar  mit  Bcrü- 
fting  auf  den  Satz  des  Boethius:  nullam  rem  nisi  ab  hiSj  in  quibits  substan- 
iiam  habeat,  posse  demonstrari,  ferner  nach  der  ausdrücklichen  Angabe,  dass 
mit  Willen  die  minutiae  von  den  tinctae  unterschieden  werden,  folgt  die  An- 
gabe der  minutiae  von  semunciae  bis  calcus  ausgedrückt  als  Theile  der  uncia^ 
Dabei  wird  auf  die  prima  paginula  huius  libri  verwiesen,  wie  auch  noch  spä- 
ter an  einer  2.  Stelle,  wonach  vor  dieser  Abhandlung  eine  Tabelle  der  un- 
ciae  und  minutiae,  ausgedrückt  durch  scripuli,  sich  muss  befunden  haben.*) 
Hierauf  wer<ien  die  minutiae  in  se  et  invicem  wieder  für  die  minus  periti  ange- 
geben, für  die  periciores  aber  ebenso  die  zwei  sie  ersetzenden  Regeln. 

Man  sieht  also,  die  Herrschaft  des  Calculus  des  Victorius  ist  noch 
nicht  ganz  gebrochen,  aber  man  fängt  bereits  an,  solche  Tabellen  den  minus 
capaces  und  periti  zuzuweisen.  Für  die  Division,  die  bei  Victorius  nur  in 
Zerlegungen  besteht,  wird  der  Abacus  mit  Columnen  zu  Hilfe  genom- 
men. Ehe  daher  der  Verfasser  von  dieser  spricht,  schickt  er  die  Warnung 
voraus :  Jubeo  autem  et  volo ,  operis  quispiam  non  instet  labori ,  ni  peritia  divi- 
sionis  et  muUipticationis  in  abaco  succinctus  accesserit.  Es  ist  aber  die  Divi- 
sion mit  Differenzen,  die  er  anwendet,  weshalb  zuerst  die  Differenzen 
für  deunx  bis  calcus  angegeben  werden,  die  aber  in  der  Handschrift  wohl 
durch  Schuld  des  Schreibers  nicht  alle  vorhanden  sind.  Die  Ausrechnung 
geschieht  in  derselben  Weise,  wie  in  B^  bei  der  divisio  composita,  nur  reicht, 
80  scheint  es  wenigstens,  eine  einzige  Columne  für  die  unciae  und  minuciae 
aus.     Danach  scheint  Ji  später  als  B^  anzusetzen  zu  sein. 


*)  Dies  wird  bestätigt  durch  den  cod,  tat.  monac,  14836,  der  auf  F.  112«  — 118« 
das  Nämliche  enthält,  was  cor/.  /.  m.  14689  auf  F.  64«  — 67«.  Auf  F.  112«  stehtaber,  auf 
dem  Bande  zwar,  jedoch  von  gleicher  Hand  wie  das  Uebrige,  neben  der  Zeile 

Uncia  in  unciam  fit  dimidia  sextula  XXIIII 

Sesamcia  etc.  XXXyi 

Sextas  ete  XL  f" III 

und  ebenso  für  quadrans  LXXII,  triens  XCVI,  qtäncunx  CXX,  semis  CXLIIII,  septwix 
CLXVIII,  buseCXCII,  dodrasCCXf^ldextasCCXL,  deunx  CCLXIIII,  as  CCLXXXFIII, 
dann  unter  einem  rothen  Strich:  Sern,  XII,  Duef,  f^III^  Steil.  Vly  Sexü  HlC,  nvoyJ.Ul^ 
Dim.  $.  II,  Scrp.  I,  OhoL  M (media pars  T)  ,CeTaL  Q  {quariat),  Calciis  O  ^oclnwaT^. 
Z»itsebrm  f.  MälhemMtik  q.  /'hykik.  X,  4.  V^ 
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Bei  G^  finden  sich  im  4.  traclalus  nur  mehr  die  Angaben  der  Theile  des 
as  und  der  uncia^  dann  wird  sogleich  ein  Beispiel  der  divisio  conjuncta 
gegeben,  nach  welchem  sich  der  Leser  die  divisio  interrupta  hilden  solle. 
Es  wird  aber  dazu  für  die  Minutien  keine  besondere  Columne  hergestellt, 
sondern  die  Minutienzeichen  werden  wie  die  Gobarziffern  in  die  Columnen 
der  Einer  und  Zehner  eingetragen ;  ausdrücklich  heisst  es  von  einer  denomi- 
natio :  pone  {unciam)  iuxta  celeniim  in  singulari  arcu.  Das  Beispiel  ist ,  100 
marcae  unter  11  inslitores  zu  vertheilen^  Es  wird  dazu  zuerst  100  mit  11 
dividirt  und  die  Denominatio  9  angeschrieben,  dann  wird  das  übrige  eine 
Ganze  in  12  unciae  aufgelöst  und  dieses  12  so  in  die  Columnen  eingetragen, 
dass  das  Zeichen  für  1  Unze  bei  den  Zehnern,  das  für  2  bei  den  Einern 
steht;  so  kann  also  wieder  wie  bei  ganzen  Zahlen  dividirt  werden; 
die  übrig  bleibende  uncia  wird  ebenso  in  12  emisseclae  aufgelöst,  die  eine 
emissecla  in  12  siliquae.  Launig  heisst  es  dann  am  Schluss:  siliqua  vero,  quae 
remanel,  indivisibilis  est  inier  XI ^  detur  igiiur  pro  anima  parentum,  aut 
si  vis  probare,  ulrum  bene  diviseris,  relinquaiur,  ubi  jacet. 

Hier  bedarf  es  wohl  kaum  noch  der  Hinweisung,  wie  die  Benützung 
der  Minutienzeichen  eine  rein  äusserliche  Sache  geworden  ist,  in  der 
Tbat  aber  mit  ganzen  Zahlen  gerechnet  wird.  Die  Hauptlast  der  Minutien 
ist  damit  abgeschüttelt,  wenn  auch  ihre  Zeichen  noch  beibehalten  wurden. 

Af  giebt  zuerst  die  Minutien  von  as  bis  calcus  an  mit  der  Reducirung 
auf  scriptdi:  dann  wird  die  Aufgabe,  wie  viele  oboli,  cerates,  calci  auf  ein  as 
gehen,  durcliMultiplication  der  betreffenden  Reductiouszahlen  gelöst,  ebenso 
die  Aufgabe,  der  wievielste  Theil  eine  Minutie  vom  as  ist,  durch  Division 
und  zwar  eine  förmliche  Division  auf  deui  Abacus.  Daran  reiht  sich  die 
Lösung  der  Aufgabe,  denselben  Theil  einer  Minutie  zu  linden,  der  sie  selbst 
von  as  ist,  also  Lösung  der  Aufgabe: 

as  :  minutia  =  mintUia  :  x. 

Daraufstellt  dann  der'Verfasser  die  Producte  der  tnicia  in  se  zusam- 
men und  lehrt  noch  die  Auffindung  beliebiger  Theile  der  unciae.  Er  lei- 
stet also,  dasselbe,  was  B  er  nelinus  und  Victorius  angeben,  aber  so, 
dass  man  einen  Weg  sieht,  die  Resultate  durch  einfache  Rechnung  zu  fin- 
den, und  also  dem  Gedachtniss  nicht  mehr  die  Last,  sie  festzuhalten,  auf- 
bürden muss.  Von  den  Beispielen,  die  am  Schluss  gegeben  werden,  will 
ich  das  letzte  mittheilen ,  weil  es  am  deutlichsten  zeigt ,  wie  man  auch 
der    Zeichen    d  e r  IVI  i n u t i e n    los    zu     werden    w  u s s t e. 


Von  Prof.  Friedlein. 


275 


Divisor. 
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Da  die  letzte  ZifiPer  des  Divisors  1  ist,  so 
ist  mit  2  zu  dividiron. 

2inl4  7mal.     7.8=56,  4+6  =  10,   1  +  5=6 
2  „     6  3     „       3.8=24 
2  „     2  1      „       1.8=  8,   8+4=12 
2  „   12  6      „       6.8=48 

2„     42     „       2.8=16,6  +  8  =  14,1  +  1=2 
2  „     2  1      „       1.8=  8,  8  +  4=12 
2  „  12  6     „       6.8=48 

2  „     4  2     „       2.8=16,  6+8=14,  1  +  1  =  2 
2  „     2  1      „       1.8=  8,  8+4  =  12 
2   „   12  6      „       6.8  =  48 

2  „     4  2      „       2.8=16,  6  +  8=14,    1  +  1=2 
2   „     2  1      „       1.8=  8,  8  +  4  =  12. 

Da  2  in  1  nicht  mehr  geht,  so  wird  zu 
den  Brüchen  übergegangen,  obwohl 
12  in  12  1  mal  enthalten  ist.  Denn  es  heisst 
unten:  Hanc  autem  absque  minuiiis  consu- 
massem,  $i  voluissem; .  .  .  ,  sed  nolui,  ut,  quo- 
modo  huius  divisionis  minutiae  dividi  debeani, 
assignarem. 


Mit  Differenzen  wird  daher  weiter  gerechnet : 


12  ass. 

=  24  semiss. 

Quotient 

1  semiss. 

Rest  12  semiss. 

12  semiss. 

=  24  quadr. 

}} 

1  quadr. 

»1 

12  quadr. 

12  qu. 

=  36  ufic. 

11 

2  unc. 

»1 

12  unc. 

12  unc. 

=  24  semunc. 

11 

1  sem. 

1» 

12  sem. 

12  semunc 

.  =  24  sicil. 

>> 

1  sie. 

»; 

12  5IC. 

12  sie. 

=  24  dr. 

91 

1  dr. 

1» 

12  dr. 

12  dr. 

=  36  scrip. 

)) 

2  scrip. 
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12  Äcri/?. 

12  scrip. 

=  24  obol. 

}* 

1  obol. 

»1 

12  0^0/. 

12  oboL 

=  24  cerat. 

1» 

1  ceral. 

11 

12  cerat. 

12  cerat. 

=  24  calc. 

11 

1  calc. 

11 

12  Cö/C. 

12  in  12  1  mal,  also  Quotient  nochmals  1  calcus. 

Nachdem  nun  gezeigt  ist,  wie  von  Bf  die  Minutien  zur  Rechnung  mit 
Columnen  beigezogen  wurden,  in  A^  eine  Vereinfachung  des  Verfahrens 
eintrat,  in  G,  nur  mehr  die  Zeichen  figuriren,  in  Af  auch  diese  verschwin- 
den, so  fehlt  nur  noch  ein  Beleg,  dass  man  die  Sache  überhaupt  f^Jien  Hess 
und  auch  die  Namen  nicht  mehr  anwendete. 

•Diesen  giebt  endlich  0  mit  den  Worten:  Quia  haec  vocabula  minutia- 
rum  moderni  non  frequentantj  paullatim  notitia  eoruih  fere  periit. 
Was  der  Verfasser  selbst  noch  von  den  Minutien  und  der  Rechnung  mit 
ihnen  angiebt,  liefert  dazu  den  vollständigsten  Beweis.  Sein  Wissen  ist 
ein  bunt  zusammengerafftes.  Schon  der  Anfang  zeugt  davon:  Omnis  unitas 
I  integrum  apud  antiquos  as  vel  libra  vocaiur.  Denkt  man ,  dass  I s i d o r u s 
die  Quelle  für  den  Verfasser  ist,  wie  das  Folgende  es  vermuthen  lässig «i<^ 
begreift  man,   warum  von  antiqui  gesprochen  "wivd",  ^%\Ä\X^  ^^x N ^^^^^^^'^ 
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Die  Entwickelang  des  Rechnens  mit  Coluinnen. 
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aber  jüngere  Schriften  finden  können,  in  denen  die  Einheit  as  heisst,  die  aber 
freilich  noch  nichts  von  l  integrum,  inlegritales,  integrae  partes  (!)  wissen,  Aus- 
drücke, die  erst  dann  auftreten,  als  die  minuliae  den  fractiones  weichen  müs- 
sen. Die  Namen  der  Minntien  leitet  derselbe  theils  a  graecis,  theils  ab  e/*- 
fectu  her.  Wie  stark  sein  Wissen  hierin  ist,  zeigen  die  Worte:  dexlans^  do^ 
drans  et  bisse  graecam  etymologiam  habere  videntur.  Bei  Sescuntia  schwankt 
er  zwischen  graeca  und  lalitixi  compositio.  Von  sicilicus  weiss  er,  dass  er  apud 
Graecos  et  Ebraeus  siclus  vel  Sichel  heisst  (nach  Isidor).  Man  sieht,  das 
notitia  eorum  fere  periil  passt  auf  das ,  was  der  Verfasser  sagt.  Er  kommt 
hierauf  ad  positionem  earum  in  abaco.  Statt  Regeln  wird  ein  Beispiel  gege- 
ben, 1001  :  1000.  Nachdem  als  Quotient  1  und  als  Best  1  gefunden  ist,  wird 
in  folgender  Weise  ein  neuer  Tausender  als  Dividend  hergestellt:  1  a*  ==  12 

unciae,  I  zu  den  Zehnern,  sexians  ({;)  zu  dea 
Einern;  1  uncia  =  24  scripuli,  2  zu  den 
Hundertern,  4  zu  den  Zehnern ;  1  scripulu^ 
=  6  siliquae,  2  . 6  =:  12,  1  zu  den  Tausen- 
1    2  siliquae,      dem,  2  zu  den  Hundertern. 

Quotient.  1    siliqua.  Wieder  dividirt,  1  in  1  1  mal.    Hierauf 

wird  angefangen,  den  übrigen  sextans  weiter 
zu  benützen.  1  sextans  =  48  scripuli,  8  scri- 
puli =  64  calci,  Obolus  (o)  und  ceraies  (t) 
statt  0  zu  den  Zehnem,  obolus  (o)  statt  4  zu  den  Einern;  ei  facta  est 
divisio! 

Freilich  sagt  nun  der  Verfasser  selbst,  dass  die  suspicio  entstehen  könnte, 
mit  den  übrigen  Resten  möchte  sich  doch  noch  ein  Tausender  bilden  lassen; 
er  weist  daher  noch  nach,  dass  dieses  nicht  der  Fall  ist,  aber  nur  causa  ex- 
ercendi  ingenium,  Dass  etwas  übrig  bliebe ,  ergehe  eben  nach  dem  Sprich- 
wort: nihil  est  omni  parte  beatum.  Den  Schluss  bildet  die  Tabelle:  As  habet 
duos  scmisscs  bis  MMCCCIV  calculos  und  das  Umgekehrte  Scmisse  secunda  pars 
assis  bis  calculus  est  bis  millesima  trecenlcsima  \(iuurta\  pars  assis. 

Eine  solche  Arbeit  mag  für  ein  Werk  des  10.  Jahrhunderts  halten ,  wer 
es  vermag;  ich  kann  mir  nur  eine  Abfassuugszeit  denken,  in  der  das  Rech- 
nen mit  Minutien  aufgehört  hatte,  praktisch  geübt  zu  werden,  weil  es  durch 
die  veränderte  Methode  überflüssig  geworden  war,  und  nur,  wer  frühere 
Werke  las,  noch  Anlass  hatte,  sich  mit  demselben  zu  beschäftigen.  Deshalb 
denke  ich  mir  die  Aufeinanderfolge  der  besprochenen  Werke  in  folgender 
Weise:  B^,  B^,  A^,  G„  A^,  0, 

Jede  der  5  Richtungen  also,  nach  denen  ich  die  mir  zu  Gebote  stehen- 
den Werke  über  das  Rechnen  mit  Columuen  prüfte,   hat,   ohne  dass  es  ein 
besonderes  Suchen  oder  kühner  Deutungen  bedurfte,    eine  natürliche  sach- 
nässe  Entwickelung  desselben   erkennen   lassen.     Auf  Grund   derselben 
U  tich  die  Zeit  der  Abfassung  der  einzelnen  Werke  relativ  bestimmen, 
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eine  Relation,  die  dnrch  Zasammen fassen  der  einzelnen  Ergebnisse  der  5  Un- 
tersuchungen, in  folgender  Weise  darstellbar  ist : 

-F,,    Bx  ^1,  ^j,  Cf»        ^tt    ^«r  -^6»    ^« 

C,,  J7,  y^^,  i?,,  ^5  sind  deshalb  in  eine  Reihe  gestellt,  weil  sie  eine  Ab- 
hängigkeit von  einander  deutlich  erkennen  lassen ;  bei  der  2.  Reihe  findet 
ein  gleiches  Verhältniss  nicht  statt,  aber  die  vorkommenden  Aehnlichkeiten 
reichen  nicht  ans,  weitere  Sonderungen  vorzunehmen. 

Ist  nun  die  naturgomässe  Entwickelung  des  Rechnens  mit  Columnen 
nicht  ein  blosses  Phantom,  sondern  habe  ich  den  wirklichen  Sachverhalt  da- 
durch erkannt,  dann  ist  für  die  Anhänge  in  der  dem  Boethius  zugeschrie- 
benen Geometrie  und  für  die  dem  Odo  von  Clüny  beigelegten  regulac  super 
abncum  die  Zeit  ihrer  Abfassung  relativ  wenigstens  bestimmt,  Erstere  sind 
nach  Oerbert's  Werk  anzusetzen  und  also  dem  Boethius  abzusprechen, 
letztere  gehören  mindestens  in  das  1*2.  Jahrhundert  und  haben  den  Abt  von 
Clüny  nicht  zum  Verfasser. 


Die  vorstehende  Untersuchung  stellt  Gerbert's  Schrift  de  mim,  div,  als 
das  älteste  uns  erhaltene  Document  über  das  Rechnen  mit  Columnen 
dar,  aber  nicht  mehr  in  derselben  Weise,  wie  in  dem  Schriftchen  über  Ger- 
bert, S.  52  —  58,  kann  ich  Gerbert  als  den  Urheber  der  Mnltiplication 
und  Division  mit  Columnen  für  die  abendländischen  "Christen  bezeichnen. 
Die  Möglichkeit  nämlich,  die  ich  dort  in  der  25.  Anmerkung  andeutete,  hat 
eine  Wahrscheinlichkeit,  die  der  Gewissheit  nahe  kommt,  dadurch  erhalten, 
dass  Gerbert  in  seinen  Briefen  eine  Schrift  de  num.  div,  von  einem  Joseph 
erwähnt,  worauf  ich  durch  Gerhardt's,  erst  später  mir  bekannt  geworde- 
nes Programm,  Salzwedel  1853,  S.  23,  aufmerksam  gemacht  wurde. 

In  den  Epistolae  Gerb  er ti  in  Hist,  f ratio.  Script,  op.  ac  sind.  Andreac  du 
Chesne,  Lul,  Par,  1C36  heisst  es  S.  792  im  17.  Brief  an  den  Abt  Geraldus: 
De  muUiplicatione  ei  divisione  numerorum  libeUum  a  Joseph  His- 
pano  ediium  Abbas  Guarnerius  penes  vos  reliquit,  eins  exemplar  in  commune  ro- 
gamus  und  S.  794  im  25.  Brief  an  den  Bischof  Bonifilius:  De  muUipli- 
caiione  el  divisione  numerorum  Joseph  sapiens  senlentias  quasdam 
edidii,  cas  pater  meus  Adalbero  Remorum  Archicpiscopus  vestro  studio  habere  cu- 
pit.  Hiermit  ist  offenbar  eine  lateinisch  geschriebene  Anweisung  über 
das  Multipliciren  und  Dividiren  bezeichnet,  die  an  den  Stätten  Frankreichs 
gelesen  wurde,  an  denen  man  Sinn  für  Wissenschaft  hatte.  Würde  ein 
glücklicher  Fund  diese  Schrift  wieder  ans  Licht  ziehen ,  so  würde  wohl  über 
das  Verhältniss  von  Gerbert's  Schrift  zu  den  Anhängen  an  der  Geometrie 
des  Boethius  vollständige  Klarheit  gewonnen  werden.  So  viel  ist  aber 
nun  gewiss,  dass  man  nach  dem  Nachweis  einer  solchen  Sc\ii:v(!t  nqx.  Qi^\>- 
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bert's  Schrift,  keinen  Anlass  mehr  hat,  bei  Gerbert  zwei  Schriften  über 
den  Abacus  anzunehmen;  es  ist  dann  möglich,  dass  er  die  Tafel  aus  Leder 
mit  den  apicPi>  aus  Hom  blos  zur  praktischen  Einübung  der  in  dieser  Schrift 
enthaltenen  Sätze  {senleiUiae)  einführte.  Damit  bin  ich  aber  weit  von  der 
Ansicht  entfernt,  die  Cantor,  S.  325,  ausspricht:  „Ich  meine,  Gerbert 
lehrte  durchaus  Nichts,  was  nicht  lange  vor  ihm  schon  gelehrt  worden  wäre, 
aber  er  lehrte  es,  wie  es  noch  nie  gelehrt  worden  war".  Von  „lange  vor 
ihm"  kann  keine  Rede  sein.  Die  oben  angeführten  Stellen  zeigen,  dass  das 
Buch  des  Joseph  damals  ein  gesuchtes  Buch  war,  sein  Inhalt  also  nicht 
ein  längstbekannter  sein  konnte.  Freilich  ist  das  „wie"  einer  der  Gründe, 
warum  Gerb  er  t  als  ein  solcher  Heros  der  Wissenschaft  den  späteren  Zeiten 
erschien,  aber  das  „was"  ist  doch  die  Hauptsache  dabei.  Nicht  in  so  zwei- 
deutiger Weise  war  Gerbert  ein  Gelehrter,  wie  Cantor,  S.  328  —  329,  die 
Sache  darstellt:  „Zweitens  . . .  darf  man  nicht  vergessen,  dass  nach  meiner 
Darstellung  Gerbert  nicht .  etwa  als  Knabe  zu  Hatte  von  Vieh  gelangte, 
sondern  als  junger  Mann,  der  die  Wissenschaft  bereits  besass,  die  er  zn 
Haus  sich  erwerben  konnte.  Damals  kannte  er  also  die  Rechenmethode  des 
Abacus  und  er  zeigte  sich,  möchte  ich  sagen,  erst  recht  als  Gelehrter  dadurch, 
dass  er  nicht  einsah,  welch  enormer  Unterschied  stattfindet  zwischen  dem 
bei  Benützung  der  gezeichneten  Rechentafel  doch  immer  noch  dem  Sinne 
nach  instrumentnlen  Rechnen  einerseits  und  dem  Zifferrechnen  mit  Hilfe 
der  Null  andererseits,  dass  er  deshalb  nichts  neues  in  den  arabischen  Metho- 
den erkannte  und  in  der  alten  Gewohnheit  befangen  blieb."  Sein  geistiger 
Blick  fand  vielmehr  in  den  Sätzen  des  Büchleins  des  Joseph,  ungeach- 
tet er  von  der  Null  nichts  wusste,  die  Vorzüge  der  Anwendung  von 
Ziffern  statt  einzelner  Rechensteine,  und  er  wusste  durch  die  Erfindung 
von  Ziffermarken  und  der  in  27  Theile  abgetheilten  Tafel  aus  Leder 
die  in  Worten  schwer  darstellbaren,  in  Josoph's  Büchlein  gewiss  nicht  kla- 
rer als  in  Gerbert's  Schrift  selbst  gegebenen  Regeln  praktisch  leicht  er- 
kennbar zu  machen.  Auf  Grund  dieser  Leistung,  die  nicht  durch 
einen  Wilhelm  von  Malmesbury  überliefert  ist,  dessen  GlAubwürdigkeit 
in  Abrede  gestellt  werden  kann,  dessen  Worte  vom  Abacus  und  den  Regeln 
über  denselben  aber  mehr  Wahrheit  enthalten,  als  ihnen  geglaubt  wird,  son- 
dern die  von  dem  verlässigen  Richerus  (Pertz,  momim.Germ.hist.  III,  018) 
bezeu«:t  ist,  auf  Grund  dieser  Leistung  nenne  ich  auch  jetzt  noch  Gerbert 
den  Urheber  des  Rechnens  mit  Columnen.  Meine  frühere  Ansicht 
freilich,  nach  welcher  dieses  Rechnen  in  Indien  seinen  Ursprung  hatte  und 
vom  7.  Jahrhundert  an  bei  den  Arabern  sich  verbreitete,  ist  unhaltbar  ge- 
worden. Wo epcke's*)  sorgfältige  Untersuchungen  belehrten  mich,  dass 
die  Gobarrechnung  im  Wesen  identisch  ist  mit  der  indischen  Arith- 


*)  Leider  ist  derselbe,  ein  Mann  von  seltener  Freundlichkeit,  am  25.  MUrz  v.  J. 
zu  Pnris  fjcstorhen. 
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metik  nnd  Spuren  vom  Reochnen  mit  Oolumnen  bei  den  Arabern  nicht  zu 
finden  sind.  '  Dagegen  fand  ich  in  den  vorstehenden  Untersuchungen  eine 
andere  Spur,  die  als  richtig  sich  zu  bewähren  scheint.  Ich  habe  oben 
daraufhingewiesen,  dass  der  Wortlaut  von  G  erb  er  t^s  Regeln  gar  nicht 
nöthigt,  die  Bildung  der  Columnen  vor  dem  Anschreiben  der  Rechnung  vor- 
zunehmen, dass  er  vielmehr  vermuthen  lässt,  dass  man  die  Columnen  nach 
Bedürfniss  bildete,  und  dann  erst  mit  den  üeberschriften  versah.  Sedes,  li~ 
neae,  paginae  sind  die  frühesten  Bezeichnungen  der  Columnen,  und  Gerbert 
gehraucht  überdies  vorzugsweise  die  Ausdrücke  in  decenis^  in  centenis  u.  ä. 
Danach  ist  die  Annahme  nicht  in  der  Luft  schwebend,  dass  in  der  Zeit  un- 
mittelbar vor  Gerbert  auf  dem  Abacus  bei  der  Anwendung  der  Gobarziffem, 
nicht  in  Gallien,  sondern  in  Nordafrika  und  Spanien,  Linien  nur  gezogen 
wurden,  um  die  Plätze  der  Ziffern  besser  auseinander  zu  halten,  ähnlich  wie 
heut  zu  Tage  die  Schüler  sich  Linien  zwischen  die  Ziffern  ziehen ,  wenn  bei 
grösseren  Multiplicationen  und  Additionen  die  Stellung  derselben  unter  ein- 
ander nicht  deutlich  genug  ist,  und  wie  in  den  Rechnungsbüchern  noch  jetzt 
z.  B.  Fl.,  Xr ,  Pf.  durch  Linien  getrennt  ii^erden.  Solche  Linien  mussten 
um  so  mehr  von  dem  gezogen  werden,  der  die  Null  nicht  kannte,  oder  den 
blossen  Punkt  dafür  nicht  für  ausreichend  hielt.  Darin  liegt  der  Keim  zur 
Columnenrechnung  und  dies  scheint  nicht  von  Gerbert  herzurühren,  son- 
dern der  Zeit  vor  ihm  anzugehören. 

Dadurch  aber,  dass  Gcrbert  die  in  27  Theile  abgeth eilte  Tafel  aus 
Leder  anwendete,  fixirte  er  die  C  olumnen  und  gab  die  Veranlas- 
sung, dieselben  vor  der  Rechnung  sich  zu  zeichnen;*)  so  wurde 
er  der  Urheber  der  äusseren  Form  des  Rechnens  mit  Columnen  und  da  mit 
diesen  erst  das  Rechnen  mit  den  Ziffern  ohne  Null  brauchbarer,  weil  siche- 
rer, und  von  Vortheil  gegenüber  dem  Rechnen  auf  Linien  wurde,  so  ist  nicht 
zu  viel  gesagt,  wenn  man  Gerbert  den  Urheber  des  Rechnens  mit 
Columnen  nennt.  Den  Keim  dazu  fand  er  in  der  Schrift  des  Joseph, 
er  aber  hat  ihm  zuerst  eine  verlässige  Gestalt  gegeben,  an  der  durch 
zwei  Jahrhunderte  Gelehrte  festgehalten  haben.  Die  Linien,  die  Gerbert 
gezogen  hatte,  wurden  später  oben  durch  Bögen  verbunden  und  damit  kam 
das  Wort  arcus  als  Bezeichnung  für  die  Columnen  auf,  wie  sich  oben  ge- 
zeigt hat. 

Wie  kam  es  aber,  dass  man  nicht  örcM5  Gerberti,  sondern  arcus  Pytha- 
gorae  daraus  machte?  Und  steht,  was  wir  von  der  Rechenkunst  der  Ara- 
ber aus  jener  Zeit  wissen,  mit  dem,  was  vor  Gerbert  vorhanden  gewesen 
sein  soll,  im  Einklang? 


*)  Ob  Gerbert  auch  zuerst  das  Darüberschreiben  von  I,  X,  C  u.  s.  w.  lehrte^ 
oder  ob  dieses  schon  in  der  Schrift  des  Spaniers  Joseph  angewendet  war,  vermag 
ich  nicht  zu  entscheiden,  soviel  aber  erhellt  aus  dem  Briefe  an  R  e  m  i  g i  u  s ,  dass  diese 
Sache  damals  noch  neu  war ;  denn  R  e  m  i  g  i  u  s  verstand  die  von  Gerbert  gebrauchte 
Form  noch  nicht. 


^ou  uie  üintwickelang  des  Rechnens  mit  Columnen. 

Ich  will  auf  die  zweite  Frage  zuerst  antworten.  Als  ich  in  Wo  epcke'a 
Schrift  Sur  Vinlroduction  etc.  die  dort  mitgetheilten  Abschnitte  aus  der  Ueber- 
sctzuDg  des  Werkes  des  Alkhdrizmi  kennen  lernte,  fiel  mir  die  Verwen- 
dung der  Worte  differentia  und  mansio  zur  Bezeichnung  der  Stelle  einer 
Ziffer  auf,  so  dass  ich  auf  den  Gedanken  kam,  es  könnte  Alkhdrizmi  selbst 
Linien  gezogen  haben.  Seitdem  habe  ich  den  Text,  den  Boncompagni 
1857  in  Rom  herausgab,  mir  verschaffen  können,  und  fand  allerdings  dafür 
keine  Angabe,  wohl  aber  blieb  die  Aehnlichkeit  im  Gebrauch  des  Wortes 
differentia  und  mansio  mit  dem  Gebrauch  der  Worte  singularis,  deceni  u.  s.  w. 
bei  Gerbert,  und  des  Ausdruckes  arcus  bei  den  Späteren.  Es  ist  die 
"Ridde 8. S von  prima diff'erentiatmilatum,  in  qua  duplicalur  el  IripUcatur  quicqtäd 
esl  inter  unum  etc.  IX.,  ebenso  von  der  secunda  differenlia  dccenorum.  Von 
der  Vereinigung  der  Ziffern  heisst  esS.5:  Cum  collecii  fuerint  in  aliqua  diffe- 
renliarum  ,X.  vrl  plus,  erigantur  ad  superiorem  differentiam  el  fial  de  unoquo- 
que  .X.  in  superiori  differentia  unum.  Das  Anschreiben  per  IX  liieras  wird  S.  11 
mit  folgenden  Worten  angegeben :  Posuimus  duo  milia  tercenlos  .XXVL  per 
indas  liieras  in  IIII^''  differenliis :  fueruntque  in  prima  differenlia,  quae  est  in 
dexlera,  .VI,  el  in  secunda  duo,  qui  sunt  .XX.  el  in  lerria  tres,  qui  sunl  lercenli 
et  in  quarla  duo ,  qui  sunt  duo  milia.  Alkhärizmi  hatte  nicht  anders  sich 
ausdrücken  können,  wenn  er  nnicr  differentia  und  mansio  nicht  die  blosse 
Stelle  einer  Ziffer,  sondern  Columnen  für  die  Einer,  Zehner  u.  s.  w.  verstau^ 
den  hStte.  Sein  Werk,  welches  das  Rechnen  mit  Columnen  weit  übertrifft, 
ist  im  christlichen  Abendland  erst  im  Beginn  dos  12.  Jahrhunderts  bekannt 
geworden,  es  hat  also,  obwohl  er  selbst  circa  800  lebte,  keine  Wirkung  auf 
die  christlichen  Gelehrten  des  10.  Jahrhunderts  gehabt;  aber  es  ergiebt  sich 
doch  aus  den  angegebenen  Worten,  in  welcher  Weise  damals  bei  dem  prak- 
tischen Rechnen  geredet  wurde,  und  was  also  die  Abendländer  aus  dem  Ver- 
kehr mit  den  Arabern  zunächst  entnehmen  konnten:  eine  Benützung 
von  9  Ziffern  in  bestimmten  Stellen.  Ob  die  Anwendung  der  Null 
dabei  übersehen  wurde,  oder  ob  auch  bei  den  Arabern  Striche  die  Ziffern 
beim  Rechnen  in  der  nöthigen  Ordnung  erhielten,  überhaupt  Einzelheiten 
des  Uebergangs  der  indischen  Rechnung  nach  Europa  anzugeben,  hiesse 
blosse  Vermuthungcn  an  einander  reihen.  Die  bisher  vorliegenden  Anhalts- 
punkte sind  dazu  noch  nicht  ausreichend.  Möge  es  ähnlichen  Bemühungen, 
wie  die  Woepcke/s,  gelingen,  auch  hierüber  Klarheit  zu  verschaffen! 

Zu  den  noch  aufzuklärenden  Punkten  gehören  die  Namen  der  Ziffern, 
deren  Ableitung  aus  dem  Griechischen,  so  scharfsinnig  sie  ist,  doch  noch 
viel  zu  künstlich  ist,  um  als  wahr  gelten  zu  können.  Die  Auffindung  des 
Namens  igin  in  einigen  Sprachen  der  Berbern  (siehe  Wo epcke,  Journ.  Asiat. 
1803,  S.  53  —  54  in  der  Note,  und  Pott,  die  quinare  und  vigesimale  Zählme- 
thode, S.  111  — 113)  giebt  der  Hoffnung  Raum,  dass  die  Auffindung  der  übri- 
gen Namen,  wahrscheinlich  auf  spanischem  Boden,  noch  gelingen  wird.  Nur 
ein  Ausdruck  scheint  aus  dem  Griechischen  zu  stammen ;  nämlich  der  Aus- 
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druck  sipos,  wie  man  bisher  annahm,  für  die  Null.  So  viel  ich  weiss,  ist  zur 
Erklärung  desselben  der  Umstand,  dass  in  dem  Zeichen  desselben  ein 
Dreieck  oder  et  in  den  Kreis  eingezeichnet  erscheint,  noch  nicht  beigezogen 
worden.  Mir  ist  der  Gedanke  gekommen,  dass  dieses  sipos  gleichsam  der 
Repräsentant  der  Marken  sein  könnte,  welche  Einige  mit  den  Zeichen  der 
griechischen  Buchstaben  anwendeten,  so  dass  also  sipos  nur  das  Bild 
eines  ilf^q>og  mit  dem  Gepräge  or  wäre.  Die  Verwendung  der  Buchstaben 
ist  bei  Bi  ausdrücklich  bezeugt,  und  es  wäre  zugleich  klar,  warum  neben 
den  Gobarziffem  auch  die  griechischen  Buchstaben  als  die  gebrauchten 
0  Zeichen  angegeben  sind. 

Einen  andern  Grund  für  die  Bezeichnung  der  griechischen  Buchsta- 
ben kann  man  in  der  Angabe  der  arabischen  Schriftsteller  finden,  die  ich  im 
III.  Aufsatz  (S.  319 — 330)  mitgetheilt  habe.  Es  begegnet  dort  derselbe 
Titel:  de  numerorum  divisione,  den  Gerbert's  Werk  führt,  und  zwar  als  Ti- 
tel griechischer  Werke,  so  dass  eine  ganz  natürliche  Brücke  von  den  Grie- 
chen zu  den  Arabern  hergestellt  scheint,  nach  welcher  mit  Berücksichtigung 
des  Werkes  des  Spaniers  Joseph  ein  Weg  für  das  elementare  Bechnen 
aus  Afrika  über  Spanien  nach  Gallien  gebahnt  ist.  Wäre  die  Brücke  aus 
Angaben  verlässiger  griechischer  Schriftsteller  aufzubauen,  dann  könnte  man 
zu  weiteren  Schlüssen  sich  berechtigt  glauben.  Da  aber  arabische  Quellen 
bisher  allein  von  solchen  Werken  reden,  so  wage  ich  nur  daran  anzuknü- 
pfen, dass  sie  davon  reden. 

Damit  komme  ich  nämlich  zu  einer  Antwort  auf  die  Frage,  wie  die  Co- 
lumnen  arcus  Pyihagorae  haben  genannt  werden  können.  In  den  eben 
erwähnten  Stellen  wird  dem  Pythagoras  ein  Buch  über  die  Arithmetik 
und  Musik  beigelegt  und  ein  Buch  Tafeln.  Woepke  gab  im  Joum.  Asiat. 
1803,  S.  58 — 59  eine  Stelle  aus  einem  arabischen  Ms.,  in  welcher  den  Py  • 
thagoreern  die  Aufstellung  von  6  Ordnungen  der  Zahlen  beigelegt  wird. 
Es  geht  daraus  hervor,  dass  bei  den» Arabern  Pythagoras  und  die  Pyt ha- 
ger eer  als  Schriftsteller  über  die  Arithmetik  gelten  und  es  also  ganz  er- 
klärlich ist,  dass  es  Werke  bei  ihnen  gab,  welche  das  elementare  Bechnen 
als  von  Pythagoras  ausgehend  bezeichneten ;  waren  doch  Griechen  die 
Lehrmeister  der  Araber  in  ^en  Wissenschaften.  Wenn  dieselbe  Tradition 
also  auch  im  Abendland  auftaucht,  nachdem  es  besonders  in  Spanien  mit 
der  arabischen  Wissenschaft,  wenn  auch  noch  so  oberflächlich  bekannt  wnrde, 
so  liegt  darin  nichts  unnatürliches,  vielmehr  ist  es  das  Wahrscheinlichste, 
dass  dasjenige,  was  von  Pythagoras  und  den  Py  thagoreern  im  10.  Jahr- 
hundert und  den  folgenden  von  lateinischen  Schriftstellern  berichtet  wird, 
aus  der  arabischen  Tradition  entsprungen  ist,  natürlich  mit  Abrechnung 
dessen,  was  die  eigene  Phantasie  der  Abendländer  dazu  ersann.  Wie  leicht 
man  es  sich  damals  mit  geschichtlichen  Notizen  machte,  und  wie  Einer  dem 
Andern  nachschrieb,  ist  bekannt.  Bedenkt  man  also,  wie  schwierig  G er- 
ber t's  Werk  fürdie  damalige  Zeit  war,  und  dass  sein  Name  nicht  ^vcltsi^^^vql^^ 
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eigenen  Schrift  gewahrt  blieh,  so  ist  es  leicht  begreiflich,  warum  man  sich 
an  die  Berichte  über  Pythago ras  hielt  und  des  Kechuen  mit  Colnmnen 
nach  ihm  benannte. 

Wenn  also  Cantor  S.  329  sagt,  dass  Nichts  übrig  bleibe,  als  den  grie- 
chisch-römischen  Ursprung  des  Abacus  anzuerkennen,  so  gebe  ich 
dieses  nur  zu  von  dem  Abacus  mit  Linien;  das  Bechn  en  mit  Colnm- 
nen vermag  ich  nur  bis  Gerbert  zurück  zu  verfolgen,  und  über  ihn  hinaus 
nur  in  so  weit,  als  zu  dem,  was  er  glücklich  gestaltete,  der  Keim  in  sei- 
ner Zeit  bereits  vorhanden  war.  Cantor  folgt  der  Tradition,  ich  halte 
mich  an  die  bisher  vorliegenden  Werke  und  Stellen  aus  denselben  Über 
die  Sache  selbst.  Beides  kann  täuschen;  ich  glaube  aber  mit  letzterem 
sicherer  zu  gehen. 


XI. 

Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von  Dr.  Eduard  Zetzsche. 


IV.  Die  Doppeltelegraphie. 

(Zweite  Abtheilung). 
(Fortsetzung  zu  No.  IX,  Jahrg.  X,  S.  194.) 


'^^\^' 


(O 


12.  Gegenspreoher  von  znrNedden;  mit  2  Relais  ohne  Zweigströme. 

Gleichzeitig   mit   der   bereits  unter  3.  erwähnten  Methode  des  Gegen- 
sprechens  gab  Dr.    zur  Nedden    (Dingler's  Journal  138,  S.  35  und  39) 

noch  eine  zweite  in  Fig.  18 
skizzirte  Methode  an,  bei  wel- 
cher auf  jeder  Station  2  Eelais 
mit  einfacher  Umwickelung  in 
Anwendung  kommen.  Jedes 
__  „       der  beiden  Relais   ist  in   der 

^  ^^'         ^.     ,o        ^^»        ^*  ^^^       sonst  üblichen  Weise   mit  der 
Flg.  18. 

Localbatterie  und  dem  Schreib- 
apparate in  Verbindung  gesetzt,  so  dass  der  Schreibapparat  ein  Zeichen 
niederschreibt ,  mag  das  eine  oder  das  andere ,  oder  auch  beide  Relais  zu- 
gleich ansprechen.     Die  Relais  R'  und  R\    haben  Windungen    aus  Draht 


M 
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von  fimal  so  grossem  Querschnitte,  wie  die  Relais  R  und  Ä,.  Die  Linien- 
batterien sind  auf  beiden  Stationen  mit  entgegengesetzten  Polen  an  den 
Taster  geführt.  Das  Spiel  der  Apparate  ist  Folgendes:  So  lange  kein 
Zeichen  gegeben  wird,  ist  kein  Strom  vorhanden.  Wird  ein  Taster,  z.  B. 
r,  auf  den  Arbeitscontact  niedergedrückt,  so  geht  der  Strom  seiner  Batterie 
B  durch  sein  Relais  /?',  dasselbe  spricht  aber  nicht  an,  weil  die  Feder  am 
Relaishebel  so  stark  gespannt  ist,  dass  der  Hebel  unter  der  Einwirkung  des 
Stromes  von  blos  einer  Batterie  sich  nicht  bewegt;  auf  der  Empfangsstation 
dagegen  geht  der  Strom  durch  /^],  dieses  spricht  an,  und  der  Schreibappa- 
rat schreibt.  Sind  beide  Taster  niedergedrückt,  so  sind  blos  die  beiden 
Relais  R  und  B^i  in  den  Stromkreis  eingeschaltet  und  beide  sprechen  an, 
weil  die  Ströme  beider  Batterien  sich  jetzt  zu  einem  doppelt  so  starken 
Strome  nummiren.  Bleibt  nun  der  eine  Taster  T  niedergedrückt  und  der 
andere  T^  verlässt  den  Arbeitscontact,  so  ist,  wahrend  T,  schwebt,  die  Linie 
unterbrochen  und  deshalb  setzen  beide  Schreibapparate  aus,  sofern  nicht 
das  Schweben  nur  so  kurze  Zeit  dauert,  dass  trotz  dieser  Unterbrechung, 
und  obgleich  der  Strom,  welcher  -R'  durchläuft,  wenn  7,  den 
Ruhecontact  erreicht  hat,  nur  die  einfache  Stärke  hat,  die  Relais- 
anker in  ]f  und  /^i  beide  haften  bleiben.*)  Dieser  Uebelstand,  wel  > 
eher  schon  in  ähnlicher  Weise  bei  der  GintTschen  Einschaltung  vorhan- 
den war,  lässt  sich  durch  Hinzufügung  der  Zweigstromkreise  mit  fFund  W^ 
nach  Fig.  5  keineswegs  beseitigen;  obwohl  man  bei  Wahl  einer  anderen 
Einschaltung  des  Schreibapparates  solche  Zweigstromkreise  anwenden  kann, 
so  würde  doch  dann  immer  noch  der  Uebelstand  bleiben ,  dass  die  den 
Schreibapparat  in  Gang  setzende  Localbatterie  abwechselnd  durch  R  und 
R^  geschlossen  wird,  wodurch  ebenfalls  ein  Absetzen  oder  Zerreissen  in  der 
Schrift  des  Schreibapparates  herbeigeführt  werden  könnte.  Um  die  bei  der 
Tasterbewegung  auftretenden  Pausen,  in  welchen  die  Leitung  ganz  unter- 
brochen ist,  zu  verkürzen,  schlägt  zur  Nedden  einen  Taster  mit  federn- 
den Contacten  vor;  bei  diesem  wird  eine  mit  der  Erde  verbundene,  federnde 
Metallschiene,  welche  sich  für  gewöhnlich  au  die  vorstehenden  Zapfen  einer 
durch  das  Relais  R  mit  der  Luftleitung  L  in  Verbindung  stehenden  (also 
den  Ruhecontact  des  Tasters  vertretenden)  durchbrochenen  Platte  anlegt, 
beim  Niederdrücken  des  Tasterhebels  durch  einen  mit  einer  Spiralfeder 
verbundenen,  durch  jene  Platte  hindurchgreifenden  Stempel  von  den 
Zapfen  entfernt  und  auf  die  mit  der  Batterie  verbundene  Contactschraube 
aufgelegt. 

Zur  besseren  Regulirung  der  Stromstärken  behufs  der  Erzielung  einer 
dauernden  gleichmässigen  Ausgleichung  der  Ströme  im  eigenen  Relais  giebt 
zur  Nedden  (Dingler's  Journal  138,  S.  107)  eine  Idee  zur  Construction 
eines  Selbstregulators. 


*)  Im  letzterem  Falle  wäre  freilich  zu  befürchten,  dass  der  Anker  in  R*  zu  lange 
angezogen  bleibt. 
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Die  vorstehend  beschriebene  Einschaltungsweise  stimmt,  bis  aaf  die 
unwesentliche  Vertauschang  dt^r  Luft-  und  Erdleitung,  mit  der  dritten  der 
drei  Methoden  von  W.  Kohl  überein  (Zeitscbr.  d.  Tel.-Ver.  IX,  77),  welche 
besonders  aushilfsweise  Benutzung  finden  sollten,  nämlich  beim  Schadhaft- 
werden der  einen  von  zwei  parallel  laufenden  Drahtleitnngen.  Die  Erfin- 
dung dieser  von  Kohl  angegebenen  Einschaltungsweise  nimmt  der  königl* 
hannoversche  Telegraphen-Inspector  C.  Frischen  (Zeitscbr.  d.  Tel.-Ver. 
IX,  242)  für  sich  in  Anspruch,  da  sie  ihm  bereits  im  März  1855  patentirt 
sei.  Ausserdem  begegnet  ipan  derselben  Einschaltungsweise  noch  einmal 
und  zwar  in  der  Zeitscbr.  d.  Tel.-Ver.  X,  248,  woselbst  sie  der  königl. 
preussische  Telegraphen- Secretair  F.  Schaack  vorschlägt,  mit  federnden 
Contacten  an  den  Relaishebeln  und  mit  der  Bemerkung,  es  sei  gut,  wenn 
die  beiden  Eelais  R  und  R^  polarisirte  seien. 

13.    Oegenspreoher  von  Kohl;  mit  1  oder  2  Translationsrelais. 

Nicht  mehr  Erfolg  als  von  der  eben  beschriebenen  Methode  hat  man 
sich  von  den  beiden  anderen  von  dem  k.  k.  österreichischen  Obertelegraphist 
Wilhelm  Kohl  1862  aufgefundenen  und  in  der  Zeitscbr.  d.  Tel. -  Ver. 
(IX,  77)  beschriebenen  Methoden  zu  versprechen. 

A.  Bei  der  er- 
sten sind  ebenfalls 
zwei  Kelais  in 
Anwendung  und 
nach  Fig.  19  einge- 
schaltet; es  hat  zwar 
der  ankommende 
Strom  in  allen  drei 
Lagen  des  Tasters 
auf  der  Empfangsstation  einen  Weg  zur  Erde,  allein  dessen  ungeachtet  steht 
ein  Zerreissen  der  Zeichen  auf  dem  Schreibapparate  zu  befürchten.  Die 
angewendeten  Relais  sind  Trauslations-  oder  Doppelcontactrelais  (vergl. 
Zeitscbr.  f.  Mathem.  u.  Phjs.  VI,  386);  ihre  Verbin- 
dung mit  dem  Schreibapparate  M  ist  aus  der  leicht 
verständlichen  Skizze  Fig.  20  ersichtlich;  der  Strom 
der  Localbatterie  b  durchläuft  die  Elektromagnet- 
rollen des  Schreibapparates  M  nur^  wenn  das  eine 
Kelais  in  Ruhe  bleibt  und  gleichzeitig  das  andere 
anspricht,  und  nur  in  diesem  Falle  schreibt  der 
Schreibapparat  ein  Zeichen ;  so  lange  dagegen  beide  Relaishebel  an  ihrem 
Ruhecontact,  oder  beide  an  ihrem  Arbeitscontact,  oder  an  keinem  von  bei- 
den liegen ,  ist  die  Localbatterie  b  nicht  geschlossen.  Ist  kein  Taster  nie- 
dergedrückt, so  schreibt  auch  kein  Schreibapparat,  denn  kein  Relais  spricht 
an.    Ist  blos  der  Taster  T  niedergedrückt,  so  verzweigt  sich  der  Strom  von 
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Fig.  19. 
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B  durch  R  nnd  W  einerseits  und  dnrcb  R  und  L  andererseits ;  es  sprechen 
daher  auf  der  gebenden  Station  beide  Relais  an  und  der  Schreibapparat 
schreibt  nicht;  auf  der  Empfangsstation  dagegen  geht  der  Strom  (fast  aus* 
schliessend)  blos  durch  /?|,  dieses  spricht  an  und  der  Schreibapparat  schreibt. 
Sind  beide  Taster  zugleich  niedergedrückt,  so  ist,  falls  die  beiden  gleich* 
massig  eingeschalteten  Batterien  beider  Stationen  gleich  kräftig  sind ,  in  i?, 
L  und  Rx  kein  (bei  mangelhafter  Isolirung  der  Leitung  ein  schwacher)  Strom 
vorhanden,  R'  und  R\  dagegen  werden  von  Zweigströmen  durchlaufen,  beide 
sprechen  an  und  beide  Schreibapparate  schreiben.  Ist  blos  7  niedergedrückt 
und  r,  schwebt,  so  werden  zwar  wieder  alle  vier  Beiais  von  Strömen  durch- 
laufen, aber  es  ist  fraglich,  ob  der  durch  /?,  Rx  und  Ä',  gehende  Zweigstrom 
kräftig  genug  ist,  diese  Relais  ansprechen  zu  lassen  oder  nicht;  ob  R  an- 
spricht, ist  zwar  fttr  das  Gelingen  des  Gegensprecheus  ohne  besonderen  Be- 
lang, degegen  möchte  man  wünschen ,.  dass  auf  der  andern  Station  blos  R^ 
oder  blos  R^x  anspräche ,  damit  der  Schreibapparat  nicht  aussetzt ;  indessen 
auch  wenn  blos  Rx  oder  R\  anspricht,  kann  besonders  bei  langsamem  Spiel 
der.  Schreibapparat  aussetzen ,  da  er  während  der  Tasterbewegung  von  der 
Schliessung  durch  /?j  zu  der  Schliessung  durch  R\  übergeht  oder  umgekehrt. 

B.  Ebenso  misslich  steht  es  um  die 
andere  Einschaltungsweise  (Fig.  2l),  bei 
welcher  nur  ein  Translatorrelais  und 
ein  Doppeltaster  in  Anwendung  kommt, 
und  bei  welcher  die  den  Schreibapparat  in 
Bewegung  setzende  Localbatterie  zugleich 
eine  ähnliche  Rolle  spielt,  wie  bei  dem 
Schred  er  sehen  Gegensprecher  die  Hilfs- 
feder. Für  gewöhnlich  liegt  der  Relaishe- 
bel h  an  dem  obern  Contact  o  an,  geht  aber 
ein  Strom  durch  das  Relais  /?,  so  legt  sich 
Ä  an  den  untern  Contact  «;  im  ersten  Falle  ist  der  Kreis  der  Lo- 
calbatterie b  nur  geschlossen  und  kann  diese  ihren  Schreibapparat  nur  an- 
sprechen lassen,  wenn  gleichzeitig  der  Taster  T  derselben  Station  niederge- 
drückt ist,  im  letzteren  nur,  wenn  dieser  Taster  ruht.  Wird  also  blos  ein 
Taster  niedergedrückt,  so  durchläuft  der  Strom  zwar  die  Relais  beider  Sta- 
tionen und  beide  sprechen  auch  an,  allein  nur  auf  der  Empfangsstation 
schreibt  der  SchreibapparaK  Werden  beide  Taster  gleichzeitig  niederge- 
drückt, so  ist  bei  Anwendung  gleicher  Batterien  (und  guter  Isolirubg)  gar 
kein  Strom  in  der  Leitung,  beide  Relais  bleiben  in  Ruhe  und  beide  Schreib- 
apparate schreiben,  da  eben  beide  Taster  niedergedrückt  sind.  Beim  Schwe- 
ben eines  Tasters  ist  wieder  die  Linie  gänzlich  unterbrochen,  und  ausserdem 
wechselt  die  Scbliessungsweise  jedes  Schreibapparates  beim  Spielen  des  Ta- 
sters der  andern  Station. 

Bei  Aufsuchung  seiner  Methoden  hatte  sich  KoViV  d\^.  k\jL^^^^  ^%Ä\5ä^^^ 
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zu  uatersuchen,  ob  sich  bei  eingetretener  Störung  auf  der  einen  von  zwei 
parallelen  Linien  eine  Einrichtung  treffen  lässt,  um  beide  Leitungen  der 
Doppellinie  nebst  den  dazu  gehörigen  Apparaten  und  Beamten  nach  erfolg- 
ter Ausschaltung  der  Fehlerstelle  so  zu  verbinden  und  zu  beschäftigen,  dass 
möglichst  eben  so  geleistet  wird,  als  wenn  gar  keine  Störung  vorhanden 
wäre;  interessant  ist  die  in  der  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  (IX,  80  ff.)  gegebene 
Anwendung  der  vorstehenden  Methoden  für  diesen  Zweck. 

14.    Einige  andere  Methoden  detf  Gegensprechens  mit  2  Beiais. 


Fig.  2t. 


Eine  nähere  Betrachtung  der  zuletzt  beschriebenen  Methoden  des  Ge- 
gensprechens führte  mich  Anfang  1863  auf  einige  andere,  zum  Theil  wenig- 
stens etwas  vortheilhaftere  Methoden. 

Ausser  den  von  Kohl  und  zur  Nedden  benutzten  Einschaltungen 
des  Schreibapparates  sind  nämlich  noch  verschiedene  andere  anwendbar. 

Eine  derselben ,  welche  im  Nachfolgenden  vor- 
wiegend angewendet  werden  soll,  ist  in  Fig.  22 
skizzirt.  Die  beiden  gewöhnlichen  (nicht  Trans- 
lator-) Relais  R  und  R'  sind  mit  dem  Schreib- 
apparat M  und  den  beiden  gleichen  Localbatte- 
rien  6,  und  b^  so  verbunden,  dass  der  Schreib- 
apparat schreiben  muss ,  so  bald  nur  ein  Kelais 
R  oder  /?'  anspricht ;  dagegen  schreibt  der 
Sclireibapparat  nicht,  so  lange  kein  oder  beide  Relais  ansprechen,  denn  im 
ersteren  Falle  sind  beide  Batterien  offen,  im  letzteren  beide  kurz  (oder  durch 
M  in  entgegengesetztem  Sinne)  geschlossen.  Eine  andere  Einschaltung  des 
Schreibapparates  zeigt  Fig.  23;  es  sind  dabei  2  Trans- 
latorrelais R  und  /?'  derart  mit  dem  Sclireibapparate 
M  verbunden,  dass  letzterer  nur  schreibt,  wenn  beide 
Relais  zugleich  und  wenn  keins  anspricht;  wenn  da- 
gegen nur  ein  Relais  anspricht  und  während  der 
Bewegung  des  Relaishebels  ist  die  den  Schreibappa- 
rat schlicssende  Localbatterie  b  offen. 
Fasst  man  die  Zeitdauer  ins  Auge,  während  welcher  der  Strom  der  Lo- 
calbatterie bei  der  einen  Methode  von  Kohl  und  der  von  zur  Nedden  bei 
jedem  Niederdrücken  des  eigenen  Tasters  unterbrochen  wird,  so  findet  man, 
dass  sie  aus  zwei  Theilen  besteht;  der  Localstrom  wird  nämlich  unterbro- 
chen, sobald  der  Taster  den  Ruhecontact  verlässt,  und  wird  erst  wieder  her- 
gestellt, wenn  der  Taster  den  Arbeitscontact  erreicht  hat  und  darauf  durch 
den  nun  wieder  hergestellten  Linienstrom  der  Hebel  des  andern  Relais  an- 
gezogen worden  ist.  Die  Zeit  der  Unterbrechung  besteht  also  aus  der  Zeit, 
die  zur  Tasterbewcguug,  und  aus  der  Zeit,  die  zur  Bewegung  des  Relaishe- 
heh  nötliig  ist. 


Fig.  23. 
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Fig. -24. 


A.  Von  der  Tasterbe wegnng  läßst  sich  unter  Benutzung  der  in  Fig.  22 
dargestellten  Einschaltung  des  Schreibapparates  die*Zeitdauer  jener  Unter- 
brechung leicht  unabhängig  machen.  So  z.  B.  bei  der  ersten  Methode  von 
Kohl  (Fig.  19),  wenn  man  die  Leitung  nach  dem  zweiten  Beiais  B^  nicht 
von  X  abzweigt,  sondern  von  dem  Punkte,  wo  die  Luftleitung  in  das  Relais 
B  eintritt;  allein  dann  wird  die  Ausgleichung  in  R  noch  schwieriger  zu  er- 
reichen sein.  Eher  dürfte  u.  A.  die  in  Fig.  24  skiz- 
zirte  Einschaltung  zum  Ziel  führen.  Bei  ihr  ist  die 
Batterie  so  eingeschaltet,  wie  es  Dr.  Gin  tl  (Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  II,  136)  1855  für  den  chemischen  Schreib- 
apparat vorschlug ,  und  es  findet  der  ankommende 
Strom  in  allen  Stellungen  des  Tastefhebels  auf  der 
Empfangsstation  einen  Weg  zur  Erde,  und  zwar 
geht  er  ganz  durch  das  Relais  R  und  wegen  des 
Widerstandes  ^^  zum  bei  weitem  grössten  Theile 
entweder  über  den  Ruhecontact  3  des  Tasters  T  oder  durch  die  Linienbatte- 
rie By  daher  spricht  bei  ruhendem  Taster  nur  R  an  und  der  Schreibapparat 
schreibt.  Auf  der  gebenden  Station  dagegen  sendet  die  Batterie  B  ihren 
Strom  von  x  aus  durch  beide  Relais  B  und  B^  und  der  Schreibapparat 
schreibt  nicht.  Werden  die  Taster  beider  Stationen  zugleich  niedergedrückt, 
so  gleichen  sich  (bei  genügender  Isolirung  der  Luftleitung)  die  Ströme  der 
beiden  Linienbatterien  auf  demRelais  72  jeder  Station  aus  und  beide  Schreib- 
apparate schreiben.  Während  der  Tasterhebel  auf  der  Empfangsstation 
bewegt  wird ,  ändert  sich  die  Stärke  des  Linienstroms  nur  wenig.  Durch 
federnde  Contacte  am  Relaishebel  kann  man  die  Unterbrechung  des  Local- 
stromes  während  des  Wechsels  der  denselben  schliess enden  Relais  B  und  X 
veikürzen.  Will  man  die  starke  Abnutzung  der  Li-  , 
nienbatterien  durch  den  kurzen  Schluss  bei  ruhen-  ^ 
dem  Taster  vermindern ,  so  bringt  man  zwischen  B 
und  y  einen  Umschalter  an,  durch  welchen  für  die 
Zeit,  wo  nicht  oder  nur  einfach  gesprochen  wird,  B 
ganz  ausgeschaltet  oder  auf  den  Arbeitscontact  des 
Tasters  T  eingeschaltet  und  gleichzeitig  das  Relais 
anders  eingeschaltet  wird. 

B.  Eine  noch  andere,  ähnliche  und  daher  leicht 
zu  verstehende  Einschaltung  zeigt  Fig.  25.     Luft- und  wf — ni    i    i[~ 
Erdleitung  lassen  sich  auch  mit  einander  vertauschen,     i?  nf  •)   y^J^ 
Der  Schreibapparat  ist  nach  Fig.  22  eingeschaltet. 

C.  Auch  bei  der  Einschaltung  nach  Fig.  2Ö  (welche 
Fig.  10  äusserlich  sehr  ähnlich  ist)  ist  der  Schreibappa- 
rat nach  Fig.  22  einzuschalten.  Der  abgehende  Strom 
durchläuft,  mag  der  Taster  der  Empfangsstation  ruhen 

oder  schweben,  auf  der  gebenden  Station  stets  iR  und  Rf ,  WA^  v^x^vINx^w  ^vä. 


Fig.  25. 


^K 
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^^^^«^f>«M«N^M^^ 


W(^ 


Fig.  27. 


und  deHbalb  schreibt  der  Scbreibapparat  nicht.  Anf  der  Empfangsstation 
dagegen  geht  der  ankommende  Strom  bei  ruhendem  Taster  wegen  des  Wi- 
derstandes ^'  fast  ganz  durch  /?,  dieses  spricht  an  und  der  Schreibapparat 
schreibt;  bei  schwebendem  Taster  dagegen  geht  der  Strom  zwar  durch  B  und 
R\  allein  die  Feder  an  R'  ist  so  stark  gespannt,  dass  nur  R  ansprechen  kann, 
und  der  Schreibapparat  schreibt  wieder.  Liegen  endlich  beide  Taster  auf 
dem  Arbeitscontacte,  so  gleichen  sich  die  Ströme  der  beiden  gleich  starken 
und  mit  demselben  Pole  an  den  Taster  geführten  Linienbatterien  in  den 
Relais  R  aus ,  die  Relais  R'  beider  Stationen  sprechen  auf  die  sie  durchlau- 
fenden Zweigströme  an,  und  beide  Schreibapparate  schreiben. 

D.  Wollte  man  aber  die  Unterbrechung  des  Localstromes  während  der 
Tasterbewegung  auf  der  Empfangsstation  ganz  beseitigen,  so  müsste  man 
die  Einschaltung  (Fig.  27  oder  28)  so  wählen,  dass  die  ankommenden  Zeichen 
stets  auf  demselben  Relais,  z.  B.  /?,  erscheinen.     Die  Ausgleichung  muss 

dann  in  R^  erfolgen ,  und  wird  schwieriger  zu  errei«- 
Qhen  sein.    In  Fig.  27  sind  die  Batterien  beider  Sta- 
tionen mit  demselben  Pole  an   den  Taster  geführt 
^-^       und  die  Schreibapparate  nach  Fig.  22  eingeschaltet. 
iX^  \     Wenn  keine'Station  spricht,  so  bleiben  alle  4  Relais 
^@) — -{  "  I  in  Ruhe.    Hat  blos  eine  Station  den  Taster  nieder- 

gedrückt, so  geht  der  ganze  Strom  in  diese^  Station 
durch  das  Relais  R'  und  Theilströme  durch  das  Re- 
lais R  und  durch  die  Luftleitung  Z;  auf  der  gebenden  Station  werden  daher 
beide  Relais  ansprechen  und  der  Schreibapparat  nicht  schreiben ;  auf  der 
Empfangsstation  dagegen  kann  der  aus  L  kommende  Strom  seinen  Weg  nur 
durch  das  Relais  R  nehmen,  dieses  wird  ansprechen  und  der  Schreibapparat 
schreiben ;  dabei  ist  aber  der  auf  der  Empfangsstation  durch  R  gehende 
Strom  schwächer,  wenn  daselbst  der  Taster  schwebt,  als  wenn  er  ruht.  Wenn 
endlich  beide  Stationen  zugleich  sprechen,  so  ist  in  der  Luftleitung  gar  kein 
Strom  und  nur  die  Zweigströme  durchlaufen  auf  jeder  Station  R  und  R'  zu- 
gleich. Diese  Zweigströme  sind  nun  zwar  um  so  schwächer,  je  grösser  der 
Widerstand  fV  im  Vergleich  mit  dem  Widerstände  der  Luftleitung  ist;   um 

X      f      aber  nicht  in  R  zu  verschiedene  Stromstärken  zu  er- 

P    d/V\  '  (^ji  halten   und  um   das  Verhältniss  zwischen  den  in  R 

•        ^^  I  \->^  zur  Wirkung  kommenden   und   den  überhaupt  von 

den  Linienbatterien  gelieferten   Strömen   günstiger 
zu  gestalten,  wird  man  lieber  JV  nicht  zu  gross,  da- 
für aber  R'  weniger  empfindlich  machen ,  z.  B.  die 
Esi^  Multiplicationsrollen  in  ä'  nur  aus  wenig  Windun- 

*^»&'  28.  ggjj  bestehen  lassen,  oder  vielleicht  gar  in  einer  ent- 

sprechenden Nebenschliessung  an  R"  einen  Theil  des  Stromes  die  Rollen  von 
/?'  umgehen  lassen. 

E.  In  Fig.  28  ist  zwar  wieder  die  Einschaltung  des  Schreibapparates 


" 

^ 


^ 
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nach  Fig.  22  vorauBgesetzt ,  allein  die  Linienbatterien  beider  Stationen  sind 
(im  Gegensatz  zu  der  Einschaltung  in  Fig.  19)  mit  entgegengesetzten  Polen 
an  den  Taster  geführt.  Wenn  keine  Station  spricht,  sind  die  beiden  Linien» 
batterien  nicht  geschlossen.  Wenn  blos  eine  Station  ihren  Taster  niederge- 
drückt hat ,  so  durchlaufen  auf  der  gebenden  Station  zwei  Zweigströme  die 
Relais  B  und  /^,  beide  sprechen  an  und  der  Schreibapparat  schreibt  nicht; 
auf  der  Empfangsstation  aber  geht  der  ankommende  Zweigstrom  bei  ruhen- 
dem Taster  fast  nur  durch  R ,  dieses  spricht  an  und  der  Schreibapparat 
schreibt,  bei  schwebendem  Taster  dagegen  geht  ein  schwächerer  Strom  durch 
B  und  R^  zugleich,  ersteres  muss  ansprechen,  letzteres  durch  stärkere  Feder- 
spannung  am  Relaishebel  inRuhe  bleiben,  damit  der  Schreibapparat  schreibt. 
Wenn  endlich  beide  Taster  zugleich  niedergedrückt  sind,  so  erhält  man  in 
den  Relais  B  beider  Stationen  zwei  gleich  gerichtete,  in  den  Relais  R'  aber 
zwei  entgegengesetzt  gerichtete  Zweigströme,  und  zwar  müsste  die  Differeni 
der  beiden  letzteren  so  klein  sein ,  dass  die  Relais  ff  nicht  ansprechen  und 
deshalb  dann  beide  Schreibapparate  schreiben ;  dies  wird  sich  um  so  eher 
erreichen  lassen ,  je  kleiner  der  Widerstand  Yon  a  bis  c  durch  fV  gegen  den 
Widerstand  von  a  bis  s  durch  B  ist. 

F.  Wählt  man  die  Einschaltung  des  Schreib- 
apparates nach  Fig.  23,  so  kann  man  für  das  Te- 
legraphiren mit  Ruhestrom  die  Apparate  nach 
Fig.  29  einschalten.  Wird  dabei  kein  Taster  nie- 
dergedrückt, so  sind  beide  Linienbatterien  ge-  \^ 
schlössen,  da  aber  die  Batterien  mit  gleichnami-        ^^^ 


<oW 


gen  Polen  an  die  Taster  geführt  sind,  so  ist  in  der  eJ^ 

Leitung  L  zwar  kein  Strom  vorhanden,  aber  alle 

Relais  werden  von  Strömen  durchlaufen,  allein  die  Relais  ff  haben  so  starke 
Federspannung,  dass  sie  nicht  ansprechen,  also  die  Schreibapparate  beider 
Stationen  in  Ruhe  bleiben.  Ist  ein  Taster  niedergedrückt,  so  ist  seine  Li- 
nienbatterie ausgeschaltet,  der  Strom  der  andern  Station  geht  dann  auf  der 
sprechenden  Station  nur  durch  R,  dieses  spricht  an  und  der  Schreibapparat 
schreibt  wieder  nicht,  auf  der  andern  Station  aber  geht  jetzt  ein  stärkerer 
Strom  durch  ff  und  verzweigt  sich  dann  nach  R  und  nach  Z,  es  sprechen 
daher  hier  beide  Relais  an  und  der  Schreibapparat  schreibt.  Werden  beide 
Taster  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  sind  die  Batterien  beider  Stationen 
ausgeschalten,  kein  Relais  spricht  an  und  beide  Schreibapparate  schreiben. 
Die  Ausschaltung  jeder  Batterie  tritt  hierbei  sofort  ein,  wenn  ihr  Taster  den 
Ruhecontact  verlässt. 

15.   Drei  Oegenspreoher  mit  1  Beiais  und  Ansgleiobnng  iwisoben  dem  • 
ganien  Strome  und  einem  Theilitrome. 

Bezüglich  der  unter  14.  besprochenen  Methoden  drängt  sich  die  Fra^ 
auf,  ob  sich  nicht  die  bei  ihnen  verwendeten  2  B.e\»A&  mt  ^YcÄ%.OaKt  "V^Ts^r 

ZeiUcbrin  für  MMlhetMÜk  o.  Physik.  X,  4.  "2^ 
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Wickelung  in  1  Relais  mit  doppelter  Umwickelang  vereinigen  lassen.  Bei 
näherer  Untersuchung  zeigt  sich ,  dass  dies  heim  Telegraphiren  mit  Ruhe- 
strom und  der  Einschaltung  nach  Fig.  20  nicht  geht,  wenn  man  nicht  den 
Schreihapparat  so  einschaltet,  dass  er  schreibt,  wenn  der  Relabhebel  am 
Euhecontact  liegt,  und  dass,  wenn  die  eine  Station  den  Taster  niederdrückt, 
der  von  der  fremden  Station  kommende  durch  W  gehende  Strom  das  llelais 
der  ersten  Station  noch  ansprechen  lässt,  während  auf  jener  fremden  Station 
doch  die  Ausgleichung  zwischen  dem  dort  durch  fT,  gehenden  Theilstrome 
und  dem  ganzen  Strome  so  vollkommen  ist,  dass  dort  der  Eelaishebel  an  den 
Ruhecontact  zurückgeht.  Die  aus  Fig.  28  und  Fig.  26  sich  ergebenden  Ein- 
schaltungen stimmen  wesentlich  mit  der  Einschaltung  Fig.  7  von  Frischen 
überein ;  auch  Fig.  27  unterscheidet  sich  von  letzterer  nur  rücksichtlich  der 
Einschaltung  der  Batterie  am  Taster.  Aus  Fig.  25  und  27 
aber  erscheinen  die  zwei  in  Fig.  30  und  31  skizzirten  Ein* 
Schaltungen ,  welche  mit  der  aus  Fig.  20  sich  ergebenden 
die  Eigenthümlichkeit  gemeinschaftlich  haben ,  dass  der 
fortgehende  Strom  im  eigenen  Relais  sich  mit  dem  einen 
seiner  Theilstrome  ausgleichen  muss,  wobei  eine  Verän- 
derlichkeit des  Widerstandes  der  Luftleitung  möglicher 
Weise  minder  störend  auf  das  Gegensprecheu  einwirken 
kann ,  als  wenn  die  Ausgleichung  zwischen  den  2  Zweig- 
strömen erfolgen  muss. 

Bei  der  Einschaltung  nach  Fig.  30  seien  die  Batterien 
beider  Stationen  mit  gleichnamigen  Polen  an  den  Taster 
geführt  und  es  mögen  die  Innern  Windungen  |mal  so 
zahlreich  sein,  als  die  äusseren.  Der  Widerstand  /^^' sei 
dem  Widerstände  der  Luftleitung  gleich  und  der  Wider- 
stand der  Batterie  werde  vernachlässigt.  So  lange  kein 
Taster  niedergedrückt  ist,  sind  beide  Batterien  ofien.  Ist  ein  Taster  nieder- 
gedrückt, so  bleibt,  jenachdem  der  Taster  der  andern  Station  ruht  oder 
Hchwebt,  auf  der  gebenden  Station  im  Relais  die  magnetisirende  Kraft 
1  —  ^  .  i^^  —  ^  oder  I  —  f  .  J=  +  iV»  *^^  ^®^  Empfangsstation  dagegen 
J.  i-r.  ^*  oder  1 .4  -~  iV?  ^^^  entsprechender  Federspannung  wird  in  beiden 
Fällen  dns  Relais  der  gebenden  Station  nicht  ansprechen,  das  Relais  der 
Knipfangsstation  dagegen  den  Schreibapparat  schreiben  lassen.  Werden 
beide  Taster  niedergedrückt,  so  ist  bei  genügender  Isolirung  in  der  Luftlei- 
tung gar  kein  Strom,  aber  auf  beiden  Stationen  wird  die  äussere  Umwicke- 
lung  undderWiderstnnd  /f 'durch  einen  Strom  ^  durchlaufen  und  dessen  magne- 
tisirende Kraft  ist  ebenfalls  -~i,  weshalb  beide  Relais  ansprechen.  Lässt 
der  eine  Taster  los,  so  sinkt  während  seines  Schwebens  die  magnetisirende 
Kraft  in  dem  Relais  seiner  Station  von  ^  auf  -j*^,  auf  der  andern  von  4  anf 
ij  herab,  es  wird  daher  ersteres  Relais  seinen  Anker  angezogen  erhalten, 
letzteres  loalnsseu. 
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Aehnlich  sind  die  Erscheinungen,  wenn  man  bei  der  Einschaltung  nach 
Fig.  31  die  Zahl  der  innern  Windungen'  '/mal  so  gross  macht,  als  die  Zahl 
der  äussern  Windungen.  Ist  blos  ein  Taster  niedergedrückt,  so  ist  bei  ru- 
hendem zweiten  Taster  die  magnetisirende  Kraft  im  Relais  der  gebenden 
Station  l  —  \*  .  J=±^\j^,  auf  der  Empfangsstation  \^  ,  4  =  ]^;  während  der 
andere  Taster  schwebt,  ist  die  magnetisirende  Kraft  auf  der  gebenden  Sta- 
tion I  —  '/.4'=r(r>  *'^^  der  Empfangsstation  dagegen  V  'i^ili  ^^  beiden 
Fällen  soll  das  Relais  der  erstem  Station  in  Ruhe  bleiben,  das  der  letztem 
ansprechen.  Sind  beide  Taster  niedergedrückt,  so  ist  wieder  in  beiden  Re- 
lais ein  Strom  von  der  halben  Stärke  und  der  magnetisirenden  Kraft  ^  Yor- 
handen  und  auf  diesen  müssen  beide  Relais  ansprechen. 

16.  Oegensprecher  ohne  Zweigströme  und  oline  Ansgleicbungsbatterien. 

Die  in  9.  besprochene  und  in  Fig.  14  skizzirteEinschaltungvonSchaack 
veranlasste  mich  Anfang  November  vorigen  Jahres,  zu  untersuchen,  ob  sich 
nicht  eine  Einschaltung  angeben  liesse,  bei  welcher  die  Batterien  vollständig 
ausgenutzt' und  kein  Theil  des  von  ihnen  gelieferten  Stromes,  sei  es  in  einem 
Zweigstromkreise,  oder  sei  es  im  Schliessungskreise  einer  Ausgleichungs- 
batterie,  für  das  Telegraphiren  verloren  ginge,  vielmehr  der  ganze  Batterie- 
strom durch  die  Luftleitung  nach  der  andern  Station  entsendet  würde.  Bei 
einer  Einschaltung  nach  Fig.  32 
dürfte  dies  erreichbar  sein.  Die  Re- 
lais R  und  ff,  haben  gewöhnliche  An- 
ker aus  weichem  Eisen;  die  innere, 
einerseits  mit  der  Luftleitung,  andrer- 
seits mit  der  Axe  des  Tasterhebels 
verbundene  Lage  der  doppelten  üm- 
wickelung  der  Elektromagnetkerne 
des  Relais  hat  doppelt  so  viel  Win- 


rtti^E 


Fig.  32. 


E.> 


düngen,  als  die  äussere  Lage,  welche  einerseits  mit  der  Erde,  andrerseits 
mit  dem  einen  Batteriepol  verbunden  ist.  Die  Telographirbatterien  beider 
Stationen  sind  mit  entgegengesetzten  Polen  an  den  Arbeitscontact  des  Ta- 
sters geführt.  So  lange  kein  Taster  niedergedrückt  ist,  also  beide  ruhen 
oder  schweben,  ist  keine  Batterie  geschlossen  und  kein  Relais  spricht  an. 
Ist  blos  ein  Taster  niedergedrückt,  z.  B.  T,  so  ist  dessen  Batterie  geschlos- 
sen und  ihr  Strom  durchläuft  beide  Windungen  von  R  (aber  in  entgegenge- 
setzter Richtung),  die  Luftleitung  L  und  die  Innern  Windungen  von  Ri]  auf 
der  Empfangsstation  wird  daher  das  Relais  Rt  ansprechen,  während  auf  der 
gebenden  Station  nur  die  Hälfte  der  magnetisirenden  Kraft  des  Stromes  in 
R  wirksam  bleibt  und  die  Abreisfeder  dieses  Relais  so  stark  gespannt  sein 
muss,  dass  es  auf  diese  Kraft  nicht  anspricht.  Sind  beide  Taster  gleichzei- 
tig niedergedrückt,  so  ist  eine  Batterie  und  eine  äussere  Relaisumwickelung 
eingeschaltet,  der  Widerstand  also  nicht  viel  f;;clSM^t^  «Xä  ^^xi-aX^ö^  «o^ 
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Taster  niedergedrückt  ist,  und  deshalb  ist  jetzt  der  Strom  fast  doppelt  so 
stark  als  vorher,  die  magnetisirende  Kraft  in  beide  Beiais  ist  ebenfalls  fast 
verdoppelt  nnd  beide  Beiais  sprechen  an.     Wenn  endlich  blos  ein  Taster 
niedergedrückt  ist  nnd  der  andere  schwebt,  so  ist  keine  Batterie  geschlossen, 
da  die  Leitung  unterbrochen  ist;  um  nun  ein  Zerreissen  der  Zeichen,  ein 
Auflösen  der  Striche  in  Punkte  zu  verhüten,  muss  die  Zeit  des  Schwebenf 
möglichst  verkürzt  werden ;  man  kann  dem  Taster  federnde  Contacte  gehen, 
oder  etwa  auch  dem  Taster  eine  Einrichtung  geben,  wie 
m     d^P^    f.     Fig.  83  zeigt.     Die  Einschaltung  des  Tasters  deuten  die 
y  Lj        [  Buchstaben  m  und  e  in  Fig.  32  und  33  an.     Dabei  ist  der 

»  i'J   bA*         mit  dem  Arbeitscontacte  versehene  Arm  des  Tasterhebels 
Fig.  33.  fib  kürzer,  als  der  andere  Arm,  welcher  bei  b  eine  Stell- 

schraube zur  Begulirung  des  Hubes  und  einen  ebenfalls 
stellbaren  Stift  c  trägt;  letzterer  hebt  beim  Niederdrücken  des  Tasters  den 
durch  eine  Feder  f  auf  den  Contact  bei  d  aufgedrückten  Hebel  de  zur  rech* 
ten  Zeit  schnell  von  diesem  Contacte  los.  Bei  dieser  Anordnung  genügt  ein 
kleines  Niedergehen  des  Tasters  bei  a,  um  bei  d  den  Hebel  de  merklich  ab- 
zuheben. Jedenfalls  aber  muss  dieses  Abheben  dem  Auftreffeu  des  Taster- 
hebels auf  dem  Arbeitscontacte  ein  wenig  vorausgehen,  damit  ein  kurzer 
Schluss  der  Batterie  durch  die  äussere  Windungslage  verhütet  werde,  weil 
dieser  das  eigene  Beiais  ansprechen  lassen  würde.  Sind  beide  Taster  nie- 
dergedrückt und  wird  dann  der  eine  losgelassen,  so  verschwindet  der  Strom 
in  dem  Beiais  der  andern  Station  nicht  ganz ,  sondern  er  wird  nur  schwä- 
cher; der  Hebel  dieses  Beiais  wird  deshalb  um  so  leichter  haften  bleiben, 
anstatt  in  die  Buhelage  zurückzugehen,  je  mehr  von  dem  Strome  unterwegs 
durch  Ableitungen  verloren  gegangen  ist  und  je  mehr  die  Windungen  in 
der  äussern  Lage  denen  in  der  innern  Lage  an  Zahl  gleich  kommen.  Je 
zahlreicher  aber  umgekehrt  die  Windungen  der  äussern  Lage  im  Verhältniss 
zu  denen  der  innern  Lage  kommen,  desto  näher  rücken  sich  wieder  die  Strom- 
stärken, auf  welche  das  Beiais  beim  Niederdrücken  eines  Tasters  ansprechen 
soll  oder  nicht.  Wenn  nun  auch  im  Ganzen  bei  dieser  Einschaltung  eine 
Veränderlichkeit  der  Widerstände  in  der  Luftleitung  um  so  weniger  störend 
auf  das  Gegensprechen  einwirken  kann,  weil  stets  der  ganze  Strom  der  Bat- 
terie die  Linien  durchläuft  und  deshalb  auch  bei  gleich  kräftigen  Batterien 
stärkere  Ströme  auf  der  Empfangsstation  ankommen,  nls  bei  anderen  Ein- 
schaltungen zum  Gegensprechen,  so  wird  doch  diese  Einschaltung  nur  an- 
wendbar sein,  wenn  die  absolute  Grösse  des  Stromverlustes  durch  die  Ablei- 
tungen oder  Nebenscliliessungen  auf  der  Leitung  eine  gewisse  Grenze  nicht 
überschreiten. 

Obwohl  nun  der  in  Fig.  33  skizzirte  Taster  die  Gefahr  des  Zerreissens 
wesentlich  vermindert,  so  beseitigt  er  sie  doch  nicht  vollständig.  Dieselbe 
lässt  sich  aber  völlig  beseitigen,  wenn  man  den  Taster  so  einzuschalten  ver- 
sucht,  äass  die  Telegraphirbatterie  kurz  geschlossen  ist,  so  lange  der  Taster 
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ruht.  Der  Taster  T  muss  dann  einen  doppelten  Rnliecontact  3  und  4  erhal- 
ten, während  der  Arbeitscontact  1  des  gewöhnlichen  Tasters  nicht  gebraucht 
wird.  So  lange  der  um  die  Axe  2  drehbare  Tasterhebel  auf  den  beiden 
Contacten  3  und  4  aufliegt,  ist  die  Telegraphirbatterie  B  über  2  und  4  kurz 
geschlossen  und  deshalb  tritt  während  dieser  Zeit  nur  ein  unmerklich  schwa- 
cher Strom  von  B  in  die  Telegraphenleitung.  Wird  dagegen  der  Taster 
niedergedrückt  und  dadurch  der  kurze  Schluss  beseitigt,  und  zu  gleicher 
Zeit  auch  die  Verbindung  zwischen  3  und  4  aufgehoben ,  so  sendet  die  Bat- 
terie B  ihren  Strom  zunächst  durch  die  inneren  Windungen  des  wiederum 
mit  einer  doppelten  Umwickelung  versehenen  Relais  R  in  die  Leitung  der 
Empfangsstation,  durch  die  Erde  nach  der  telegraphirenden  Station  zurück 
und  hier  nun  noch  in  der  entgegengesetzten  Richtung  durch  die  nur  halb 
so  viele  Windungen  enthaltende  äussere  Umwickelung  des  Relais  zu  dem 
anderen  Batteriepol  zurück.  Es  ist  durchaus  nothwendig,  dass  beim  Nieder- 
drücken des  Tasters  entweder  die  Verbindungen  zwischen  2,  3  und  4  des 
Tasters  ganz  gleichzeitig  abgebrochen  werden,  oder  dass  doch  zuerst  3  aus- 
ser Verbindung  mit  4  und  2  kommt  und  zwar  gleichzeitig,  weil  sonst  eine 
Zeit  lang  der  Strom  blos  durch  die  innere  oder  blos  durch  die  äussere  Um- 
wickelung des  Relais  der  eigenen  Station  gehen  würde  und  die  nach  der 
anderen  Station  gegebenen  Zeichen  auf  dem  eigenen  Relais  erscheinen  las- 
sen könnte.  Dagegen  schadet  es  nichts,  wenn  4  und  2  auch  noch  eine  kurze 
Zeit  hindurch  in  Berührung  bleiben ,  nachdem  3  schon  ausser  Verbindung 
mit  4  und  2  gebracht  ist;  dadurch  wird  nämlich  nur  der  kurze  Schluss  etwas 
später  beseitigt,  und  so  der  Strom  auch  etwas  später  in  die  Leitung  gesendet. 
Daraus  geht  hervor,  dass  man  den  Taster  auf  zwei  verschiedene  Wei- 
sen einrichten  kann.  Entweder  man  bringt  an  3  und  4  Contactfedem  an, 
die  sich  nicht  berühren,  deren  Spiel  durch  Stellschrauben  regulirt  wird,  und 
auf  welche  sich  der  durch  eine  entsprechend  gespannte  Feder  in  seiner 
Ruhelage  erhaltene  metallene  Tasterhebel  zugleich  auflegt,  um  sie  unter  sich 
und  mit  der  Tasteraxe  zu  verbinden.  Oder  man  bringt  blos  an  4  eine  Con- 
tactfeder  an ,  welche  durch  den  metallenen  Tasterhebel  auf  den  Contact  3 
niedergedrückt  wird  und  dabei  mit  2  und  3  zugleich  in  leitende  Verbindung 
tritt;  auch  hier  giebt  man  der  Contactfeder  durch  eine  Stellschraube  eine 
sehr  kurze  Bewegung,  so  dass  sie  dem  beim  Telegraphiren  aufgehenden  Arm 
des  Tasterhebels  nur  ein  sehr  kleines  Stück  folgen  kann.  In  der  übrigen 
Einrichtung  und  Ausrüstung  der  beiden  Stationen  ist  nichts  geändert.  Die 
Batterien  sind  wieder  mit  entgegengesetzten  Polen  an  die  Taster  geführt, 
und  zwar  mit  dem  einen  Pole  an  die  Tasteraxen,  mit  dem  anderen,  zugleich 
mit  dem  einen  Ende  der  äusseren  Umwickelung  des  Relais  verbundenen 
Pole  an  Punkt  4.  Das  andere  Ende  der  äusseren  Umwickelung  ist  wieder 
mit  3  und  der  Erde  verbunden,  die  beiden  Enden  der  inneren  Umwickelung 
wieder  mit  der  Tasteraxe  2  und  mit  der  Luftleitung.  Eine  Skizze  dieser 
Einschaltung  gab  ich  im  polytechn.  Centralbl.  (1805,  S.  418). 
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V.    Die  Doppeltelegraphie. 

(Zweite  Abtheilung  ) 

n.     Das   Doppelsprechen. 

Für  das  Doppelsprechen  stellen  sich  die  Bedingungen  etwas  anders,  als 
für  das  Gegensprechen.  Zwar  sind  auch  heim  Doppelsprechcn  in  heiden 
Stationen  2  vollständige  Apparatsysteme  vorhanden,  2  Empfangsapparate 
und  2  Zeichengeher,  allein  die  Vertheilung  derselben  unter  die  beiden  tele- 
graphirenden  Stationen  ist  beim  Doppelsprechen  eine  andere,  als  beim  Ge- 
gensprechen. Während  bei  letzterem  auf  jeder  Station  ein  Empfangsappa- 
rat und  ein  Zeichengeher  aufgestellt  ist;  müssen  beim  Doppelsprechen  die 
beiden  Zeichengeber  auf  der  einen  Station  (der  gebenden  oder  sprechenden) 
und  die  beiden  Empfangsapparate  auf  der  zweiten  (der  empfangenden)  Sta- 
tion, aufgestellt  werden.  Deshalb  sind  auch  die  zu  betrachtenden  und  zu 
untersuchenden  UauptfäUe  der  Stromlauf  und  Stromwirkungen  während  des 
Doppelsprechens  etwas  anders,  als  beim  Gegensprechen.  Es  ist  nämlich 
bei  ersterem  nicht  genug,  dass  2  Zeichen  zugleich  durch  die  Leitung  gehen 
oder  doch  auf  der  Empfangsstation  auf  2  verschiedenen  Apparaten  zum  Vor- 
schein kommen  können,  sondern  es  muss  auch  jedes  mit  demselben  Taster 
gegebene  Zeichen  stets  auf  demselben  Empfangsapparate  erscheinen.  Die 
zunächst  hervortretenden  Fälle  sind  also :  es  wird 

1.  kein  Zeichen, 

2.  blos  ein  Zeichen  des  ersten  Telegramms, 

3.  „      „         „  „    zweiten        „ 

4.  ein  Zeichen  des  ersten  und  des  zweiten  "^rdegramms  zugleich 
gegeben,  und  in  diesen  4  Fällen  müssen  die  elektrischen  Ströme  sowohl  auf 
der  sprechenden  Station,  als  auch  und  ganz  besonders  auf  der  Empfangssta- 
tion wesentlich  von  einander  verschiedene  Erscheinungen  und  Wirkungen 
hervorbringen.  Auch  hierbei  darf  beim  Schweben  des  einen  Tasters  die 
Linie  nicht  für  einen  inzwischen  von  dem  andern  Taster  zu  sendenden  Strom 
unterbrochen  sein,  oder  auf  der  Empfangsstation  ein  Wechsel  in  den  Schlies- 
sungsapparaten oder  den  Schliessungsweisen  des  Localstroms  eintreten,  da 
sonst  die  Schrift  leicht  zerrissen  werden  kann.  Zum  Hervorbringen  der 
nöthigen  drei  verschiedenen  Stromwirkungen  reichen  Ströme  von  blos  ver- 
schiedener Richtung,  aber  gleicher  Stärke  nicht  aus;  denn  sendet  der  erste 
Taster  eitien  Strom  +S  in  die  Leitung  und  der  zweite  Taster  einen  Strom 
—  S,  so  wird  beim  gleichzeitigen  Niederdrücken  beider  Taster  gar  kein  Strom 
in  der  Leitung  vorhanden  sein  und  sich  dabei  demnach  die  nämliclie  Wir- 
kung ergeben,  als  wenn  gar  kein  Taster  niedergedrückt  wäre.  Man  muss 
daher  beim  Doppelsprechen  Ströme  von  verschiedener  Stärke  anwenden,  die- 
selben können  aber  entweder  gleiche  oder  verschiedene  Richtung  haben. 
Versuche,  zwei  verschiedene  Elektricitäten  beim  Doppelsprechen  zu  be- 
nutzen, wurden   zwar  gemacht,   Hessen   aber  keine  befriedigende  Lösung 
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lioffon.  So  versuchten  Siemens  &  Ualske  (sielie  unten) eine  gleichzeitige 
Vorwendung  von  Inductionsströmeu  und  galvanischen  Strömen.  In  den 
Annnh'S  ttih'yraphvfucs  (I8()l,  S.  14li)  ferner  findet  sich  ein  Vorsclilag  zur  Be- 
nutzung doK  verschiedeneu  VerhaUens  der  galvanischen  Elektricität  und  der 
ElektricitJlt  von  hoher  Spannung,  nKmlich  des  mit  Glück  hei  den  Blitzahlei- 
tern  für  die  Telegraphen  verwertheten  Unterschiedes,  dass  Elektricität  von 
hoher  Spannung 'zwischen  Spitzen  auf  merkliche  Entfernung  überspringt, 
wahrend  die  galvanische  dies  nicht  tliut.  Dieser  Vorschlag  ging  dahin,  einen 
dicken  Leitungsdraht  an  beiden  Enden  in  einen  feinen  Draht  von  grossem 
Widerstände  enden  zu  lassen,  und  in  diesen  Draht  eine  Batterie  und  einen 
Empfangsapparat  einzuschalten;  würde  man  nun  dem  dicken  Drahte 
2  Spitzen  gegenüberstellen,  von  denen  die  eine  (auf  der  Empfangsstation) 
mit  der  Erde,  dit  andere  (auf  der  gehenden  Station)  mit  einer  Elektricitäts  • 
quelle  von  hoher  Spannung  z.  B.  mit  einer  Leydener  Flasche  oder  einer 
Ruhmkorffschen  Maschine  verbunden  ist,  so  würde  man  aus  den  Spitzen 
Funken  erbalten  und  aus  diesen  ein  Alphabet  zusammenstellen  können,  ohne 
die  auf  den  gewöhnlichen  Apparaten  mit  galvanischer  Elektricität  geführte 
Correspondenz  zu  stören. 

Weit  grösser  und  chnrakteristischer,  als  der  Unterschied  rücksichtlich 
der  beim  Doppelsprechen  verwendeten  Ströme,  ist  die  Verschiedenheit, 
welche  die  einzelnen  Methoden  des  Doppelsprechens  in  Bezug  auf  die  Em- 
pfangsapparate zeigen.  Um  diese  Verschiedenheiten  scharf  hervortreten  zu 
lassen ,  folgt  eine  eingehendere  Beschreibung  der  einzelnen  Methoden  und 
zwar  zunächst  der  blos  für  das  Doppelsprechen  angegebenen  Eiujschaltun- 
gen,  während  die  für  das  Doppel-  und  Gegensprechen  zugleich  anwendbaren 
Einrichtungen  später  (unter  IV)  beschrieben  werden  sollen. 

L    Doppel tprecher  von  Stark. 

Dr.  J.  B.  Stark,  Vorstand  des  k.  k.  Telegraphen -Centralamtes  in 
Wien,  theilte  den  15.  September  1855  der  Rcdaction  der  Zeitschrift  des 
deutsch -österr.  Telegraphen -Vereins  brieflich  eine  Lösung  der  Aufgabe  des 
Doppelsprechens  mit,  und  dem  darauf  eingesandten ,  vom  31.  October  1855 
datirten  (in  der  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  S.  220  flf.  abgedruckten)  Aufsatze 
ist  Folgendes  entnommen : 

A.  Die  auf  der  Empfangstation  hervorzubringenden  3  verschiedenen 
Wirkungen  beim  Niederdrücken  des  ersten,  des  zweiten  oder  beider  Taster 
werden  durch  Ströme  von  gleicher  Richtung,  aber  von  verschiedener 
Stärke  hervorgebracht.  Um  die  3  verschieden  starken  Ströme  in  die  Lei* 
tnng  senden  zu  können,  giebt  Dr.  Stark  dem  einen  Taster  eine  etwas  ver- 
änderte Einrichtung;  er  bringt  nämlich  an  dem  Taster  T^  noch  eine  Vor- 
richtung an ,   durch  welche  eine  bei  der  Buhelage  des  Hebels  bestehende 
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Verbindnng  zwischen  den  Klammem  4  und  5  dieses  Tasters  (Fig.  34)  beim 

y  Niederdrücken  des  Hebels  aufgehoben  und 
dafür  eine  Verbindung  zwischen  den  Ellam- 
mem  4  und  0  hergestellt  wird.  Es  kann  zu 
diesem  Zwecke  am  Hebel  ein  Schraubenstift 
mit  einem  isolirenden  Ansätze  angebracht 
sein,  der  in  der  Ruhelage  des  Hebels  eine  an 
der  unteren  Fläche  des  Tasterbretts  befestigte 
"^)Hg)  Feder  /,  welche  übergreifend  an  dem  Metall- 

streifen  tn  anliegt,  berührt,  ohne  auf  sie  zu 
drücken,  beim  Niederdrücken  des  Hebels  aber 
die  Feder  f  von  dem  Metallstreifen  m  weg  und 
an  das  darunter  liegende  Metallstück  tn  andrückt,  und  so  die  leitende  Ver- 
bindung zwischen  4  und  5  aufhebt  und  zwischen  4  und  6  herstellt.  Denkt 
man  sich  nun  drei  Zink-Kupfer-EIemente  a,  6,  c  auf  die  gewöhnliche  Weise 
mit  einander  verbunden,  ausserdem  aber  noch  das  Kupfer  von  a  mit  der  Klemme 
1  des  Tasters  Tj,  das  Zink  von  a  mit  der  Klemme  5  am  Taster  T,,  das  Kupfer  von  6 
mit  der  Klemme  1  von  T^  und  endlich  das  Zink  von  c  mit  6  in  Verbindung,  so  ist 
das  Zink  von  a,  so  lange,  als  der  Hebel  des  Tasters  T^i^icht  niedergedrückt  wird, 
mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung,  und  der  Taster  T,  giebt  niedergedrückt 
den  Strom  des  Elementesa  in  die  Leitung  Z.  Da  hingegen  beim  Niederdrücken 
des  Tasters  T,  das  Zink  von  c  über  m'  und  /"mit  der  Erdplatte  in  Verbindung 
tritt  und  die  Verbindung  zwischen  a  und  der  Erde  aufgehoben  wird,  so  giebt 
der  Taster  J,  allein  den  Strom  der  Elemente  b  und  c,  welcher  durch  den 
auf  dem  Ruhecontact  liegenden  Theil  des  Hebels  von  T,  in  die  Leitung 
geht.  Werden  endlich  beide  Taster  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  giebt 
der  Taster  T,  den  Strom  aller  3  Elemente,  da  jetzt  von  der  Klemme  2  in 
r,  kein  Strom  austreten  kann  und  da  das  Zink  von  a  nicht  mehr  mit  der 
Erde  in  Verbindung  steht,  weil  die  Berührung  zwischen  f  und.  m  in  T,  nicht 
mehr  statt  hat.  Ein  von  der  andern  Station  etwa  ankommender  Strom 
kann,  während  beide  Taster  ruhen,  aus  L  über  2  und  3  in  Ji  und  7,  durch 
ein  Relais  B  nach  der  Erde  i?  seinen  Weg  nehmen. 

Man  wird  auf  solche  Weise  durch  die  Anwendung  entsprechender  Ele- 
mentgruppen für  beide  Taster  in  den  gedachten  3  Fällen  Ströme  erbalten 
können,  die  durch  ihre  verschiedene  Stärke  5, ,  5,,  S,  auf  die  Apparate  der 
Empfangsstation  verschieden  einzuwirken  im  Stande  sind,  und  man  wird 
diese  Apparate  nur  so  zu  wählen  und  einzurichten  haben,  dass  der  eine 
Morse-Schreibapparat  ^/,  nur  die  auf  dem  Taster  T^,  der  andere  /I/2  dagegen 
nur  die  auf  dem  Taster  J,  gegebenen  Zeichen  aufschreibt.  Dazu  werden 
ausser  den  2  Schreibapparaten  noch  3  Relais,  und  zwar  1  mit  einfacher 
Umwickclung  und  2  mit  Doppelwindungen  verwendet.  Da  nämlich 
beim  alleinigen  Niederdrücken  des  Tasters  T,  ein  Strom  von  der  Stärke  5„ 
und  wenn  derselbe  mit  Ti  gleichzeitig  niedergedrückt  wird ,  ein  Strom  von 
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der  Stärke  5,  dnrch  die  Leitung  gebt,  so  darf  man  nur  das  zu  M^  (oder  J,) 
gehörige  Belais  7?t  der  Empfangsstation  so  stellen  oder  seine  Feder  so  span- 
nen, dass  sein  Hebel  von  den  Stromstärken  5,  und  ^3,  nicbt  aber  von  S^  be- 
wegt wird  und  die  Localbatterie  schliesst.  Der  mit  R%  verbundene  Morse 
itff  wird  dann  jedes  auf  T^  gegebene  Zeichen  aufschreiben,  während  die  auf 
7i  allein  gegebenen  Zeichen  auf  ihm  nicht  erscheinen. 

Damit  nun  auch  der  zweite  Morse  M^  nur  die  auf  T^  gegebenen  Zeichen 
schreibe  oder  mittelbar  durch  die  Stromstärken  5,  und  5,,  nicht  aber  durch 
5,  in  Thätigkeit  gesetzt  werde,  kann  man  mit  demselben  zwei  Relais  Ri  und 
iRs  in  Verbindung  setzen,  die,  wie  beim  Telegraphiren  mit  Ruhestrom,  in 
derjenigen  Lage  des  Relaishebels,  wo  derselbe  nicht  angezogen  ist,  sondern 
die  obere  Contactschraube  berührt,  die  Localbatterie  schliessen,  und  welche 
über  der  gewöhnlichen  Multiplication  eine  Lage  Windungen  aus  etwas  stär- 
kerem Drahte  besitzen.  Lässt  man  nun  durch  die  äussern  Windungen  des 
Belais  /?t  einen  constanten  Strom  gehen,  der  auf  die  Eisenkerne  eine  gleiche, 
aber  bezüglich  der  Pole  entgegengesetzte  Wirkung  wie  der  Strom  von  der 
Stärke  5i  ausübt,  so  wird  die  constante  Anziehung  des  Hebels,  so  oft  der 
Taster  Tf  allein  niedergedrückt  ist,  aufgehoben,  folglich  der  Hebel  sich  an 
die  obere  Contactschraube  anlegen,  die  Localbatterie  schliessen  und  der 
Morse  Afj  giebt  Schrift;  durch  die  überwiegende  Wirkung  von  S^  und  S^  da- 
gegen bleibt  der  Hebel  von'/?]  angezogen*)  und  schliesst  die  Localbatterie 
nicht,  sofern  T^  allein  oder  Tx  und  T^  zugleich  niedergedrück  werden.  Durch 
die  äussern  Windungen  des  Relais  R^  endlich  geht  ein  constanter  Strom,  des 
sen  magnetische  Wirkung  auf  die  Kerne  jener  von  S^  gleich  und  entgegen- 
gesetzt ist ;  werden  also  T^  und  T,  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  werden  die 
Hebel  von  Rx  und  R^  angezogen,  der  Hebel  von  R^  dagegen  geht  an  den 
Huhecontact,  schliesst  die  Localbatterie  und  setzt  den  Schreibapparat  Af|  in 
Gang.  Dieser  Schreibapparat  wird  sonach  nur  bei  den  Stromstärken  S^  oder 
S^  durch  die  Relais  Ri  oder  R^  in  Bewegung  gesetzt,  nicht  aber  bei  der 
Stromstärke  ^t ;  er  schreibt  also  blos  die  mit  T^  gegebenen  Zeichen  auf. 

B.  Derselbe  Zweck  dürfte  sich  auch  auf  folgende  Weise  erreichen  las- 
sen: Man  schalte  in  die  Leitung  zwei  Belais  Ri  und  R^  hintereinander 
ein,  von  denen  aber  nur/?,  eine  zweite  Multiplication  hat.  Diebeiden 
Belais  sind  so  eingestellt,  dass  R^  auf  die  Stromstärken  S,  und  iS,,  nicht  aber 
auf  ^1  anspricht ,  während  der  Hebel  von  R^  auch  durch  S^  angezogen  wird. 
Femer  steht  R^  mit  /?,  so  in  Verbindung,  dascf,  wenn  der  Hebel  des  Letzte- 
ren angezogen  ist,  ein  localer  Strom  durch  die  äussere  Multiplication  von 
Ri  geht  und  zwar  von  solcher  Stärke,  dass  er  die  Wirkung  von  5,  auch  auf  das 
Belais  Ri  aufhebt.     Zufolge  dieser  Anordnung  wird  daher  die  Stromstärke 


*)  Doch  sind  dabei  die  Pole  des  Elektromagnets  gerade  die  entgegengesetzten 
aU  bei  der  Wirkung  der  Ansglcichungsbatterie ,  und  bei  der  Umkehrung  der  Pole 
könnte  das  Relais  möglicher  Weise  seinen  Anker  momentan  loslassen.  Yergl.  Zeitschr. 
d.  TeL-Ver.  III,  8.  6. 
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iS,  das  Relais  ff,  und  den  damit  verbuD denen  Morse  Af,  in  Thätigkeit  setzen, 
hingegen  Bf  nicht;  S^  wird  eine  Anziehung  des  Hebels  von  Rf  nnd  M^  be- 
wirken, während  die  Wirkung  auf  ff,  durch  den  gleichzeitig  geschlossenen 
Localstrom  aufgehoben  wird.  S^  endlich  wird  auf  fff  und  mit  der  Differenz 
5,  —  5t  auch  auf  /?,  einwirken.  Es  wird  somit  3/,  die  mit  dem  Taster  7^, 
Ml  die  mit  dem  Taster  Ti  auf  der  andern  Station  gegebenen  Zeichen  auf- 
schreiben. 

Nach  diesen  Methoden  wird  es  aber  nicht  nur  möglich,  dass  eine  Sta- 
tion I  gleichzeitig  2  Telegramme  nach  einer  zweiten  Station  II  giebt,  sondern 
es  kann  auch  die  Station  I  gleichzeitig  2  'l'elegramme  auf  demselben  Drahte 
an  2  verschiedene,  in  derselben  Richtung  liegende  Stationen  U  und  III  mit 
oder  ohne  Translation  (Zeitschr.  d.  Tol.-Ver.  II,  S.  223)  befördern,  ja  man 
braucht  dazu  nicht  einmal  stets  auf  beiden  Stationen  sämmtliche  erwähnte 
Relais  (vergl.  C.)*  Es  lässt  sich  endlich  auch  die  Anordnung  in  der  Station  IIso 
treffen,  dass  die  Stationen  I  und  II  gleichzeitig  Telegramme  nach  III  geben 
können;  ein  Schema,  wonach  die  Anordnung  in  11  in  dioöcm  Falle  golroffen 
werden  kann,  giebt  Dr.  Stark  in  der  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  (II,  S.  224);  da- 
bei ist  nämlich  in  II  ein  Schreibapparat  Mt  aufgestellt,  welcher  die  von  I  in 
II  einlangenden  Zeichen  durch  Translation  nach  III  weiter  giebt,  also  die 
Stelle  von  Tf  in  II  vertritt,  während  das  von  II  selbst  zu  gebende  Telegramm 
mittelst  eines  Tasters  Tf  gegeben  wird,  welcher  mit  M^  in  ähnlicher  Weise 
verbunden  ist,  wie  in  Fig.  34  T,  mit  T^, 

C.  Es  ist  nicht  schwer  zu  sehen,  dass  bei  den  beiden  vorstehend  be- 
schriebenen Methoden  ein  Zerreissen  der  Schrift  auf  iV,  zu  befürchten  steht; 
denn  die  Schliessungsweise  der  Localbatterie  für  diesen  Schreibappamt 
wechselt  bei  der  crsteren  Methode,  so  oft  7,  gleichzeitig  nioderged rückt  oder 
losgelassen  wird;  bei  der  zweiten  Methode  aber  kann  ff,  auf  i^  <'»ne  kurze 
Zeit  hindurch  mit  ansprechen  und  M^  schreiben  lassen,  so  lange  nämlich,  als 
der  Relaishebel  in  fff  aus  der  Ruhelage  sich  zum  Arbeitscontaet  bewegt. 
Ausserdem  tritt  eine  kurze  Unterbrechung  der  Leitung  im  Taster  T^  ein, 
während  die  Feder  /*sich  von  m  naqb  rn  bewegt.  Bei  weiteren,  im  Februar 
1856  angestellten  Versuchen  mit  diesen  beiden  Einschaltungsweisen  stellten 
sich  denn  auch  dieselben  als  umständlich  und  nicht  zuverlässig  genug  her- 
aus; bei  fortgesetzter  Beschäftigung  mit  diesem  Gegenstande  fand  Vr.  Stark 
gegen  Ende  des  Februar  eine  vervollkommnete  und  vereinfachte  Methode, 
welche  im  Maihefte  des  Jahrgangs  1856  der  Sitzungsberichte  der  mathemat.- 
naturwissenschaftl.  Klasse  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
(Bd.  20,  S.  531)  abgedruckt  ist.  Man  kann  nach  dieser  Methode  nicht  nur 
gleichzeitig  von  einer  Station  2  verschiedene  Telegramme  an  ein  und  die- 
selbe zweite  Station  oder  an  zwei  verschiedene  in  derselben  Richtung  gele- 
gene Stationen  geben,  sondern  es  können  auch  zwei  verschiedene  Stationen 
mit  einer  dritten  vor  ihnen  liegenden  gleichzeitig  correspondiren,  ja  es  dürfte 
sich  ermöglichen  lassen,  dass  zwei  Stationen  gleichzeitig  vier  Telegramme 
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mit  einander  wechseln.  Dem  Principe  nach  würde  auch  eine  dreifache 
gleichzeitige  Corrcspondenz  in  derselben  Richtung  möglich  sein.  Wenn 
man  jedt)ch  bedenkt,  dass  bei  drei  Tastern  bezüglich  des  Zusammentreffens 
der  gegebenen  Zeichen  sieben  verschiedene  Fälle  vorkommen  können,  so- 
nach auch  sieben  verschiedene  Stromstärken  in  Anwendung  kommen  müss- 
ten,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Sache,  so  weit  getrieben,  nicht  praktisch  an- 
wendbar sein  könne. 

Die  beiden  Taster  J,  und  J, ,  mittelst  deren  die  Telegramme  gegeben 
werden,  sind  wieder  so  eingerichtet  und  mit  den  Elementengruppen  der 
Linienbatterie  verbunden,  dass,  wenn  sie  einzeln  niedergedrückt  werden, 
Ströme  von  der  Stärke  S|  oder  S^ ,  dagegen  ein  Strom  von  der  Stärke  5,  in 
die  Leitung  geht,  wenn  J,  und  T,  gleichzeitig  geschlossen  werden.  Die 
Ströme  unterscheiden  sich  ^icht  durch  ihre  Richtung,  sondern  blos  durch 
ihre  Stärken.  Man  könnte  sich  zweier  gewöhnlicher  Taster  bedienen,  um 
drei  Ströme  von  verschiedener  Stärke  in  die  Leitung  zu  senden ;  denn  man 
brauchte  nur  die  Axe  des  Tasters  Tj  mit  der  Luftleitung,  den  Arbeitscontact 
mit  dem  positiven,  den  Ruhecontact  mit  dem  negativen  Pole  der  ersten 
Battericabtheilung  und  letzteren  zugleich  mit  der  Axe  von  7*,  zu  verbinden, 
den  Arbeitscontact  von  T^  aber  mit  dem  positiven  Pole  der  zweiten  Batterie- 
abtheilung  und  endlich  den  Ruhecontact  von  T^  mit  dem  negativen  Pole  der 
zweiten  Abtheilung  und  mit  der  Erde  zu  verbinden.  Allein  dabei  würde 
beim  Schweben  des  einen  der  beiden  Tasterhebels  die  Leitung  unterbrochen 
und  mithin  auch  ein  durch  den  andern  'i'aster  abgesendeter  Strom  abgebro- 
chen, wodurch  in  der  Schrift  Lücken  entstehen.  Besser  noch  als  bei  der  in 
Fig.  34  angegebenen  Einrichtung  erfüllt  der  Taster  seinen  Zweck,  wenn 
man  ausser  der  Feder  f  noch  eine  zweite  (silberne)  Feder  ^  anbringt,  und 
diese  beim  Niederdrücken  des  Tasters  durch  eine  am  Tasterhebel  ange- 
brachte Stellschraube  auf  einen  mit  dem  Punkte  m  leitend  verbundenen  me- 
tallenen Stift  aufdrücken  lässt,  welcher  mit  seinem  untern  isolirten  Ende  auf 
der  Feder  f  ruht  und  diese  in  demselben  Augenblicke ,  wo  /*,  sich  auf  den 
Stift  auflegt,  von  m  losdrückt.  Der  Taster  T^  braucht  blos  diese  Einrich- 
tung, 7t  dagegen  noch 
die  eines  gewöhnlichen 
Tasters.  Die  Einschal- 
tung der  beiden  Taster 
zeigt  Fig.  35.  Das  Kupfer 
der  Batterieabtheilung  a 
ist  mit  der  Feder  ^  von 
Ti,    das   Zink   derselben 


mit  der  Feder  f  von  J„ 


"^0^ 


,(i)^^ 


Fig.  35. 


das  Kupfer  von  b  mit  dem 

Amboss  1,  das  Zink  von  b  mit  dem  Kupfer  in  c  und  das  Zink  von  c  mit  der 

Feder  A  von  T,  durch  Metalldrähte  verbunden;  ferner  ist  die  T^Iwwä*^ 
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von  r,  mit  der  Feder  f  in  7\,  der  Bnhecontact  8  nnd  der  Punkt  m  in  T,  un- 
ter sich  und  mit  der  Erdleitung  E  in  Verbindung  gesetzt,  ivährend  an  den 
Punkt  m  in  Tf  die  Luftleitung  L  eingeführt  ist.  Wird  nun  der  Hebel  von 
Ji  niedergedrückt,  so  tritt  durch  die  zwischen  m  und  fx  hergestellte  Verbin- 
dung ein  der  Elementengruppe  a  entsprechender  Strom  5,  in  die  Leitung 
aus,  denn  das  Zink  von  a  ist  über  /'und  m  in  J«  mit  der  Erde  in  Verbin- 
dung, mag  T,  ruhen  oder  schweben.  Wird  der  Taster  7%  allein  niederge- 
drückt, so  tritt  das  Kupfer  von  b  durch  die  hergestellte  Verbindung  zwischen 
der  Axe  2  und  dem  Arbeitscontact  1  in  T^  über  /  und  m  in  Ji  (mag  T,  ruhen 
oder  schweben)  mit  der  Luftleitung  in  Verbindung,  während  durch  die  an  m 
(dessen  Verbindung  mit  f  aufgehoben  ist)  angedrückte  Silberfeder  fx  in  T^ 
das  Zink  von  c  mit  der  Erde  in  Verbindung  tritt.  Es  geht  sonach  der  den 
Elementen  b^c  entsprechende  Strom  S^  in  die  Leitung.  Werden  endlich 
beide  Tasterhebel  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  liefern  sämmtliche  Ele- 
mente fl  -h  6  -J-  c  den  Strom  Sj,  indem  das  Kupfer  von  a  über  /l  und  m  in  7*, 
mit  der  Luftleitung  L  und  das  Zink  von  c  über  /*,  und  m  in  T^  mit  der  Erde 
in  Verbindung  treten,  während ^ie  Federn  /'in  beiden  Tastern  von  m  losge- 
gedrückt  und  die  an  sie  geführten  Drähte  isolirt  sind. 

Der  von  der  andern  Station  etwa  ankommende  Strom  nimmt,  wenn 
beide  Tasterhebel  in  der  Buhelage  sind,  seinen  Weg  von  m  und  /"in  r„  Axe  2 
und  Ruhecontact  3  in  T,  seinen  Weg  zur  Erde;  es  kann  demnach  auch  wäh- 
rend der  Correspondenz ,  nämlich  in  den  Momenten ,  wo  keiner  der  beiden 
Taster  niedergedrückt  ist,  ein  ankommender  Strom  durch  ein  zwischen  dem 
Ruhecontact  in  J,  und  der  Erdplatte  E  eingeschaltetes  Relais  gehen,  ohne 
dass  dasselbe  von  dem  von  der  eigenen  Station  abgesendeten  Strome  mit 
durchlaufen  wird. 

Auf  der  Empfangsstation  sind  3  Relais  Äi ,  !(%  und  /?,  (Fig.  35)  hinter 
einander  in  die  Leitung  eingeschaltet.  Zwei  derselben,  /?,  und  /?„  sind  der 
Art,  wie  sie  bei  dem  Morse -Apparate  gewöhnlich  im  Gebrauch  sind,  das 
dritte,  /^t,  aber  ein  sogenanntes  Translator-  oder  Doppelcontact- 
Relais.  Diese  3  Relais  werden  so  regulirt,  dass  der  Anker  von  Ex  durch 
die  Wirkung  eines  jeden  der  3  Ströme  5, ,  S,  und  5^3  angezogen  wird,  wäh- 
rend der  von  /?,  durch  5,  nnd  5^3  aber  nicht  durch  5|  und  endlich  der  von 
A3  nur  durch  S,  in  Bewegung  gesetzt  wird,  was  sich  bei  entsprechenden 
Stromdifferenzen  leicht  durch  die  gehörige  Spannung  der  Federn  und  Stel- 
lung der  Contactschrauben  erreichen  lässt.  Der  Schreibapparat  A/,  ist  mit 
7?,  und  der  Localbatterie  6,  wie  gewöhnlich  in  Verbindung  und  schreibt,  so 
oft  /?,  anspricht  d.  h.  sein  Hebel  sich  auf  die  untere  Contactschraube  auf- 
legt ;  ebenso  A/,  mit  Äj  und  6, ;  i?,  ist  gleichfalls  mit  Mx  und  61  verbunden, 
jedoch  derartig,  dass  der  Ilebel  und  der  Ständer  der  obern  Contactschraube 
von  Ä,  Theile  dieser  Localkette  bilden  und  diese  demnach  nur  dann  durch 
den  Hebel  von  Rx  geschlossen  werden  kann ,  wenn  gleichzeitig  der  Anker 
von  7?,  nicht  angezogen  ist,  mithin  der  Hebel  dieses  Relais  an  der  obern 
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Contactschraübe  anliegt  Wird  nun  der  Taster  Ti  allein  niedergedrückt,  so 
wird  durch  den  Strom  S^  der  Hebel  von  i?i  allein  angezogen,  der  Hebel  von 
JRf  bleibt  in  der  Bubelage,  die  Localbatterie  b^  wird  geschlossen  und  M^  in 
Thätigkeit  gesetzt;  es  werden  somit  die  von  Ti  gegebenen  Zeichen  unter 
Vermittelang  von  Bi  auf  Mi  allein  niedergeschrieben.  Wird  T,  allein  nie- 
dergedrückt und  der  Strom  S,  durch  die  Leitung  gesendet,  so  werden  die 
Hebel  von  Bi  und  Bf  angezogen;  da  aber  nach  Aufhebung  des  Contactes 
zwischen  dem  Relaishebel  in  Bf  und  dessen  oberer  Contactschraübe  der 
Stromkreis  von  61  unterbrochen  ist ,  obgleich  in  Bt  der  Hebel  angezogen  ist, 
so  kann  nur  Bf  die  Localbatterie  6,  schliessen  und  nur  M^  schreibt  die  auf  T^ 
gegebenen  Zeichen  nieder.  Werden  endlich  beide  Tasterhebel  gleichzeitig 
niedergedrückt,  so  werden  durch  den  Strom  5»  in  der  Leitung  alle  3  Relais- 
hebel  angezogen,  durch  Bf  und  B^  beide  Localbatterien  6,  und  61  geschlossen 
und  Mf  und  M^  schreiben  gleichzeitig  das  von  J,  und  Ji  gleichzeitig  gege- 
bene Zeichen. 

Die  auf  T^  gegebenen  Zeichen  werden  sonach  von  JKf|  entweder  durch 
Vermittelung  von  Bi  oder  Bf  ^aufgezeichnet,  je  nachdem  Tt  allein,  oder 
gleichzeitig  mit  Tf  niedergedrückt  wird;  ja  es  kann  selbst  ein  langes,  auf  Tg 
gegebenes  Zeichen  zum  Theil  durch  /^i,  zum  andern  Theil  von  Bf  hervorge- 
bracht werden.  Deshalb  müssen  aber  die  Hebel  der  Relais  Bf  und  Bf  eine 
möglichst  kleine  Bewegung  von  Contact  zu  Contact  erhalten ,  damit  nicht 
etwa  der  Sohreibapparat  Af|  beim  Uebergange  von  der  Schliessung  durch  Bf 
zur  Schliessung  durch  Bfy  oder  umgekehrt,  absetzt. 

Bei  Versuchen,  welche  Dr.  Stark  mit  dieser  Einschaltungsweise  auf  der 
Linie  Triest- Wien  anstellte,  wurden  sowohl  von  Oratz  gleichzeitig  nach 
Wien ,  wie  auch  von  Triest  und  Gratz  nach  Wien  zwei  verschiedene  Tele- 
gramme auf  demselben  Drahte  gegeben.  Triest  und  Gratz  gaben  Depeschen 
von  mehr  als  150  Worten,  die  beide  in  Wien  vollständig  gelesen  wurden,  ob- 
gleich in  Gratz  zur  Uebertragung  nur  ein  gewöhnlicher  Morse  verwendet 
wurde. 

Soll  eine  Station  I  an  zwei  verschiedene  Stationen  II  und  HI  derselben 
Linie  zwei  verschiedene  Telegramme  geben,  so  braucht  nur  die  eine  der  bei- 
den letzteren,  z.  B.  II,  die  angegebene  Einrichtung,  während  die  andere, 
III,  nur  einen  gewöhnlichen  einfachen  Apparat  nöthig  hat.  Diese  letztere 
Station  darf  nur  die  Spannfeder  an  ihrem  Relais  so  stark  spannen,  dass  der 
Hebel  durch  den  Strom  5,  nicht  angezogen  wird,  worauf  das  Relais  nur  die 
iiüt  Tf  gegebenen  Zeichen  wiedergeben  wird,  weshalb  das  für  die  Station  HI 
bestimmte  Telegramm  auf  dem  Taster  Tf  gegeben  werden  muss.  Station  U 
kann  dabei  natürlich  beide  Telegramme  aufnehmen. 

2.    Doppelipreoher  von  Siemens  ft  Halske. 

Nach  der  Veröffentlichung  der  beiden  ersten  Methoden  des  Dr.  Stark 
in  der  Zeitschrift  des  deutsch -österreichischen  Tele^ra^heiL- V^x^vdl^  V!^ 
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S.  220)  machten  Siemens  &Hal8kein  Berlin  in  derselben  Zeitschrift  (II, 
8.  296)  die  vom  21.  Januar  ISdd  datirte  Mittheilung,  „  dass  sie  schon  EU  An- 
fang des  Jahres  1855  über  das  Doppelsprechen  Versuche  angestellt  hfttten 
und  dabei  von  der  von  Dr.  Stark  mitgetheilten  Idee  ausgegangen,  jedoch 
zu  der  üeberzeugung  gelangt  wären,  dass  sich  auf  diesem  Wege  kein  prak- 
tisch brauchbares  Resultat  erreichen  lasse.  Wenn  sie  auch  die  Publicirung 
unterlassen  hätten ,  so  h&ttcn  sie  doch  auch  aus  ihren  Versuchen  kein  Ge« 
heimniss  gemacht  und  u.  A.  im  August  1855  auch  Herrn  Professor  Pouill et 
in  Paris  davon  Mittheilung  gemacht.**  Eine  Beschreibung  ihrer  Methoden 
Hessen  sie  kurz  darauf  in  Poggendorffs  Annalen  (Bd.  98,  S.  128)  folgen. 
Sie  benutzen  ebenfalls  Ströme  von  gleicher  Richtung  und  zwar  zwei 
Batterien  von  verschiedener  Stärke,  welche,  je  nachdem  der  erste,  zweite 
oder  beide  Taster  niedergedrückt  wird,  die  Ströme  Si,  S^  oder  5|  in  die  Lei- 
tung senden. 

A.  Bei  der  ersten  Einschaltungsweise  werden  auf  der  Empfangsstation 
nur  2  Relais  verwendet  und  es  stimmt  deren  Einrichtung  und  Einschaltung 
ganz  mit  der  2.  Einschaltungsweise  von  Stark  (vergl.  1,  B.)  überein,  nur 
benutzten  Siemens  &  Halske  die  Localbatterie  für  die  beiden  Schreibap- 
parate unter  Mitwirkung  eines  Rheostats  zugleich  als  Ausgleichungsbatterie 
für  das  Relais  /?|,  während  Stark  dazu  eine  besondere  Batterie  anwendete. 
Das  Resultat  der  Versuche  mit  dieser  Methode  war  ungünstig,  hauptsächlich 
weil  die  Wirkung  des  Relais  Hf  zu  träge  ist,  wenn  die  Ausgleichungsspirale 
durch  die  Localbatterie  geschlossen  ist. 

B.  Eine  zweite  Einsclialtuiigsweise  untersclieidet  sich  von  der  eben 
erwähnten  nur  dadurch,  dass  derjenige  Draht,  welcher  nach  der  zur  Aus- 
gleichung dienenden  äusseren  Multiplication  des  Relais  7?^  führt,  von  dem 
andern  Batteriepole  abgezweigt  ist,    nämlich  von  demjenigen,   welcher  mit 

den  Axen  der  beiden  Relaishebel  verbunden  ist. 
In  Folge  dessen  ist  aber  diese  äussere  Multipli- 
cation, wie  Fig.  3(5  zeigt,  stets  von  einem  Strome 
s  der  Localbatterie  b  durchlaufen  und  zwar  in 
demselben  Sinne,  in  welchem  die  Linienströme 
5,,  5,  und  ^'j  die  inneren  Windungen  des  Relais 
/?,  durchlaufen.  Dieser  Strom  5  nimmt  nun  sei- 
nen Wci?  zwar  auch  durch  den  Schreibapparat 
^/„  ist  aber,  weil  ein  entsprechender  Widerstand 
fr  eingeschaltet  ist,  so  schwach,  dass  er  weder 
Mf  noch  /?,  ansprechen  lässt.  Wenn  aber  in 
der  Leitung  noch  der  Strom  S^  vorhanden  ist,  So  summirt  sich  dessen  Wir- 
kung zu  der  des  Localstromes  s  und  beide  vereinigt  bringen  ß,  zum  Anspre- 
chen und  schliessen  dadurch  die  Localbatterie  b  durch  den  Schreibapparat 
Mi  und  dieser  schreibt.  Wird  dagegen  durch  einen  vom  Taster  7",  in  die 
Leitung  gesendeten  Strom  S^  der  Anker  des  Relais  /?,  auf  den  Arbeitscon- 
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tact  gelegt,  so  ist  die  Localbatterie  b  durch  Mf  hindurch  kurz  geschlossen 
und  der  Strom  durch  die  Ausgleichungswindungen  in  Rt  wird  dadurch  so 
schwach,  dass  der  Anker  des  Relais  R^  abfällt,  obgleich  die  innern  Windun- 
gen dieses  Relais  noch  von  S^  durchlaufen  werden;*)  es  schreibt  demnach 
durch  Sf  nur  M^.  Geht  endlich  ein  Strom  5,  =  5,  +  5^  durch  die  Leitung, 
so  werden  die  Anker  beider  Relais  angezogen,  die  Localbatterie  durch  beide 
Schreibapparate  geschlossen  und  M^  und  Mf  schreiben  zugleich. 

C.  Um  die  unzuverlässige  Neutralisation  des  Stromes  ^t  im  Relais  Rf 
zu  umgehen,  fügen  Siemens  &  Halske 
ein  drittes  Relais  R^  hinzu,  das  erst  auf 
5,  anspricht.  Bei  der  ersten  der  dafür  ge- 
gebenen Einschaltungen  (Fig.  37)  hat  der 
Schrribapparat  A/,  eine  doppelte 
Umwickelung  des  Elektromagnet  es;  die 
eine  dieser  Umwickelungen  durchläuft  der 
von  ^9,,  Sf  oder  S^  durch  /?,  geschlossene  Lo- 

calstrom,  während  die  andere,  in  deren  Stromkreis  der  Ankerhebel  von  Ä, 
mit  enthalten  ist,  beim  Ansprechen  des  Relais  Rf  nur  dann  für  den  Strom 
der  Localbatterie  b  geschlossen  wird,  wenn  der  Ankerhebel  von  R^  in  seiner 
(in  Fig.  37  gezeichneten)  Ruhelage  ist,  also  wenn  Rf  auf  Sf  anspricht,  nicht 
aber,  wenn  Rf  auf  Sf  anspricht,  denn  dann  ist  ja  gleichzeitig  mit  R^  auch  der 
Hebel  von  /?,  angezogen ;  im  ersteren  Falle  schreibt  daher  A/,  das  von  T^ 
mit  der  Stromstärke  ^t  gegebene  Zeichen  nicht  mit,  da  sich  die  beiden,  sei- 
neu Elektromagnet  in  entgegengesetzter  Richtung  umkreisenden  Zweig- 
ströme der  Localbatterie  in  ihrer  Wirkung  auf  den  Elektromagnet  aufheben; 
im  zweiten  Falle  aber  geben  Mi  und  Mf  zugleich  das  von  Tj  und  Tf  zugleich 
mit  der  Stromstärke  ^S\  gegebene  Zeichen  wieder. 

D.  Bei  einer  anderen  Ein  Schaltung  mit  3  Re- 
lais hat  der  Elektromagnet  des  Relais  Ri  eine  dop- 
pelte Umwickelung;  beide  Lagen  dersel- 
ben siniT  entgegengesetzt  gewickelt  und  der  Ver- 
einigungspunkt beider  ist,  wie  Fig.  38  zeigt,  nach 
dem  Ruhecontact  des  Hebels  im  Relais  Rf  geführt. 


W(^^ 


Fig.  38. 


B 


*)  Dazu  ist  erforderlich,  dasH  s^^S^  luerklicli  grösser  ist  als  Sf  oder  s  merklich 
grü9ffer  ais  Sf  —  5, ;  sonst  bleibt  der  Auker  haften.  —  Wollte  man  R^  so  einrichten, 
dass  sein  Ankerhcbel  nur  in  der  Rnhelage  den  Localstrom  schlieast,  so  könnte  man 
die  Einschaltung  so  wählen,  dass  s  für  gewöhnlich  den  Anker  von  /2|  angesogen  er- 
hHlt,  5,  den  Anker  abfallen  macht  und  ^f/,  durch  /{,  schliesst,  während  Sf  und  S^  den 
Anker  von  /?,  wieder  anziehen,  aber  5,  die  Localbatterie  ausser  durch  diff  auch  durch 
^t^  schliesst  und  zwar  unter  Mitwirkung  des  jetst  angesogenen  Hebels  von  /t,,  wel- 
cher sich  etwa  durch  die  Wirkung  von  Sf  sohwach  durchbiegen  (vergl.  den  Doppel- 
sjirecher  von  Wartmann  II,  5)  und  so  einen  anderweitigen  Schluss  der  Localbatte- 
rie bewirken  könnte.  Sicherer  wftre  aber  wohl  die  Anwendung  eines  dritten,  nur  auf 
8f  ansprechenden  Relais. 
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während  die  Axe  dieses  Hebels  mit  dem  nach  JR^  zu  liegenden  Ende  der 
Umwickelung  von  i?,  oder  mit  der  Umwickelang  des  Relais  i?,  leitend  Ter- 
bnnden  ist.  Wenn  nnn  blos  ein  Strom  S^  von  J,  gegeben  die' Leitung  L 
darchkreist,  so  geht  dieser  blos  durch  die  eine  Windnngslage  in  R^  und 
dann  sofort  durch  den  Hebel  des  Relais  B^  und  durch  die  Multiplications- 
rollen  in  R^  und  R^  zur  Erde  E;  R^  und  R^  sprechen  nicht  an ,  daher  wird 
nur  der  Schreibapparat  M^  durch  R^  geschlossen«  Sendet  dagegen  T^  einen 
Strom  5t  in  die  Leitung,  so  wird  auch  der  Anker  in  R^  angezogen  und  der 
Strom  5g  muss  dann  in  R^  (das  aber  möglicher  Weise  vorher  momentan  sei- 
nen Anker  anzieht)  beide  Windungen  durchlaufen,  daher  bleibt  der  von 
demselben  Strome  in  entgegengesetzter  Richtung  umströmte  Kern  von  R^ 
unmagnetisch,  der  Anker  wird  nicht  angezogen  und  M^  schreibt  nicht,  wohl 
aber  M^  durch  R^.  Genau  denselben  Weg  nimmt  ein  durch  gleichzeitiges 
Niederdrücken  der  Taster  T^  und  T^  in  die  Leitung  gesendeter  Strom  iS^, 
auf  welchen  jedoch  R^  und  R^  zugleich  ansprechen ,  wobei  R^  die  Local- 
batterie  durch  den  Schreibapparat  M^  und  R^  durch  M^  schliesst  und  somit 
Jlf^  und  M^  zugleich  schreiben. 

Siemens  &  Halske  machten  auch  den  Versuch  (Poggendorffs 
Annalen  98,  S.  132),  ob  sich  eine  mehrfache  gleichzeitige  Benutzung  dessel- 
ben Drahtes  dadurch  erzielen  lasse,  dass  man  das  eine  Telegramm  mittelst 
sehr  schnell  aufeinanderfolgender  Ströme  von  gleicher  Stärke  und  Dauer 
aber  abwechselnder  Richtung  (z.  B.  mittelst  Inductionsströme) ,  das  andere 
aber  durch  einen  schwachen  constanten  Strom  befördert;  sie  halten  aber, 
weil  die  Anwendung  zu  starker  Strome  im  Allgemeinen  unzweckmässig  ist 
und  so  schnell  wechselnde  Ströme  wegen  der  auftretenden  Ladungserschei- 
nungen nicht  auf  grosse  Entfernungen  fortgepflanzt  werden  können,  diese 
Methode  eben  so  wenig  für  eine  praktische  Anwendung  geeignet,  obwohl 
erstere  Ströme  den  Kern  eines  Elektromagnetes  nicht  magnetisiren,  wäh- 
rend sie  ein  elektrodynamisches  Relais  (z.  B.  ein  Weber*sches  Elektro- 
dynamometer  mit  Contactvorrichtung)  in  Thätigkeit  setzen,  und  obwohl  da- 
gegen der  schwache  constante  Strom  den  Elektromagnet,  nicht  aber  das 
stärkere  Ströme  bedürfende  Elektrodynamometer  zur  Wirkung  kommen 
lässt.  Endlich  haben  Siemens  &  Halske  auch  versucht  (Zeitschr.  des 
Tel.-Ver.  III,  S.  55),  die  Abstossung  gleich  stark  magnetisirter  drehbarer 
Magnete,  welche  bei  beträchtlicher  Ungleichkeit  der  Ströme  in  Anziehung 
übergeht,  bei  dem  leichtesten  Relais  zu  benutzen,  haben  indess  hiermit  we- 
niger gute  Resultate  erzielt,  wie  bei  andern  Stromcombinationen ,  bei  An- 
wendung von  3  Relais. 

3.    Doppelsprecher  von  Kramer. 

Um  Unterbrechungen  der  Leitung  während  des  Schwebens  des  einen 
Tasterhebels  gänzlich  zu  verhüten,  wendete  der  Oberlehrer  Dr.  Aug.  Kra- 
mer in  Berlin  bei  seinen,  am  13.  Februar  1866  der  Redaction  der  Zeitschrift 
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des  deutsch  -  österreichischen  Telegraphen  -  Vereins  übergehenen  Methoden 
(diese  Zeitschr.  III,  S.  56)  die  in  Fig.  39  skizzirte  Einschaltung  des  Tasters 
an,  welche  übrigens,  wie  an  der  betreffenden  Stelle  erwähnt 
wurde,  Dr.  Qintl  im  Mai  1855  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  S.  136) 
schon  ftlr  die  eine  Methode  des  Gegensprechens  mit  dem  che- 
mischen Schreibapparat  in  Vorschlag  gebracht  hatte.  Es  ist  bei 
dieser  Einschaltung  der  Rnhecontact  des  Tasters  mit  der  Luft- 
leitung L  und  dem  einen  Batteriepole,  die  Tasteraxe  mit  der 


B 


Erdleitung  E  und  dem  andern  Batteriepole  verbunden ;  es  ist  p.  ^^ 
demnach  die  Telegraphirbatterie  B  kurz  geschlossen,  so  lange 
der  Taster  ruht,  dagegen  sendet  sie  ihren  Strom  in  die  Leitung,  sobald  sich 
der  Taster  vom  Rnhecontact  entfernt  hat.  Man  erlangt  dabei  zugleich  den 
Vortheil,  dass  die  zwei  Telegraphisten  bei  dieser  Anordnung  nicht  auf  der- 
selben Station  befindlich  sein,  auch  die  beiden  Telegramme  nicht  unbedingt 
nach  derselben  Richtung  gegeben  werden  müssen,  sondern  unter  Voraus- 
setzung einer  vollständigen  Isolirung  der  Leitung  würden  von  vielen  in 
demselben  Stromkreise  befindlichen  Stationen  (von  denen  aber  jede  mit 
sämmtlichen  Apparaten  versehen  sein  muss)  immer  zwei  gleichzeitig 
sprechen  und  alle  Stationen  ohne  Ausnahme  gleichzeitig  beide  Nachrich- 
ten aufnehmen  können ,  so  dass  das  Gegensprechen  auf  demselben  Drahte 
als  ein  besonderer  Fall  der  vorliegenden  Lösung  des  Doppelsprechens  er- 
scheint. Wollte  man  also  von  der  Kraroer'schen  lÜinschaltung  zum  Ge- 
gensprechen Gebrauch  machen ,  so  müsste  wenigstens  eine  der  beiden  Sta- 
tionen mit  allen  zum  Doppelsprechen  nöthigon  Apparaten  ausgerüstet  sein, 
und  ausserdem  würden  auch  in  ihr  nicht  blos  die  von  der.  andern  Station 
ankommenden  Zeichen  zum  Vorschein  kommen,  sondern  auch  die  eigenen, 
von  ihr  ausgehenden. 

A.  Bei  der  ersten  seiner  beiden  Doppelsprechmethoden  wendet  Kra- 
mer ebenfalls  3  gleichgerichtete  Ströme  von  verschiedener  Stärke 
Äj<  Sj<  Sjj  an  und  auf  der  empfangenden  Station  3  Relais,  von  denen 
/?!  auf  alle  3  Stromstärken,  R^  nur  auf  die  Stromstärken  S^  und  1S3,  B^  end- 
lich blos  auf  5g  =  Sj  4-  S^  anspricht,  bei  Verminderung  der  Stromstärke  aber 
seinen  Anker  sogleich  wieder  loslässt. 

B.  Bei  der  andern  Methode  werden  entgegengesetzt  gerichtete 
Ströme  benutzt  und  die  Einschaltung  der  Batterien  so  gewählt,  dass  der 
Taster  Jj  einen  Strom  — S,  der  Taster  T^  einen  Strom  +25,  also  beide 
Taster  zusammen  einen  Strom  +  S  in  die  Leitung  senden.  Auf  der  Em- 
pfangsstation läuft  der  Strom  nach  einander  um  die  Elektromagnete  der 
drei  Relais  B^y  B^  und  B^  Die  Anker  von  B^  und  ^3  sind  magnetisch, 
entweder  selbst  Stahlmagnete ,  oder  durch  kräftige ,  in  der  Nähe  passend 
angebrachte  Stahlmaguetpole  magnetisch  erhaltene  Eisenstäbchen;  das  po- 
larisirte  Relais  R^  spricht  nur  auf  negative,  ^3  nur  auf  positive  Ströme  von 
jeder  Stärke  an ;  R^  ist  ein  Relais  mit  unmagnetischem  Anker  und  si^rlcKt 
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nur  anf  25  au.     Die  Schreibapparate  M^  und  M^  sind  in  die  Kreise  zweier 
Localbatterien  6|  und  b^  eingeschaltet,  wie  es  Fig.  40  zeigt;  so  lange  kein 

Strom  durch  die  Relais  geht,  ist  die  Bat- 

I ~ I ierie  b^  über  die  in  der  Ruhelage  befind- 

][  V  k^      ^  ^  ¥        T  Y  *^^V^  "       liehen  Relaishebel  ä|   und  o,  kurz  ge- 

f^  [     vy  schlössen,  sendet  also  nur  einen  so  schwa- 

M  9  I      (q)'    Im^iSI     *  eben  Zweigstrom  über  a^  durch  Mi^  das« 

^      I  '        I        ^^*r^  dieser  Schreibapparat  nicht  ansprechen 


Fig.  40.  kann.     Sendet  7i  den  Strom  — S  in  die 

Leitung,  so  spricht  B^  an,  die  Batterie  b^ 
kommt  aus  dem  kurzen  Schluss  und  sendet  nun  ihren  Strom  durch  M^ ,  so 
dass  dieser  das  auf  Jj  gegebene  Zeichen  niederschreibt.  Sendet  T^  den 
Strom  +2S  durch  die  Leitung,  so  werden  in  B^  und  B^  die  Hebel  a^nnd  a, 
angezogen,  durch  03  die  Batterie  b^  geschlossen,  weshalb  M^  schreibt,  da- 
gegen durch  a^  und  a^  sowohl  der  kurze  Schluss  der  Batterie  6| ,  als  auch 
der  Schluss  dieser  Batterie  durch  ^1  überhaupt  beseitigt,  und  Mj^  kann  nicht 
schreiben.  Werden  endlich  7,  und  Tf  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  ist 
nur  ein  Strom  +5  in  der  Leitung,  und  nur  in  A3  wird  der  Hebel  a^  ange- 
zogen ,  dadurch  wird  aber  b^  durch  M^  und  b^  durch  Mi  hindurch  geschloe- 
sen  und  jetzt  schreiben  beide  Schreibapparate. 

Wird  TV  bleibend  niedergedrückt,  während  T^  telegraphirt,  so  wechselt 
die  Stromstärke  zwfschen  +2S  und  +S\  bei  +2S  halten  Äg  und  A3  zu- 
gleich ihre  Anker  angezogen,  bei  +S  hält  ihn  nur  B^  noch  fest,  während 
B2  ihn  loslässt,  folglich  bewogt  sich  blos  a^  hin  und  her;  der  Sehreibappa- 
rat A/j  hält  den  Schreibhebel  ununterbrochen  angezogen  und  erzeugt  einen  zu- 
sammenhängenden Strich ;  in  Mi  dagegen  wird  der  Hebol  abwechselnd  angezo- 
gen und  losgelassen,  und  dieser  Schreibapparat  schreibt  die  auf  T^  gegebene 
Nachricht.  Wenn  umgekehrt  T,  bleibend  niedergedrückt  wird  und  T^  spricht, 
so  wechselt  die  Stromstärke  zwischen -|-5  und — 5,  der  Hebel  a,  bleibt  gänzlich 
in  Ruhe,  erhält  also  den  Schluss  der  Localbatterie  ununterbrochen,  wogegen  a, 
und  «3  sich  abwechselnd  bewegen.  Bei  +S  ist  a^  angezogen  und  schliesst  da 
durch  b^  durch  M^,  während  es  gleichzeitig  den  kurzen  Schluss  von  6,  be- 
seitigt, weshalb  M^  und  M^  zugleich  schreiben.  Wenn  nun  die  Stromstärke 
+  S  durch  Null  in  — S  umsetzt,  so  wird  a,  angezogen,  a^  losgelassen,  wobei 
der  kurze  Schluss  von  ö,  auch  nicht  einen  Augenblick  hergestellt  wird,  also 
M^  ununterbrochen  den  Schreibhebel  angezogen  erhält  und  in  dem  zu  schrei- 
benden Striche  nicht  absetzt,  Aehnlich  ist  es,  wenn  — S  wieder  in  +S 
umschlägt. 

4.  Doppelspreclier  von  Dnncker. 

lieber  den  Doppelsprecher  von  Duncker  findet  sich  in  den  Annales 
telegraphiques  (1861,  S.  145)  eine  kurze  aus  Du  MonceTs  revue  des  applica- 
(ions  de  releciriciie  pour  ISbl  et  iSbS  entnommene  Notiz.  Derselbe  ist  dem 
Stark'schen  ähnlich:     Zwischen   den  2  Schenkeln  eines  Elektromaguetes 
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bewegen  aich  Hämmer,  welche  die  Localbatterie  schliessen,  wenn  sie  von 
einem  der  Schenkel  angezogen  werden ;  die  Hämmer  werden  dnrch  ver- 
schieden starke  Kräfte  zurückgehalten,  so  dass  der  Erste  sich  nur  unter  der 
Wirkung  eines  Stromes  S,  der  zweite  durch  25,  der  dritte  durch  35  u.  s.  w. 
bewegen  kann;  damit  jeder  Hammer  sich  nur  bei  seiner  Stromstärke,  nicht 
aber  auch  bei  stärkeren  Strömen  bewege,  hat  Dune ker  ein  sehr  verwickel- 
tes Stromtheilnngssystem  erdacht,  mittelst  dessen  jeder  Hammer,  wenn  er 
angezogen  ist,  auf  alle  vorhergehenden  Hämmer  wirkt  und  sie  hindert,  den 
Strom  der  Localbatterie  zu  schliessen. 

S.  Doppelsprecher  von  Wartmann. 
In  den  Archives  des  sciences  physiques  et  naturelles^  decembre  1800  (vergl. 
Jnnales  te'legraphiques ,  1861,  S.  161)  giebt  Wartmann  eine  allgemeine  Lö- 
sang  nach  dem  Princip  von  Stark.  Zu  n Depeschen  braucht  die  Station  I 
n Taster;  der  erste  sendet  einen  Strom  S,,  der  zweite  einen  St^m  5,>Si, 
8«  B.  5^  =  25,,  der  dritte  einen  Strom  S^  '>S^^  z.  B.  S^=4Si  u*  &•  ^*  i"  die 
Leitung.  Sind  2  Taster  zugleich  niedergedrückt,  so  verstärken  sich  ihre 
Ströme.  Zur  Aufnahme  von  ;i  Telegrammen  braucht  die  Station  II  soviel 
Relais,  als  es  Combinationen  der  Taster  giebt,  also  2"  —  1 ;  der  Strom  durch- 
läuft alle  Kolais  zugleich  und  diese  wirken  auf  ra  Zeichenempfänger  (Schreib- 
apparate).    Fiir  n  =  2  giebt  Fig.  41  die  Anordnung.    Am  Ende  von  T^  sind 


Fig.  41. 


Ewei  Stellschrauben  a,  und  Cj,  und  zwar  ist  a^  doppelt  so  weit  von  derDreh- 
axe  f^  entfernt,  als  der  Griff /|;  in  seiner  Ruhelage  drückt  der  Tasterhebel 
die  Feder  g^  auf  den  Amboss  d^  nieder;  beim  Niederdrücken  des  Griffs  be- 
gleitet g^  die  Stellschraube  q ,  bis  g^  an  das  Knöpfchen  p^  anstösst ,  in  dem 
Momente,  in  welchem  der  Hebel  seine  grösste  Geschwindigkeit  hat;  gleich 
darauf  hebt  die  Schraube  a^  die  Feder  k^ ;  da  die  Enden  der  Stellschrauben 
Ol  und  c^  nahezu  eben  so  weit  von  einander  entfernt  eingestellt  sind,  wie  die 
Knöpfchen  i|  undp|  zwischen   den  Federn  g^  und  Ar^,  so  wird  der  Strom 

21* 
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bei  der  Tasterbewegang  nnr  eine  höchst  knrse  Zeit  nnterbrocbtta; 
auf  dem  Rückwege  des  Tasterhebels  dasselbe  eintretCi  mass  die  Bpaafllbder 
x^  entsprechend  gespannt  sein.  Der  Taster  T^  ist  gans  iUinlieh  efaigeiM* 
tet,  nnr  istpji  eine  Stellschranbe ,  welclie  in  dem  Falle,  wenn  beide  Bskto- 
rien  in  Thfttigkeit  sind ,  gebrancht  wird.  Die  Federn  k^^  k^^  Qx  nnd  g^  «nd 
die  Knöpfchen  t|,  t,»  P|  und  p^  sind  an  yerticalen  Hetallwftnden  angebracht 
nnd  gegen  diese  isolirt.  Sind  beide  Taster  in  Huhe,  so  kann  ein  ans  der 
Leitung  L  ankommender  Strom  durch  das  Relais  R  sur  Erde  B  gelangen. 
Ist  blos  T^  niedergodrtti'kt,  so  geht  der  Strom  von  ^^,  ist  blos  7,  niedeiga- 
drückt,  so  geht  der  Stromes  in  die  Leitung,  sind  aber  T,  und  7.  gleichseitig  nie- 
dergedrückt, 80  verstärken  sich  die  Ströme  von  P|  und  B^  in  der  Leitung.  Da- 
bei hat  B^  doppelt  so  viel  Elemente  als  B^  und  man  erhSit  daher  in  den  ge- 
nannten S  FSUen  die  Stromstärken  5!^,  8^=^28^  und  5,=85|.  In  der  Em- 
pfangsstation durchläuft  der  Strom  stets  8  Relais  /^^  R^  und  R^^  von  deneii 
R^  erst  auf  ^,  R^  auch  MXkf  S^  nnd  R^  auf  alle  3  Stromstärken  anspricht. 
Giebt  blos  T^  ein  Zeichen,  so  spricht  blos  R^  an  und  schliesst  die  Loealbat- 
terie  5|,  worauf  der  Schreibapparat  M^  das  Zeichen  niederschreibt.  Auf 
den  durch  T^  in  die  Leitung  gesendeten  Strom  S^  sprechen  swar  R^  nnd  Jl^ 
an ,  aber  blos  die  Localbatterie  6^  wird  durch  M^  hindurch  unter  VermiU 
telnng  der  Feder  m  geschlossen ,  während  b^  kurs  geschlossen  ist ,  da  sieh 
der  Hebel  von  R^  gleichzeitig  an  die  Stellschraube  v  gelegt  hat  nnd  der 
Hebel  von  R^  noch  an  der  Schraube  w  anliegt.  Sind  endlich  T^  und  7, 
sugleich  niedergedrückt,  so  sprechen  alle  3  Relais  an  und  jetzt  schreiben 
beide  Schreibapparate,  da  beide  Localbatterien  nur  durch  die  su  ihnen  gehö- 
tigen  Schrcibapparate  geschlossen  sind. 

Wartmann  gicbt  noch  eine  andere  Anordnung  mit  blos  2  Relais; 
dabei  ist  der  eine  Ankcrhebol  so  biegsam,  dass  er  durch  die  Wirkung  eines 
stärkeren  Stromos  sich  durchbiegt  und  auf  eine  Schraube  auflegt,  welche  er 
bei  der  Anziehung  durch  einen  schwächereu  Strom  nicht  erreicht. 

6.    Doppelsprecher  von  Schröder. 

Gleichzeitig  mit  seinem  Gegensprecher  schlug  Dr.  Eduard  Schreder 
in  Wien  auch  einen  Doppelsprecher  vor  unter  Anwendung  von  2  Strömen 
von  entgegengesetzter  Richtung  und  ver- 
schiedener Stärke.  Auf  der  gebenden  Sta- 
tion verbindet  Schreder  die  beiden  gewöhnlichen 
Morsetaster  7^  und  7,  nach  Fig.  42  so,  dass  die 
Axe  2  des  Tasters  7^   mit  der  Luftleitung  Z,   die 

des  Tasters  7«  mit  der  Erde  E  verbunden  ist.   Der 

^  **  Arbeitscontact  l   des  ersten  Tasters  ist  mit  dem 

Fig.  42.  Ruhecontact  3  des  Tasters  7,  leitend  verbunden, 

und  zwar  ist  in    diese  Verbindung  die  aus  2  glei- 
chen Hälften  B^  und  ^2   bestehende  Linienbatterie  als  ein  Ganzes  einge- 
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sclialtet;  ausserdem  ist  der  Raliecontact  3  des  Tasters  T^  mit  dem  Kuhe- 
contacte  3  des  Tasters  T^  also  anch  mit  dem  Zinkpole  z  der  Linienbatterie' 
Iiälfte  B^  in  leitender  Verbindung,  und  endlich  ist  ein  Leitungsdraht  von 
dem  Arbeitscontacte  1  des  Tasters  T^  nach  dem  Verbindnngsdrahte  zwischen 
dem  Kupferpol  k  der  Batteriehälfte  B^  und  dem  Zinkpol  z  der  Batterie- 
hälfte B^  geführt.  Wird  nun  auf  jedem  der  beiden  Taster  ein  Telegramm 
abtelegraphirt,  so  kommen  4  verschiedene  Fälle  vor,  und  in  diesen  wird 
entweder  gar  kein  Strom,  oder  ein  einfacher  positiver,  oder  ein  einfacher 
negativer,  oder  endlich  ein  doppelter  positiver  Strom  in  die  Leitung  gege- 
ben. Ist  nämlich  kein  Taster  niedergedrückt,  so  ist  weder  eine  Batterie- 
hälfte, noch  die  ganze  Batterie  geschlossen,  und  es  wird  daher  auch  kein 
Strom  in  die  Leitung  gesendet.  Wird  nur  auf  T^  ein  Zeichen  gegeben,  ist 
also  dieser  Taster  allein  niedergedrückt,  so  ist  die  ganze  Batterie  B^+  B^ 
geschlossen  und  dieselbe  sendet  einen  positiven  Strom  in  die  Leitung, 
der  aber  doppelt  so  kräftig  ist,  als  wenn  blos  B^  oder  B^  geschlossen 
sind;  dieser  Strom  läuft  vom  Kupferpole  k  der  Batteriehälfte  B^  über  1  und 
*>  des  Tasters  T^  durch  L  nach  der  Empfangsstation,  dort  in  die  Erde  und 
von  £  aus  über  2  und  i  des  Tasters  T^  nach  dem  Zinkpole  z  der  Batterio- 
hälfte  B^,  Ist  blos  ein  Zeichen  des  zweiten  Telegrammes  zu  geben,  so  ist 
nur  T^  niedergedrückt,  dadurch  die  Batteriehälfte  B^  geschlossen,  und  dio- 
selbe  sendet  ihren  Strom  in  entgegengesetzter  Richtung  in  die  Leitung  JS, 
denn  dieser  negative  Strom  nimmt  seinen  Weg  vom  Zinkpolo  z  der  Hälfte 
B^  über  3  und  2  des  Tasters  7\  durch  L  nach  der  Empfangsstation  und 
kehrt  aus  E  über  2  und  1  des  Tasters  T^  zum  Knpfcrpole  k  in  B^  zurück. 
Sind  endlich  beide  Taster  zugleich  niedergedrückt,  um  zwei  Zeichen  zu  te- 
legraphiren,  so  ist  nur  die  Batteriebälfte  B^  geschlossen;  dieselbe  sendet 
einen  positiven  Strom  vom  Kupferpole  k  über  1  und  2  des  Tasters  7i  in 
die  Leitung  L  und  nach  der  Empfangs- 
station ,  woselbst  er  zur  Erde  geht  und 
ans  E  über  2  und  1  des  Tasters  7,  nach 
dem  Ziukpole  z  der  Batterie  B^  zurück- 
kehrt. 

Auf  der  Empfangsstation  stellt 
Schreder  dem  entsprechend  auch  3 
verschiedene  Empfangsapparate  auf,  von 
denen  der  eine  nur  auf  negative,  der  an- 
dere auf  alle  positiven  und  der  dritte  nur 
auf  die  doppeltstarken  positiven  Ströme 

anspricht.  Der  letztere  Apparat  ist  ein  gewöhnliches  Translations- 
telais  Bf  (Fig^-  43),  dessen  Contacte  m  und  it  sind,  während  der  Punkt  c 
beständig  mit  dem  Kelaishebel  leitend  verbunden  ist;  für  gewöhnlich  liegt 
der  Relaishebel  an  dem  Contactpunkte  m  und  legt  sich  nur  dann  an  n  an, 
wenn  der  doppeltstarke  Strom  die  Leitung  dnrchlänft.     Die  beiden  erstem 
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Fig.  43. 
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Apparate  sind  in  ein  (Störer^sches)  Doppel relais  iBi  vereinigt,  wel« 
ches  2  Relaishebel  r  und  /  bat,  von  denen  /  nur  auf  negative,  r  dagegen  nar 
auf  positive  Ströme,  aber  bei  jeder  Stromstärke,  anspricht;  die  Multiplica- 
tionsrollen  dieses  Relais  sind  in  der  Zeichnung  der  Einfachheit  halber  weg- 
gelassen. Die  weitere  Einrichtung  der  Empfangsstation  ist  leicht  au  über- 
sehen: Af,  und  M^  sind  die  beiden  Morse- Schreibapparate,  6|  und  b^  swei 
Localbattcrien,  von  denen  der  Kupferpol  k  der  ersten  mit  dem  Relaishebel 
r,  der  Zinkpol  z  aber  mit  dem  einen  Ende  der  Multiplicationsrollen  des 
Schreibapparates  M^  verbunden  sind,  während  das  andere  Ende  dieser  Bol- 
len durch  den  Draht  f  mit  dem  ersten  Ende  der  Rollen  in  Af,  und  das  zweite 
Ende  der  letztern  mit  dem  Kupferpole  der  Localbatterie  6,  iu  Verbindung 
steht,  deren  Zinkpol  endlich  mit  dem  Contactpunkte  m  des  Relais  R^  ver- 
bunden ist;  der  Contactpunkt  n  dieses  Relais  steht  ferner  mit  dem  Drahte/ 
zwischen  M^  und  Af,  in  leitender  Verbindung,  der  Relaishebel  dagegen  über 
c  durch  den  Draht  g  mit  den  Kernen  des  Relais  R^  und  endlich  der  Relais- 
hebel /  in  Ri  ebenfalls  mit  dem  Drahte  /*  zwischen  M^  und  Af^.  Das  Relais 
R^  ist  also  60  eingeschaltet,  dass  der  Localstrom  stets  durch  die  Kerne  sei- 
nes Elektromagnets  und  durch  den  Draht  g  läuft;  der  Linienstrom  hingegen 
umkreist  stets  die  Kerne  der  beiden  Relais  ^i  und  R^  zugleich.  Die  Feder 
des  Relais  R^  ist  stärker  gespannt,  als  die  Feder  an  R^\  damit  aber  bei  ein- 
tretenden Veränderungen  der  Stromstärke,  welche  eine  Aenderung  in  der 
Spannung  der  Relaisfedern  nöthig  machen ,  das  Verhältniss  der  zur  Anzie- 
hung der  Relaishebel  erforderlichen  Kräfte  unverändert  bleibe,  ist  die  Fe- 
der des  Translationsroiais  R^  und  eine  Feder  des  Störer'schen  Relais  R^ 
an  ein  und  derselben  Schraubenmutter  zu  befestigen ,  welche  nun  je  nach 
der  Stärke  des  Stromes  höher  oder  niedriger  gestellt  wird. 

Die  vier  verschiedenen  Fälle  der  Zeichengebung  bringen  nun  auf  der 
Empfangsstation  folgende  verschiedene  Wirkungen  hervor:  Wird  kein 
Zeichen  gegeben,  ist  also  kein  Strom  in  der  Leitung,  so  spricht  auch  weder 
R^  noch  7^2  ^")  ^^  ^^^  demnach  auch  weder  b^  noch  b^  geschlossen  und  kein 
Schreibapparat  sclireibt.  Wird  T^  allein  niedergedrückt  und  dadurch  ein 
doppelter  positiver  Strom  in  die  Linie  gesendet,  so  legt  dieser  den  Hebel 
des  Relais  R^  von  m  nach  n  und  ausserdem  wird  der  Hebel  r  des  Relais  R^ 
auf  den  Eisenkern  herabgezogen;  damit  ist  blos  die  Localbatterie  6^  ge- 
schlossen und  ihr  Strom  geht  von  k  über  r  und  g  nach  c,  durch  den  Relais- 
hebel nach  n  und  über  h  und  /'durch  M^  nach  dem  Zinkpol  z  in  b^  zurück; 
das  Zeichen  von  T^  erscheint  also  blos  auf  dem  Schreibapparate  My  Ist 
dagegen  blos  T^  niedergedrückt,  so  wird  durch  den  dabei  gegebenen  einfa- 
chen negativen  Strom  blos  der  Hebel  /  des  Relais  R^  auf  die  Eisenkerne 
gelegt,  während  der  Hebel  von  R^  an  m  liegen  bleibt;  jetzt  ist  demnach 
blos  die  Localbatterie  b^  geschlossen,  deren  Strom  seinen  Weg  von  k  durch 
M^  über  f  und  /  nach  g  nimmt  und  über  c  und  m  nach  z  in  6,  zurückgelangt ; 
das  von  1\  gegebene  Zeichen  erscheint  somit  auch  blos  auf  M^,     Sind  end- 
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lieh  beide  Taster  zugleich  niedergedrückt ,  so  tritt  ein  einfacher  positiver 
Strom  in  die  Leitung  und  legt  den  Hobel  r  des  Relais  JR^  auf  die  Kerne, 
während  der  Hebel  in  ^  an  m  liegen  bleibt;  dadurch  sind  aber  beide  Lo- 
calbatterien  geschlossen ,  sie  bilden  ein  Ganzes  und  ihr  Strom  läuft  von  k 
in  b^  durch  r  und  g  nach  c,  über  m  nach  z  und  Ar  in  6,,  durch  iJf,,  /und  M^ 
nach  z  in  6^;  es  sprechen  also  jetzt  beide  Schreibapparate  an  und  verzeich- 
nen das  auf  7\  und  T,  zugleich  gegebene  Zeichen  auf  den  Papierstreifen ; 
da  beide  Localbatterien  geschlossen  sind,  so  ist  der  Localstrom  kräftig  ge- 
nug, beide  Schreibapparate  zu  bewegen. 

Auch  diese  Einschaltung  leidet  aber  an  dem  bereits  beim  Gegenspre- 
cher von  Schröder  gerügten  Fehler,  dass  die  Linie  vollständig  unterbro- 
chen ist,  so  lange  der  eine  oder  der  andere  Taster  schwebt,  und  es  können 
dadurch  Punkte  ausbleiben  oder  wenigstens  Striche  in  Punkte  aufgelöst 
werden.  Auch  in  dem  Heiaissystem  der  Empfangsstation  findet  eine  ähn- 
liche Unterbrechung  des  Localstromes  statt,  während  sich  der  Hebel  des 
Relais  R^  von  m  nach  n  nnd  umgekehrt  bewegt,  wodurch  ebenfalls  die 
Schrift  der  Schreibapparate  gestört  und  verwirrt  werden  kann.  Um  erste- 
r^n  Uebelstand  zu  beseitigen,  gab  Schröder  später  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver. 
VIII,  S.  85)  dem  Taster  folgende 
Einrichtung :  Der  gewöhnlicheMorse- 
tasterist,  wie  Fig.  44  zeigt,  mit  dem 
Hebel  abc  verbunden.  Weil  dieser 
zwischen  den  Ständern  des  Tasters 
hindurchgeht,   so  wird   der  längere  *^' 

Hebelarm  des  Tasters  durch  zwei  zu  beiden  Seiten  desselben  befindlichö 
Federn  f,  welche  durch  einen  Quörstift  mit  einander  verbunden  sind,  geho- 
ben. Der  Hebel  abc  hat  seinen  Drehpunkt  bei  c  und  besteht  aus  den  lei- 
tenden Enden  a  und  b  und  einem  nichtleitenden  Mittelstücke  d.  Das  Ende 
a  wird  durch  die  Feder  F  nach  aufwärts  gedrückt,  welche  Feder  mit  der  in 
Fig.  44  nicht  sichtbaren  zum  Contactpunkte  3  gehörenden  Klemmschraube 
in  Verbindung  steht.  Die  Klemmschraube  des  Arbeitscontactes  1  ist  mit 
der  Axe  c  des  Hebels  leitend  verbunden.  Die  Feder  F  drückt'  daher  im 
Anfange  der  abwärts  gehenden  Bewegung  des  längeren  Hebelarmes  des 
Tasters  den  Hebel  abc  nach  aufwärts  nnd  es  wird  deshalb  der  Contact  bei 
3  erst  dann  unterbrochen,  wenn  der  längere  Hebelarm  des  Tasters  den  ihm 
entgegen  kommenden  Theil  b  des  Hebels  abc  erreicht  hat,  weil  jetzt  dieser 
Hebel  durch  den  Taster  niedergedrückt  wird  nnft  somit  a  sich  von  der 
Contactschraube  entfernt.  Ebenso  bleibt  beim  Loslassen  des  Tasters  das 
leitende  Ende  b  des  Hebels  a6c  so  lange  mit  dem  längern  Arm  des  Tasters 
in  Berührung,  bis  das  Ende  a  die  Contactschraube  3  erreicht  und  nun  der 
Hebel  abc  durch  den  kurzem  Arm  des  Tasters  abwärts  gedrückt  wird.  In 
beiden  Fällen  findet  aber  einen  Augenblick  hindurch  ein  kurzer  Schluss 
der  Batterie  statt,  nämlich  wenn  die  UonUcte  1  und  3  zugleich  den  Ua\^i^V 
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abc  berühren, 
geschwächt. 


und   während  dieser  Zeit  wird  der  Liniensfrom  erheblich 


Auch  eine  andere,  in  Fig.  45  skiisirfe 
Apparateinschaltang  gab  Schreder 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  VIII,  S.  86):  Das 
Translationsrelais  B^  ist  dabei  durch  ein 
einfaches  ersetzt,  die  Kerne  des  Schreib- 
apparates M^  aber  mit  einer  doppelten 
Umwickclang  versehen;  das  eine  Ende 
der  einen  Umwickelang  ist  von  d  (vergl. 
Fig.  43)  ausgehend  nicht  mit  der  Local- 
batterie  6t  nnd  mit  m,  sondern  unmittelbar 
mit  der  Axe  c  des  Relais  i^  verbanden, 
das  andere  Ende  genau  so,  wie  es  anch  Fig.  43  zeigt,  mit  /*;  der  von  /*  nach 
n  führende  Draht  h  ist  bei  e  zerschnitten  und  die  erhaltenen  beiden  Enden 
mit  den  beiden  Enden  der  zweiten  Umwickelang  von  M^  vereinigt,  doch  so, 
dass  ein  von  g  nach  c  kommender  Strom  in  beiden  Umwickelungen  die 
Kerne  von  M^  in  entgegengesetzten  Richtungen  umkreiset;  endlich  wird 
die  Localbatterie  b^*)  bei  t  mit  dem  Kupferpole  k  nach  /  hin  eingeschalteti 
mit  dem  Zinkpole  z  nach  f  hin.  Wird  nun  der  Anker  r  allein  durch  den 
beim  Niederdrücken  beider  Taster  in  die  Linie  gesendeten  einfachen  posi- 
tiven Strom  angezogen,  so  ist  6,  über  r,^,  c,  «f,  M^^  M^  geschlossen  nnd 
beide  Schreibapparate  schreiben.  Ist  blos  T^  niedergedrückt  und  der  dop- 
pelte positive  Strom  in  der  Leitung,  so  ist  ausser  r  auch  der  Hebol  in  Ä, 
angezogen  und  der  Strom  von  6,  geht  über  r  und  g  nach  c,  theilt  sich  liior 
nach  (l  und  nach  h^  umkreist  also  in  zwei  entgegengesetzt  gerichteten 
Zweigströmen  die  Kerne  von  M^  und  dieser  Schreibapparat  schreibt  nicht; 
bei  /"vereinigen  sich  beide  Zweigströmo  und  gehen  durch  M^^  auf  welchem 
deshalb  das  Zeichen  erscheint.  Sendet  endlich  1\  allein  einen  einfachen 
negativen  Strom  durch  die  Leitung,  so  wird  blos  der  Anker  /  angezogen, 
dadurch  b^  geschlossen  und  deren  Strom  läuft  über  /,  ^,  c,  d  und  M^^  das 
Zeichen  wird  demnach  blos  von  M^  aufgezeichnet.  —  Obwohl  bei  dieser 
Einschaltung  der  Localstrom  bei  der  Bewegung  des  Relaishebels  in  R^  nicht 
unterbrochen  wird  ,  ist  dennoch  ein  Zerreissen  der  Zeichen  auf  M^  zu  be- 
fürchten ,  da  dieser  Schreibapparat  abwechselnd  durch  den  Strom  der  Bat- 
terien ^,  und  6j  beim  Anziehen  der  Anker  r  oder  /  in  Thätigkeit  gesetzt  wird. 

7.    Doppelsprecher  mit  2  gewöhnlichen  Schreibapparaten  und  3  unpo- 

larisirten  Eelais. 

Wenn  man  2  Batterien    von  ungleicher  Stromstärke   mit   2  Tastern  7, . 


*J  Einfacher  und  deshalb  besser  und  zugleich  billiger  ist  es  oifeiibar,  b^  und//,  /-u 
vereinigen  und  in  den  von  den  Eisenkernen  in  /?)  nach  c  führenden  Draht  ^  oinzu- 
zuhalten. 
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und  Tf  (etwa  nach  dem  Schema  Fig.  30)  so  einschaltet,  dass  sie  einen 
gleichgerichteten  Strom  in  die  Linie  senden,  so  erhalt  man  in  der 
Linie  einen  Strom  von  der  Stärke  ^, ,  S^  oder  5,,  je  nachdem  blos  T, ,  oder 
blos  T,,  oder  Jj  nnd  T^  gleichzeitig  niedergedrückt  wird,  und  es  sei  dabei 
Si^S^^S^,  Um  diese  8  verschieden  starken  Ströme  zum  Doppelsprechen 
zu  verwerthen,  kann  man  auf  der  Empfangsstation  3  gewöhnliche  un- 
polarisirte  Relais  ^i,  B^  und  ^3  aufstellen,  von  denen  j?,  auf  alle 
3  StrorostUrken  ,  Rf  auf  S^  und  5,,  J?,  endlich  nur  auf  ^3  anspricht.  Man 
kann  aber  diese  3  Relais  auch  mit  2gewöhnlichen  Schreibapparaten 
Mi  und  Mf  (vergl.  dagegen  die  Einschaltung  von  Siemens  &  Halske 
II,  2.  C.  und  von  Stark  II,  I.  C.)  in  einer  Weise  verbinden,  welche  sich 
der  bei  der  einfachen  Tclegrnphie  gebräuchlichen  Apparateinschaltung 
noch  näher  anschliesst,  als  die  in  Fig.  41  skizzirte  Einschaltung  von  Wart- 
mann  (vergl.  II,  5.).  Es  lässt  sich  diese  Einschaltung  daher  bequem  aus- 
hilfsweise auf  Linien  mit  einer  doppelten  Drahtleitung  bei  Beschädigung 
der  einen  Leitung  zur  besseren  Ansnutzung  der  unbeschädigten  durch  Dop- 
pelHprechen  anwenden',  sofern  nur  die  Stationen  mit  einem  Reserverelais 
versehen  sind. 

Wählt  man  nämlich  die  Einschaltung 
nach  Fig.  46,  so  wird,  wenn  der  von  J,  in 
die  Leitung  gesendete  Strom  ^,  blos  j?,  an- 
sprechen lässt,  nur  die  Localbatterie  6j  ge- 
schlossen nnd  nur  der  Schreibapparat  ^f, 
schreibt  das  Zeichen  nieder.    Sendet  dage- 


gen  Jj  den  Strom  5,  in  die  Linie,  so  spre-  p.^  ^^ 

eben  Ä,  und  R^   an,  6,  und  6,  werden   ge-  , 

schlössen  und  ^f,  und  M^  werden  von  Strömen  durchlaufen ;  bieten  aber  der 
Rheostat  fV  und  die  beiden  Schreibapparate  TKf,  und  M^  unfer  sich  gleich 
grosse  Widerstände,  so  theilt  sich  der  durch  ff'  gegangene  Strom  von  6,  an 
der  Axe  des  Relaishebels  in  Ä,  in  2  Zweige,  von  denen  der  eine  durch  ^f,, 
der  andere  durch  M^  geht,  der  Strom  von  b^  dagegen  theilt  sich  in  2  Zweig- 
ströme ,  deren  erster  durch  il/,  und  deren  zweiter  dnrch  ^i  und  IV  nach  der 
Axe  des  Hebels  in  R^  gelangt ,  worauf  beide  vereinigt  durch  M^  gehen  nnd 
zwar  in  derselben  Richtung,  wie  der  Zweigstrom  von  6j,  während  die  durch 
iP/i  gehenden  beiden  Zweigströme  nicht  nur  entgegengesetzte  Richtung,  son- 
dern wegen  der  bezüglich  des  Schreibnpparates  M^  ganz  übereinstimmen-  • 
den  Einschaltung  von  6^  nnd  b^  anch  gleiche  Stärke  haben,  weshalb  ^f,  sei- 
nen Anker  nicht  anzieht  und  nur  M^  das  von  T^  gegebene  Zeichen  aufzeich- 
net. Sind  endlich  T^  und  T^  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  sprechen  auf 
die  Stromstärke  S^  alle  3  Relais  an  und  schliessen  beide  Batterien  6,  und  b^ 
und  beide  liefern  jetzt  stärkere  Ströme,  da  der  Anker  von  R^  einen  kürze- 
ren Schluss  hergestellt  hat;  wegen  der  Widerstände  fF  und  ^f,  geht  der 
Strom  voti  6,  fast  ganz  durch  die  Anker  der  Relais  R^  und  R^  ^jsA  ^sqx^ 
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M^  der  Strom  yod  frj  dagegen  theilt  eich  Yoni  Anker  dee  Belsis  R^  (oder 
anch  B^)  ans  w*ieder  in  2  Zweige  yon  fast  gleicher  Stärke,  der  eine  dersel- 
ben durchUaft  M^  in  der  nfimlichen  Richtang  wie  der  Strom  von  b^  nnd  M^ 
wird  schreiben »  aber  auch  M^  wird  das  von  Jj  und  T^  ingleieh  gegebene 
Zeichen  niederschreiben ,  denn  in  Jf|  moss  der  von  fr|  herrflhreudo  kräftige 
Zweigstrom  den  sehr  schwachen  yon  fr,  merklich  ttbertreffen. 

(Schloss  im  nächsten  Heft.) 
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XX.  Methode,  eine  Potent  mit  rational  gebrochenem  Exponenten  in 
einen  Xettenbmch  in  verwandeln,  dessen  Partialbrüche  Stammbrüche  sind. 
Von  Dr.  L.  Matthiessbn  in  Jever. 

iL 
Die  Form  z9    lässt   sich    immer    durch  einen   Kettenbruch  von  der 

Form 

c+ 

darstellen.  Da  die  gegebene  Zahlform  auch  die  Form  j/zP  oder  j/x  an- 
nimmt, 80  kommt  es  nur  darauf  an,  an  einigen  Beispielen  die  Verwandlung 
einer  beliebigen  Wurzel  zu  zeigen.  Die  Nttherungswerthe  mögen  bezeich- 
net werden  mit 

*                  1                       1                       1 
und  i^=<i+  r-,    6,  =  6H ,     C|  =  cH ,  n.s.w., 

Ö,  C,  C| 

_         .      .                l                            A.y^  —  A  ,       B^B^j/x 

dann  ist  b  = ,         c,  =  — ^ — ,         d^  s=  — - — ^ — , 

A^/x-^A  B—B^j/x  dy^—C 
Cj/i—C 


B—D^yx 

Beispiel:     a:  =  j/47     (cf.   Heis  Aufgabensammlung  §  87,  5;  Wie 
gand  Algebra  §  47.) 
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r«    -    .,        =  >*^  (i)  4-' = "^r 

1.>M7  — 6  11  II        \c,/     1  ^, 

^  _iy47— fl  _^  y/47+5  _     ^^V^^  (^\  ü  _  _^ 

I—Lj/aI  2         ~  2  W     6     ~     C/ 

,_7  — 1./47  _    y/47  +  5    _  Y47— 6    /j^\    48    _    ^ 

6/47—41  II  Jl         \ej     7  />/ 

ei/47_4l  1/47 +  6  ,      ,   1/47  —  6   /1\   617  Ä     ^ 

r,=  -'^ _   =    ^- '—  =    \2  +  ^- {-)  —   =    —etc. 

48—7/47  1  1  \f,^    ÖO  E^ 

Auf  dieselbe  Art  Iftsst  Bich  auch  ohne  viele  Schwierigkeiten  die  Cnbic- 
wursel,  oder  eine  höhere  Wanel  aussiehen. 
Beispiel : 

,  _        1  j/8l«  +  8>/81  +  9  ,   >/81»  +  8j/81--IO/l\Ö    _  i? 

^*-TI -4 =  ^  + i  U/T"-^- 

/31— 3 

_    /81— 3   _7y81*  + 22/31 +67 

^1—       -r: 15 

22  —  71/31 

3  3_ 

_^_,   7/31» +  22/31—  128/ l\  289         6' 

^^13+ ^;  9^--  7V 

3__  3 5  _ 

.  _   22  —  7/31    _  92/31' +  289/31  +774 
*~~~3  —     "  1759 

92/31—280 

3 3  _ 

_  92/31*  +  289/3l— 985/1  \3U_    />  ^ 

~             '              1759  \ej  99  ~  A' 

3__  3 *  _ 

92/31—289 99/31' +  311/31  +93 

'  ""^  3  "~"  0^2 

311—99/31 


3  3 


99/31' +  311/31  — 1831  (^\^_  J^ 
^^^  962  \fjm~  E,' 

3_  3  3_ 

_3n_— 99/31  _  290/31' +  911/31  +2531 

'  960 

290/31—911 

3  _  3  __ 

_  290/31*  +  911  /3I  —5221  /  1  \  7599    _   F^ 

'  960  V^y24l9~i^' 

3  _ 

ar  =1/31  =3, 141 8fm4 
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Drittes  Beispiel : 


4  

,s,uel:     .r=/r»=«.=2+L_(_j_=__, 


4 4  4  _ 

1        __  /iO'  +  2/10' +  4/10+  8 

^  -  4        -  3 

/|9  — 2 

4 4  4  _ 

l/lö»  +  2/l9*  +  4/l9  — 25/l\23_  B 
^^^+     "  3    ~  \cju~ß,' 


f^l?  — 2    _ 


II /lÖ»  +  n.23yi9'  +  23»/l0  +  955 


,_  1662 

23  — 11^19 

4  4  4 


_         llVl9'  +  ll.23?/l9'  + 23*^19  — 2369/1  \  48        C 

~^"^  1662  \cfi>'23'~  6V 

4  4__  4  ♦_ 

_23  — Il]/i9_  23*y/l9'+23.48^/i^  +  48»y/|9  +  7!3 

^'■""^.I"         ""  8563 

23J/19  — 48 

4  4  4_ 

_      .    23'/i9»  +  23.48.  /l9'  +  48'/l9—  7850  /l\  71  ^ 
—  IH  ^^^  V,>/34/>/ 

Jever.  Dr.  Matthiessen. 


XXL  Veber  die  Ansdrüoke  elliptiioher  Integrale  2.  nnd  3.  Gattung 
durch  ^%Functionen. 

Die  von  J  Rcobi  gegebenen  Formeln,  Fund.  nov.  pag.  146,  No.  4  etc., 
lassen  sich  mit  grosser  Schnelligkeit  vermöge  der  liie  man  naschen  Princi- 
pien  entwickeln.  • 

Ofl'enbar  kann  man  durch  lineare  Ausdrücke : 

Functionen  von  u  erhalten,  die,  wenn 

X  z 

(1       /l  — A*.  1  — /f'x«  *j/    -/z   1  —  2.1—/^ 

ist,  in  der  FlHcho  T  in  bestimmten  Punkten  logarithmisch  unendlich  wer- 
den. Am  Querschnitte  {a)  haben  die  lgO{u  —  a)  Periodicitlitsmoduln  gleich 
0,  oder  ganzen  Vielfachen  von  2iii,     Am  Querschnitt  (6)  ist 

+  - 

Ist  daher  £i^=0,  so  wird  £Alg^{u'^  auch  an  {b)  die  EigenacUaCt  dftx  ^\ä 
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T  vcraweig^ten  algebrniscben  Integrale  Imboti ,  an  Leiden  Seiten  tleBsolljen 
um  ConKtnnte  verecliieden  zu  bnin.  Man  kann  Jiko  Ing^arithmbch  unend- 
liche Inti>grale,  d,  h,  iDtegralo  X  Gathing,  durch  ig&  ausdrücken. 

Ausdrücke  für  lutegralo  %*  Gaüiing^  werden  sich  daraus  von  JS^Uial  ef 
geben. 

Unter  suchen  wir 

Dies  wird  logarlthmisch  unendlichf  wenn 

z=r$in*atnu=  —   .  , — —  ,  oder  u=  +  (a-f  K'tX 

Pann  iat,  wenn  wir  die  Mitere  Jncobi*sche  Function  §{«)  einführen: 

8(y— rt)s=30,  wenn  u^==     a-^-i['i^ 

©(w  +  ä)^0,  wenn  ir=  '(tf+Ä'i), 

I 
In  der  Nähe  tlieees  Werlhea  i=— — — - — -  hat  das  Integral  die  Form: 

Ä*      sifi am a ,€qm nma^äamü . $in^am  (a  +  K' t)         f*  dz 

2  sin  am  [n  +  Ä*'  i)  cm  um  (a  +  A"'  f)  -jrf  «m  {ö  -4-  Ä"  1 )  »/  1  —  A"  ^>i*  am  a .  z^ 
oder,  nach  Benutsunf  der  bekannten  Formeln: 

^in  am  (rt  +  A' '  i)  = —  elc^ 

^  ksinama 

heben  sich  die  Factoren  und  es  bleibt 

■  — z 

k^sin^ama 

Daraus  folgt,  dass 

n{u,a)--\{lge(u—a)—lgBXu  +  a)\ 

sowohl  für  ii=rt  +  Ä^'i,  als  auch  für  m=  —  a  —  AT' t  (welches  dem  negativen 

Vorzeichen  der  Quadratwurzel   in   U  entsprechend  gedacht  wird)  endlich 

bleibt.   Diese  Grösse  muss  daher  ein  endlich  bleibendes  Integral  sein,  oder 

man  hat 

II{u,a)'-'\[Jge(u—a)  —  lgB{u+a)\=C.u. 

Für  unendlich  kleine  u  oder  z  ist         '  ^=0,  dafür  kleine  zn  die  Form  hat: 

u 

Constfj/z.dz  z=^Const.}/^^ 
und  f-^j  =1  für  tt=0.     Für  kleine  u  ist 

lge{u—a)  —  lge{u  +  a)=lgB{a^u)  —  lge{a  +  u)=  —  2^'^^^^ 
Daraus  ergiebt  sich 
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1)  n(u,a)-^^u=l[lge(u-a-)-lge{u  +  a)]. 

Ferner  können  wir,  nm  ein  Integral  2.  Gattung  zu  erhalten,  die  Unendlich- 
keitspunkte  zusammenfallen  lassen;  machen  wir  a  sehr  klein,  gleich  6, 
so  ist: 

ff{d)  =  d.e"{0\  da  e'(0)==0. 
Da  nämlich  6(f/)=6( — w),  muss  B'{u)  =  —  6'( — ii),  also  6'(0)=0  sein. 
Dann  finden  wir; 

^^  t<Jy/t.l-t.l-i^z       6(0)' ^©(«)        • 

und  hier  ist 


/, 


^Z.l  — Z.l  — /f*2 

ein  Integral  2.  Gattung,  welches  für  t  =  oo  seihst  oo^  ist.  Wir  wissen,  dass 
-  ^  am  Querschnitt  (a)  den  Periodicitütsmodul  Null  hat  Legen  wir  die 
Querschnitte,  wie  die  Taf.IV,Fig.  l  zeigt,  so  kann  man  dies  so  ausdrjjcken. 

Sei     -  \J^  =  C.  so  muss 
6(0)        ' 

l  l 

r         ßdz _^    C  zdz  ^^ 

sein.     Diese  Querschnittsführung  entspricht  in  der  That  der  jetzt  ange- 

wandten  Bezeichnung;  ist  ti= ,  so  ist 

n 


Biu)=^,''j<''^'^y 


und  dies  ist  Null  für  u  =  K'i^  oder  v  =  —  —  ^^5^« 

Die  letzte  Integrnlgleichung  giebt  dann  eine  Bestimmung   von  C,   nftmlich 
wenn 

'yv'  ^i.i  —  i.i— A'z 
nnd  f  (l)=A''  gORetzt  wird: 

und  daraus: 
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'  if^t^w^K^k^K^v^^  -■v~ii*r'*^<"y*<r^~M'"M*^— wn_w_ii^_wjru'tfy''^f^  fij"U'V'M''M»jnj~LrijOM't<'t#^rfW%<bg^>WWlfV^F^ 


4)  ?^l(t-?^u-^   f  "^ 

*'        «(«)  V  Kr  2/^».i-,.i-?r 

Die  rrehte  Seite  dieter  Gleiehnng  bexeiclinet  Jaeobi  in  den  Ftmi.  pag.  m 
dareh  Z(iiJ,  and  roiw  erlillt  so  für  diese«  Integr*!  2.  Gattung 

In  einer  späteren  Notii  werde  ich  hiemn  die  Bestimmnng  von  ^(0) 
AUschlieBsen. 

Ualle.  Dr.  Roou. 


ZXn.    Veber  die  UqnmdntiMhen'OleieliiuigeB. 
Snbstitnirt  man  in  der  Gleichung 

2)  x^ql  +  r, 
so  erhält  nie  die  Form: 

3)  t^+Äj'+^P  +  yt+a^O, 
wo 

4r+^ 


^  = 


9 
^f^  +  ZAr^B 


q' 


a  = 


Soll  nun  die  Gleicliung  3)  reciprok  werden,  so  muss  y^a^  od  et  auch 
y:^- — a  und  6=1  sein,  woraus  sich  für  beide  Fälle,  ob  man  nämlich 
y  =  +  a,  oder  y  =  —  a  annimmt : 

4 


5)  g=}/r*  +  Ar^  +  Br'  +  Cr  +  D 

U.6)  (^•-4.^^  +  8C)r»  +  (^J?  +  2^C— 4^  +  162))r« 

+  (^*C+8^/>— 4ÄC)r  +  (^/>— C*)=s:0 
ergiebt.     Somit  ist    auch    umgekehrt  zu   schliessen,  dass    aus 
5)  und  6)  solche  Werthe  für  g  und  r  sich  ergeben  können,  für 
welche  entweder  y==a  odery=  —  a  folgt. 

Da  der  zweite  Fall   in  der  That  auch  vorkömmt,   wie  das  beigefügte 
Beispiel  beweist,  so  reicht  es  nicht  hin,  blos  a  aus  der  ersten  der  Formeln  4) 
zu  berechnen,  sondern  es  ist  jedesmal  nothwendig,   aus  der  dritten  dieser 
Formeln  wenigstens  das  Zeichen  von  y  zu  bestimmen. 
Beispiel: 

Ist  j?*+a:*— 243?*  — 4a:  + 80=0 

die  aufzulösende  Gleichung,  so  ist  die  Hilfsgleichung  dritten  Grades : 
65r«  — 1056  r«+252r  + 64=0, 
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deren  Wurzeln  sind : 

2 

r,  =  16,     r,=0.4,     r,=  — -. 

Wäblt  man  den  Werth  ri  =  16,   so  geben  die  Formeln  5)  und  4)  allerdings 
^=6]j/7unda=+y= — y.    u.  s.  w.;  mittelst  des  Werthes  r,=0.4  jedoch 

erhält  man : 

0'=1.2l/6  und  ai=  —  y=s — ;=. 

6/6 

daher  ist  die  reciproke  Gleichung:  , 


6^6  36  6/6 


welche  durch  die  Substitution 


.-!=. 


zu  einer  quadratischen  wird  n.  s.  w. 

13 
Hätte  man  hier  ohne  weiteres  a= — -=,  berechnet  und  =  +  y  gesetzt,   so 

6/6 

wäre  allerdings  auch  eine  reciproke  Gleichung  zum  Vorschein  gekommen, 

die  aber  falsche  Werthe  für  x  gegeben  hätte. 

Prag.  M.  PoKORNY, 

Lelirer  amNeustädterGymnaBiam. 


AAiil.  Veber'die  Cnrven  3.  Grades,  welche  durch  die  zwei  ima- 
ginären unendlich  entfernten  Ereispunkte  gehen.  Von  F.  E.  Eckabdt, 
stud.  math.  in  Leipzig. 

Plücker  hat  zuerst  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  alle  Kreise 
durch  zwei  feste  unendlich  entfernte  imaginäre  Punkte  gehen.  Diese 
Punkte  und  die  nach  ihnen  hingehenden  geraden  Linien  besitzen  sehr 
interessante  Eigenschaften  *)  und  sind  auch  bei  der  Betrachtung  höherer 
Curven,  besonders  in  der  Theorie  der  Brennpunkte,  von  grosser  Wichtig- 
keit. Die  geraden  Linien ,  welche  das  Centrum  eines  Kreises  mit  diesen 
Punkten  verbinden,  sind  Asymptoten  desselben,  woraus  sich  sofort  ergiebt, 
dass  diese  Punkte  auf  den  beiden  durch  die  Gleichung 

ausgedrückten  geraden  Linien  liegen. 

Durch  die  fraglichen  Punkte  aber  werden  nicht  allein  Kreise,  sondern 
auch  unzählig  viele  Arten  von  Curven  höherer  Grade  gehen,  die  dann 
wahrscheinlich,  hierdurch  wieder  von  vielen  anderen  ausgezeichnet,  ganz 


*)    Vergl.    Salmon*8    Analyt.    Geometrie    der  Kegelschnitte;    deutsch    von 
Dr.  Fiedler,  §.  40,  405  etc. 

ZeiUehrift  f.  Maihemalik  o.  Physik,  \,  4.  tSl 
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Lesoo^lere  Eigenscliaften  vor  diesen  iroratis  haben  werden*  Diirhei  aber 
leuchtet  sofort  ein,  ciass  analog,  wn'e  eioo  algebraische  Gloicbnng,  wenn  »ie 
eine  complexe  lytirzel  besitzt,  anch  dnrch  die  dieser  conjügirte  erfüHl  wiri^, 
Atich  eine  aTgebraische  Curre,  welche  durch  ein^Ti  der  imaginären  Kreis- 
punkte gebt,  auch  den  andern  entb?Ilt,  Die  Curven  dritten  Grades  nnn, 
welche  dnrch  diese  beiden  Funkte  gehen,  nähf^r  ku  untersucben,  wird  die 
Aufgabe  der  folgenden  Abhandlung  sein.  Ob  einige  oder  alle  in  ibr  gefon- 
denen  Satze  etwa  ber^^its  b<»kannt  sind,  konnte  icfi  nicht  ent^jcheldenj  da^. 
mir  in  dieser  Eünsiebtsämmtliche.  Unterlagen  fehlten. 


«^ 


£s  ist  znntichBt  eehr  leicht,  die  allgemeine  Gleicbnng  der  zu  betrach- 
tenden Cnrven,  welche  wir  einfach  Cur  von  3.  Grades  mit  Kreis- 
asymptoten  nennen  wollen,  zu  finden.  Denn,  da  bei  einer  Curvc,  deren 
Asymptoten  den  beiden  geraden  Linien 

y  —  mfX^=0  und  ^ — m^x=^ 
linrnlM  sTnd  ,  die  Summe  d^r  Glieder,    wolobo  fn  d^r  Olelehnn^  der  Curve 
die  Variablen  in  der  höchBiea  Potenz  enthalten,  durch  das  Produc( 

(y— m,af)(y  — m,«) 
tbeilbar  sein  ninaa,  so  wird  in  dem  sn  betrachtenden  Falle,  wo 

m,a=i,  m,=s— i; 
also  (y — »h  *)  (y  —  w,ip)=^»«  + 1^, 

die  allgemeine  Gleichung  der  Curve : 

1)  {oc'+u'){^^  +  By)  +  Cx'+Dxy+Ey'+Fx  +  Gy  +  H=0. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Curve  eine  reelle  Asymp- 
tote hat,  und  dass  diese  der  geraden  Linie 

Ax+By===0 
parallel  ist. 

Die  Gleichung  der  Curve  kann  man  auf  eine  symbolische  Form  brin- 
gen, aus  welcher  sich  dann  ein  sehr  interessanter  Satz  ergiebt.    Bedeute  S 
eine  Form  von  .r  und  y,   welche   gleich  Null   gesetzt,  die  Gleichung  eines 
Kreises  giebt,  und  bedeuten  ebenso  a,  j?,  y  gerade  Linien,  z.  B. 
S=zx^+y^'-2Ax  —  2By+C. 
a=^x  cos  g>'{-y  sing) — p 
etc.; 
ist  endlich  k  eine  Cohstante,   so  kann  man  die  Gleichung   l)  auf  unendlich 
viele  Weisen  auf  die  Form  bringen : 

2)  aS+kßy=0. 

Kun  aber  ist  S  das  Quadrat  der  vom  Punkte  (xy)  an  den  Kreis  5=0  ge- 
legten Tangente*)  und  ebenso  z.  B.  a  der  Abstand  desselben  Fuuktes  von 
der  geraden  Linie  a  =  0;  es  folgt  somit  der  Satz: 


*J  Yerg],  Anii]yi.  Geometrie  der  Kegelschnitte,  §.  118. 
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Der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  das  Product 
aus  dem  Quadrate  der  von  ihm  aus  an  einen  festen 
Kreis  gelegten  Tangeute  in  seinen  Abstand  von  einer 
festen  geraden  Linie  in  constantem  Verhältniss  steht 
zu  dem  Producte  seiner  Abstände  von  zwei  andern 
festen  geraden  Linien,  ist  eine  Curve  3.  Grades  mit 
Kreisasymptoten. 

Aber  die  Gleichung  2)  lehrt  weiter,  dass  die  Curve  geht : 

1)  durch   die  Schnittpunkte   des  Kreises  5=0  mit  den  geraden  Linien 
ß=0  und  y=0, 

2)  durch  die  Schnittpunkte  der  geraden  Linie  a=0  mit  jJ=0  und  y  =  0. 
Ausserdem  ist  die  Linie  a==0  eine  Parallellinie  zu  der  reellen  Asymptote 
der  Curve.  Eine  einfache  Betrachtung  dieser  Verhältnisse  führt  zu  dem 
interessanten  Satz: 

Wenn  man  durch  zwei  feste  Punkte  eijier  Curve 
3.  Grades  mit  Kreisasymptoten  Kreise  legt,  so  schnei- 
det jeder  derselben  die  Curve  noch  in  zwei  Punkten, 
deren  Verbindungslinie  dieselbe  in  einem  festen 
Punkte  trifft.  Eine  durch  diesen  parallel  zur  reellen 
Asymptote  gezogene  gerade  Linie  trifft  mit  der  Ver- 
bindungslinie jener  zwei  festen  Punkte  wiederum  in 
der  Curve  zusammen. 

Es  ist  klar,  dass  man  mit  Hilfe  dieses  Satzes  sofort  die  Richtung  der 
Asymptote  finden  kann.  Einige  specielle  Fälle  desselben  werden  später  an 
passenden  Stellen  ihren  Platz  finden. 

IL 

.  Die  beiden  imaginären  Asymptoten  der  Curven  schneiden  sich  in  einem 
reellen  Punkte,  dessen  Aufsuchung  nützlich  ist.  Es  seien  (a,  ß)  die  Coordi- 
naten  desselben,  dann  wird 

y  —  ß=i(x  —  a) 
die  Gleichung  der  einen  Asymptote  sein.     Zur  Auffindung  von  a  und  ß 
führt  nun  folgende  Betrachtung. 
Wenn  man 

in  die  Gleichung  1)  der  Curve  substituirt,  so  muss,  soll  diese  Gerade  wirk- 
lich Asymptote  sein,  eine  Gleichung  für  x  hervorgehen,  in  welcher  nicht 
allein  das  mit  a^y  sondern  auch  das  mit  or*  beladene  Glied  wegfällt.  Im 
Allgemeinen  aber  verschwindet  dies  jiicht;  durch  seine  Gleichsetzung  mit 
Null  erhält  man  also  eine  Bedingungsgleichung,  welche  a  und  ß  erfüllen 
müssen.  Dieselbe  zerfällt  aber  sofort  in  zwei  andere,  da  der  reelle  und 
imaginäre  Theil,  jeder  für  sich,  verschwinden  moss,  und  aus  dv^%^^ Vax^;:^ 

•ML* 
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man  dniiD  a  nnä  ß  bestimtnen.     Die  Aüsführnng  dieser  Oper&tlötiea    fährt 
leicht  m  folgeodes  GhicbungeD : 

tJu—2Bß  +  C—E=0, 

tBa  +  2Aß+B        =0 
rmi  «US  ihnen  erglebt  sich:  ***hj 

A{E—C)~BB    ^_g(C— 1)— JJ^ 

Der  durch  di«*e  Co(irtlinat«*ii  bei^llminte  Punkt,  der  reelle  Scbnlt*|mni5t 
der  beiden  iniHglnären  Attjmptriten,  möge  das  Centrum  der  Curve  heinseia. 

Eine  bedeutende  Vereinfücbnog  der  Gleichung  1)  tritt  ein,  wenn  mmi 
diea  Centrnm  auDi  Cuordinjitennrsprung  wählt.  Dies  knnn  miin  stets,  da 
tt  und  ß  nie  unendlich  werden  können.  Damit  aber  ©^==0  und  ^=0  werde» 
muss  offenbar  seilt 


4)  m  - 

Die  Gleichung  der  Corve  erlangt  dadurch  die  Form 

und  man  erkennt  biet  aoforti  dass 

Ax  +  By+C=iO 
die  Gleichang  der  reellen  Asymptote  der  Carve  und 

die  Oleichnng  der  geraden  Linie  ist,  welche   die  8  Punkte  verbindet,  in 
welchen  die  Curve  von  ihren  Asymptoten  geschnitten  wird. 

Aus  der  Gleichung  5)  ergeben  sich  eine  Reihe  von  Sätzen. 

Der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  das  Quadrat 
seines  Abstandes  von  einem  festen  Punkt  multipli- 
cirt  mit  seinem  Abstand  von  einer  festen  geraden  Li- 
nie in  constantem  Verhältniss  steht  zu  seinem  Ab- 
stand von  einer  andern  festen  Geraden,  ist  eine  Curve 
3.  Grades  mit  Kreisasymptoten,  welche  jenen  festen 
Punkt  zum  Centrum  und  die  erste  feste  gerade  Linie 
zur  Asymptote  hat;  ferner: 

Beschreibt    man    um    das    Centrum    einer    Curve 
3.  Grades  mit  Kreisasymptoten  einen  Kreis,  so  schnei- 
det dieser  die  Curve  in   zwei  Punkten,   deren  Verbin- 
dungslinie der  reellen  Asymptote  in  der  Curve   be- 
gegnet. 
Man  erkennt  in  diesem  Satze  leicht  nur  einen  speciellen  Fall  des  zwei- 
ten Satzes  in  §.  1 ,  indem  hier  die  dort  erwähnten  zwei  festen  Punkte  die 
imaginären  Kreispunkte  sind. 

IIL 
Unter  den  Punkten  der  Curve  giebt  es  auch  eine  Anzahl,  deren  Tan- 
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genten  zu  der  reellen  Asymptote  parallel  laufen.     Wir  wollen  sie  mit  dem 
Namen  „Scheitel**  bezeichnen. 

Es  sei  die  Curve  so  gelegt,    dass  ein  Scheitel  Coordinatenanfang  wird 
und  seine  Tangente  in  die  i^-Axe  fällt.     Dann  ist  in  der  allgemeinen  Glei- 
chung l)  zu  setzen  J?  =  0,    G  =  0,   B=0 
und  die  Gleichung  der  Curve  wird  dadurch  einfacher: 

6)  A{x*  +  i^)x  +  Cx^+Dxy+£y^+Fx=0, 

oder,  wenn  man  sie  dnrch  Polarcoordinaten  r  und  q>  ausdrückt: 

,        Ccos*g)+Dcosq>sinqf'{-Esin*g)       F 

A  cos  q>  Ä 

Sind  somit  r^  und  r,  die  zu  einer  bestimmten  Anomalie  90  gehörigen  Radien- 
vectoren,  so  ist 

F 

welches  Resultat  den  Satz  ausdrückt: 

Legt  man  durch  einen  Scheitel  einer  Curve  3.  Gra- 
des mit  Kreisasymptoten  gerade  Linien,    so   ist  das 
Product  der  Abschnitte,   welche  die  Curve  auf  jeder 
derselben  bildet,  constant, 
oder  auch  einfacher: 

Die   Curve   ist  in  Bezug    auf  irgend   einen   ihrer 
Scheitel  ihre  eigene  inverse  Curve. 
Wenn  man  den  2.  Satz  in  §.  1  auf  den  besonderu  Fall   anwendet,   wo 
die  Verbindungslinie   der   beiden  festen  Punkte  durch  einen  Scheitel  geht, 
so  ergiebt  sich  der  folgende : 

Legt  man  durch  zwei  Punkte  einer  Curve  3.  Gra- 
des mit  Kreisasymptoten,  deren  Verbindungslinie 
durch  einen  Scheitel  derselben  ^eht,  einenKreis,  so 
schneidet  dieser  di^  Curve  noch  in  zwei  Punkten,  de- 
ren Verbindungslinie  wieder  durch  den  Scheitel  geht, 
von  welchem  Satze  schliesslich  der  vorige  nur  ein  anderer  Ausdruck  ist. 

IV. 

Wenn  die  reelle  Asymptote  in  die  l^Axe  fällt,  und  ausserdem  (a,6) 
die  Coordinaten  des  Centrums  sind,  so  hat  die  Gleichung  der  Curve  fol- 
gende Form: 

[(a:_a)«  +  (y-6)»]a:+aa:+/Jy+y=0, 

und    wenn  ausserdem  der  Coordinatenanfang  in  den  Punkt  gelegt  wird,  wo 

die  Curve  ihre  Asymptote  schneidet  (er  möge  in  der  Folge  einfach  mit  S 

bezeichnet  werden),  noch  etwas  einfacher,  da  dann  /  =  0: 

[(;c— ö)'  +  (y  — 6)«J^+aa:  +  /Jy=0, 

oder  (a;-a)«+(y-6)'+«  +  |3  ^         =0. 
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Fftr  die  awei  Puükte  der  Ciirve,  welche  auf  einer  durch  den  Coordi- 

natenorspruDg  Hegenden  geraden  Linie  liefen,  ist  —  das  selb  e,  folglich  wich 
dieser  GleicbuDg  zufolge  der  Werth 

die  das  Quadrat  ihre^  Abstaudei  vom  Centrum,   was   gecmetriacb  interpre- 
titt,  folgenden  Sat«  gielt : 

Jede  gerade  Linie  durch   den   Punkte  schneidet 
dieCurvetn  zwei  Fun  kten»  die  vom  Centrum  derCurve 
gleicbweit  abstehen. 
Es  ist  dies  oftenbar   die  Umkehr  des  zweiten  Satzes  in  §.  2.     Aas  ihm 
folgen  eine  Reihe  anderer,  wie; 

Wenn  man  durch  den  Punkt  Sgera deLinien  zieht, 
undin  der  Mitte  des  Stückes,  welches  die  Curve  auf  je- 
der von  Ihnen  abschneidet,  Perpendikel  errichtet,  so 
eonvergiren  diese  sämmtlich  im  Centrum  der  Cnrve. 

Der  M  ittelpnnkt  des  8tü  ckes,  welches  die  Curve 
auf  jeder  durch  deuPunkt^gehendengeradenLinie 
abschneidet,  hoschreiht  einenKreis,  welcher  durch 
Sund  das  Centrum  der  Curve  geht. 

Die  Normalen  all  er  der  Punkte,  deren  Tangenten 
durch    den    Punkts    gehen j    eonvergiren   im   Centrum 
der  Curve. 
Der  vorletzte  Satz  nimmt  eine  besonders  einfache  Gestalt  an ,  wenn  S 
im  Unendlichen  liegt,  also  die  Curve  eine  Inflexionsasymptote  hat.     Der- 
selbe lautet  dann: 

Bei  einer  Curve  3.  Grades  mit  Kreisasymptoten 
und  einer  reellen  Inflexionsasymptote  halbirt  das 
Perpendikel,  das  man  vom  Centram  aus  aufdieletz- 
tere  fällt,  alle  zu  ihr  parallellaufenden  Sehnen. 


Der  schon  mehrfach  berührte  zweite  Satz  in  §.  1  ist  von  besonderer 
Wichtigkeit  noch  dadurch,  weil  er  lehrt,  sowohl  die  Tangente,  als  auch 
der  Krümmungshalbmesser  eines  jeden  Punktes  für  die  betrach- 
tete Classe  von  Curven  zu  finden. 

Zunächst  ist  klar,  dass  man  mit  Hilfe  desselben  die  Aufgabe  lösen 
kann : 

Gegeben  sind  3  Punkte  in  einer  Curve  3.  Grades  mit  Kreis- 
asymptoten, man  soll  den  4.  Punkt  finden,  in  welchem  die  durch 
jene  drei   Punkte   gelegte   Kreislinie    der  Curve    nochmals    be- 
gegnet. 
Die  Construction  wäre  einfach: 
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Man  ziehe  AB^  welches  die  Curve  nochmals  in  D  schneide  ,  and  ver- 
binde den  Punkt  E,  in  welchem  die  Cnrve  von  einer  Parallelen  durch  D 
zur  reellen  Asymptote  getroffen  wird,  mit  C;  die  Linie  einschneidet  dann 
die  Curve  in  dem  gesuchten  Funkt. 

Man  kann  nun  weiter  die  Aufgabe  lösen: 

Es  soll  durch  einen  Punkt  A  in  dem  Umfange  einer  Curve  3.  Grades 
mit  Kreisasymptoten  ein  Kreis  gelegt  werden,  welcher  diese  zugleich  in 
einem  Punkte  B  berührt. 

Man  braucht  dann  nur  den  Punkt  zu  finden,  in  welchem  der  gesuchte 
Kreis  die  Curve  nochmals  trifft;  die  Construction  bleibt  wie  vorher,  nur  dass 
man  C  mit  B  zusammenfallen  lässt. 

Hierdurch  aber  wird  man  weiter  zur  Construction  der  Tangente  im 
Punkte  B  geleitet,  denn  die  Tangente  der  Curve  ist  identisch  mit  der  eines 
sie  berührenden  Kreises.  Man  hat  daher,  weil  der  Punkt  A  ganz  willkür- 
lich ist,  diesen  so  zu  wählen,  dass  die  Construction  die  einfachste  wird. 
Man  gelangt  so  zu  folgendem  leicht  zu  beweisenden  Weg: 

Um  in  dem  Punkte  A  die  Tangente  zu  legen,  ziehe  man  durch  ihn 
eine  parallele  Linie  zur  Asymptote  und  verbinde  ihn  mit  dem  Punkte  5,  wo 
die  Curve  ihrer  Asymptote  begegnet.  Die  erste  Linie  schneide  die  Curve 
in  B,  die  letztere  in  C,  Man  errichte  nun  noch  in  den  Mittelpunkten  von 
A  B  und  y^C  Perpendikel,  und  verbinde  deren  Schnittpunkt  mit  A\  die  erhal- 
tene Linie  ist  die  Normale  von  A^  und  die  Tangente  steht  senkrecht  darauf. 

Man  kann  nun  den  Satz  noch  weiter  anwenden  und  den  Punkt  P  su- 
chen ,  wo  die  Curve  von  dem  KrUmmungskreise  des  Punktes  A  geschnitten 
wird,  um  mit  dessen  Hilfe  den  letzteren  zu  construiren.  Dies  aber  wird 
leicht  auf  folgende  Weise  ausgeführt: 

Man  lege  in  A  die  Tangente ,  welche  die  Curve  in  B  schneiden  möge, 
und  verbinde  den  Punkt  C,  wo  eine  Parallele  durch  B  zur  Asymptote  die 
Cnrve  trifft,  mit  A,  Die  Linie  AC  schneidet  dann  die  Curve  in  dem  gesuch- 
ten Punkt  i\  und  mau  hat  nur  in  der  Mitte  von  AP  ein  Perpendikel  zu  er- 
richten, um  in  dessen  Schnittpunkt  mit  der  Normale  in  A  den  Krümmungs- 
mittelpunkt zu  A  zu  finden. 

Nur  für  die  Scheitel  führt  diese  Construction  nicht  zum  Ziel,  weil 
die  KrÜmmungsHreise  für  dieselben  mit  der  Curve  vier  Punkte  gemein 
haben. 

VL 

Im  0.  Bande  dieser  Zeitschrift,  S.  34,  habe  ich  folgenden  Satz  bewiesen : 
Die  Summe  der  Cotangenten  der  Winkel,  welche 
eine  gerade  Linie  mit  den  fiAsymptoten  einer  Curve 
n,  Grades  bildet,  ist  genau  so  gross,  als  die  Summe  der 
Cotangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit  den/tTan- 
genten  einschliesst,  diein  den  Punkten,  wo  sie  die 
Curve  trifft,  au  diese  gelogt  werden  können. 
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Dieser  Sats  liefert »  Auf  Carveo  a,  Gradea  mit  KrmaasymptotGD  &agQ- 
wan^t,  ijiteressante  Folgerungen. 

Bekanntiieb  bildet  jede  gerade  Linie  i/^^mx  +  n  mit  den  Linien 

3f=  +  IJ  +  n  .      ^. 

Winkel,  deren  Tangenten  sind: 

+  i* 
In  der  angemeineo  Gleiebnng ,    die  ebi^er  Satz  «nf  Cnrven  3*  SraTet 
angewandt  giebt,   wenn  I  dia  schneidende  Sebne,  <i|,  n«,  ag  die  3  Äaymptoleni 
^jt  ^it  ^a  ^^^  3  Tangenten  sind^  nUmUeh: 

cotQa^)  +  eoi  (/«,)  +  eoi{lä^=eot{lA;)  +  c^(/^,)  +  e0t(lA^, 
wird  dadurch  ^  *f 

so  dass,  wenn  a  die  reelle  Asjmptote  ist,  fibrig  bleibt  ^ 

cotQa) = eol  (UJ  +  col(/irf,)  +  c©l(M,), 
woraus  der  Sats  folgt: 

Die  Summe  der  Cotangenten  der  Winkel,  anter 

welchen  eine  Cnrve  8.  Orades  mit  Kreisasymptoten 

durch  eine  Sehne  geschnitten  wird,  istgleieh  der  Co- 

tangenle  des  Winkels,  welchen  die  letatere  mit  der 

reellen  Asymptote  bildet. 

Ein  besonders  interessanter  Sats  folgt  hieraus  in  dem  Falle ,  daas  die 

Sehne  durch  einen  Scheitel  der  Cnrve  geht,  worauf  dann  die  eine  Tangente 

^3,  nämlich  die  des  Scheitels,  zur  Asymptote  parallel,  und  daher 

Lla  =  LlA^ 
ist.     Dann  aber  ist 

LUi  =  LUty 

d.  h.:     Jede  Sehne  durch  einen  Scheitel  einer  Cnrve  3.  Grades 
mit   Kreisasymptoten  schneidet    diese   noch    in  zwei 
Punkten,  und  zwar  unter  gleichen  Winkeln. 
Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge   des  früher  gefundenen,   dass 

die  Curve  ihre  eigene  inverse  ist,   da  er  eine  ganz  allgemeine  Eigenschaft 

inverser  Linien  ist. 

VIL 

Unter  den  specielleren  Classen  von  Curven,  we)che  in  der  allgemeine- 
ren der  Curven  3.  Grades  mit  Kreisasymptoten  enthalten  sind ,.  ist  beson- 
ders die*  wichtig,  welche  die  Curven  mit  einem  Doppelpunkt  (Kno- 
ten ,  Spitze  oder  isolirter  Punkt)  umfasst,  besonders  auch  deshalb ,  weil  zu 
ihr  eine  grosse  Anzahl  bekannter  Linien  gehört,  wie  die  Cissoide,  die  Focal- 
curve  des  geraden  Kegels  (vergl.  z.  B.  Fleischer,  Programm  der  Für- 
ßtenschule  zu  Grimma  1851),  die  von  Booth  im  Quarlerly  Journal,  Bd.  III 
betrachtete  Curve  u.  s.  w. 
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Sämmtlicbe  Carven  dieser  Classe  haben,  wenn  ihr  Doppelpunkt  zum 
Coordinatenursprung  gewählt  wird,  die  allgemeine  Gleichung 

und,  wenn  die  reelle  Asymptote  zur  yAxe  gewählt  wird, 

(.T»  +  y')x  +  aa^  +  ßxy  +  yy«  =  0. 
Durch  Verwandelung  der  Parallelcoordinaten   in  Polarcoordinaten  r  und  q> 
geht  obige  Gleichung  in  die  Polargleichung  über: 

r  =  — (acosw+ßsinw  +  Y -]  =  (y  —  a)  cos  cp  —  ß  sin  w — . 

\         ^     '^      ^      '  cosq>J        '  ^      ^      cos  q> 

Aber  es  ist — ,  wie  leicht  zu  erweisen,  derRadiusvector  der  Asymptote; 

der  erste  Theil  dagegen  der  eines  Kreises,  welcher  durch  den  Doppelpunkt 
gellt.  Offenbar  folgt  aus  dieser  Betrachtung  eine  sehr  einfache  Construc- 
tion  der  Curve;  denn  man  braucht  nur  für  jede  Amplitude  den  Radius- 
vector  des  Kreises 

r  =  (a -— )f)  C05  9 -f-/?m  <p 
von  dem  der  Asymptote  abzuziehen,   oder  was  noch    einfacher  ist,  man 
braucht  nur  auf  jeder  durch  den  Doppelpunkt  gehenden  geraden  Linie  von 
diesem  aus  das  Stück  abzutragen,  welches  zwischen  jenem  Kreis  und   der 
Asymptote  der  Curve  liegt,  um  einen  Punkt  der  Cnrve  zu  erhalten. 

Die  Tangenten  des  Doppelpunktes  gehen  durch  die  Punkte,  wo  die 
Asymptote  den  Kreis  schneidet;  jener  ist  daher  ein  Knoten,  eine  Spitze 
oder  ein  isolirter  Punkt,  je  nachdem  die  Asymptote  den  fraglichen  Kreis 
schneidet,  berührt  oder  ausserhalb  desselben  liegt.  In  dem  Falle,  wo'  sie 
ein  Durchmesser  dieses  Kreises  ist,  hat  der  Doppelpunkt  zwei  senkrechte 
Tangenten. 

Der  Punkt,  wo  die  Curve  ihr  Asymptote  trifft,  liegt  dort,  wo  die  Tan- 
gente des  Kreises  im  Doppelpunkt  dieser  begegnet.  Ist  daher  die  Asymp- 
tote senkrecht  zu  dem  Durchmesser  des  Doppelpunktes,  so  ist  dieselbe  eine 
Inflexionsasymptote. 

Die  oben  gegebene  Construction  ist  eine  Verallgemeinerung  der  für 
die  Cissoide  gebräuchlichen ,  welche  übrigens  nichts  anderes  ist,  als  die 
Curve  3.  Grades  mit  Kreisasymptoten,  einer  reellen  Inflexionsasymptote  und 
einer  Spitze. 

Die  folgenden  zwei  Sätze  über  Curven  B.  Grades  mit  Kreisasymptoten 
und  Doppelpunkt  werden  nicht'uninteressant  sein: 

Der  Doppelpunkt,  das  Centrum  und  der  Punkt,  wo 
die  Curve  ihre  Asymptote  trifft,  bilden  ein  rechtwink- 
liges Dreieck. 

Wenn  sich  ein  rechtwinkliges  Dreieck  so  dreht, 
dass  sein  Scheitel  in  dem  Dioppelpnnkt,  seine  beiden 
anderen  Ecke  naber  in  der  Cnrve  liegen,  so  beschreibt 
derMittelpunktseinerUypotenuse  eia6^Qt«^d^\i\'^x^« 
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Wfti  dea  €fStBn  8a£z  anbetrifft ,  so  ist  dieser  eine  einf&olid  Folge  ^M^ 
3,  Satzes  id  §*  4;  der  iwoite  länAt  sich  leiclit  beweii*eiK  ^C 

Dean  ist  <p  die  AnomaUe  der  einen  Ecke,  so  kt  90'^+ 9  die  der  aadern, 
titid  »lud  ruadri  die  siigeU<^rigei3  fUtlieii,  x  nod  x,  die  KUgehörigeti  Absei»* ^^ 
•en,  so  ist  •    * 

äIbo  ^+^i^=^«+Yt 

d.  i.  eoDcUnt. 

Hiermn  reihen  sich  noch  ▼ersehiedene  interessante  SXtse. 

Eine  leichte  Bechnnng  giebt  ab  Gleichung  der  Fiuiq^iinktsllue  det 
Parabel 

in  Besng  auf  den  Pol  (Aif)f  Mbi|]4  dieser  dann  aam  AnfaBgifp«nkti|  eines 
Polarcoordinatensjstems  gewfthh  worden  ist:*) 

%  COM  qf 

Dies  ist  aber  aogleich  die  aUgemeine  Qleichnng  einer  Gurre  3.  Gfaides 
jnit  Kreisasjnptoten  und  ein^m  Doppelpanki,  sobald  dieseir  anm  Pole^ 
CoordinaienfTStens  gewählt  wird^  denn  man  braocht  in  der  Gleicliaiig,  ^ie 

sie  frflher  aufgestellt  worden  ist,  nur  «= — /;  /»— ^/y=s— ^2.    tu   y^taen, 

um  die  vorliegende  Gleichung  au  erbalten. 
-  £s  ergiebt  sich  daher  der  Satz: 

Die  Fusspunktslinie  einerParabel  für  einen  be- 
liebigen Pol  ist  eine  Curve  dritten  Grades  mit  Kreis- 
asymptoten, welche  in  jenem  Pole  einen  Doppelpunkt 
besitzt, 
und  auch  umgekehrt: 

Wenn   eine  Curve  3.  Grades   mit  Kreisasymptoten 
eineuDoppelpunkt  besitzt,  so  ist  ihre  negative  erste 
Derivirte**)  in  Bezug  auf  diesen  eine  Parabel. 
Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  die  Quadratur  der  Curven  mit  Doppel- 
punkt nur  auf  die  gewöhnlichen  trigonometrischen   und  logarithmischen 
Functionen  führt,  diejenige   aber  der   allgemeineren  Classe,   der  Curven 
3.  Grades  mit  Kreisasymptoten  überhaupt.  Buch  noch  die  Anwendung  ellip- 
tischer Integrale  nöthig  macht,  mit  Hilfe  dieser  aber  sich  vollständig  aus- 
ftihren  lässt.     Die  Rectification  führt  bei  den  Curven  mit  Doppelpunkt  auf 
elliptische  Integrale  und  nur  in  speciellen  Fällen,  wie  bei  den  Curven  mit 

*)  Vergl.  E.  B.  Drobisch,  Ueber  die  Fusspunktslinien ,  insbesondere  der  Ke- 
gelschnitte, Bd.  3  dieser  Zeitschrift. 

**)  lieber  derivirte  Linien  siehe  s.  B.  W.  Roberts,  Liouvilies  Journal  X  und 
Hirst,  Qmrterly  Journal  IL 
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einer  Infi exionsasymp tote,  reduciren  sich  dieselben  auf  logarithmiscbe  und 
Kreisfanctionen. 


XXIV.  Heber  eine  Beiiehnng  der  Seiten  nnd  Diagonalen  einet  Kreis- 
vierecks  zu  den  Wurzeln  einer  biqnadratii eben  Oleieünng  nnd  ihrer  Ee- 
solvente.     Von  Dr.  L.  Matthiessen  in  Jever. 

Sind  oTq  x^  x^^  x^^^  die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 
x^ — ax^-\-ha^ — ca:+d=0, 
und  bezeichnen  ar^  x^  x^^  x^^^  zagleich  die  Seiten,  sowie  y^  y^  y^^  die  drei  Dia- 
gonalen eines  Kreisvierecks,  so  ist  bekanntlich 

^f,^,+^.,^..=y^y/i   *o^,.+^,^,,,=yoy..;   ^o^„.+^.^.=y,y./ 

Mit  Anwendung  der  Lehrsätze  über  symmetrische  Punctionen  findet  man, 
dass  yo  y»  y,,  ^^^  ^^^^  positiv-en  Wurzeln  der  Gleichung 

y"-\j^^ijzr^^ 

sind.  Es  ist  diese  Gleichung  also  eine  Kesolvente  der  gegebenen  biqua- 
dratischen Gleichung,  und  es  geht  daraus  hervor,  dass  man  nicht  allein  die 
Fläche  des  Kreisvierecks,  die  Radien  der  um-  und  eingeschriebenen  Kreise, 
sondern  auch  die  Diagonalen  unmittelbar  durch  die  Coefficienten  a,  6,'c,  d 
auszudrücken  im  Stande  ist,  ohne  dass  die  Gleichung  aufgelöst  wird.  Aus 
der  Resolvente  folgt,  dass  das  Parallelepipedon  aus  den  drei  Diagonalen 
sich  durch  die  Gleichung  

yoy.y..-=^V^'d—Abd+i^ 

ausdrücken  lässt.     Da  ferner 

16F*=(a  — 2a:o)(a— 2j?^)(a— 2j?^^)(a— 2x  J=— a*+4a'6— 8«c  +  16d 
ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Vierecks 

F=i|/— a*+4a»6— 8ac+16rf, 
also  des  Radius  des  umschriebenen  Kreises  nach  dem  Satze  von  Gerhard 


"=/-. 


a^d'-Ud+c^ 


■a*  +  4a«6— 8ac+16d 
Die  Summe  der  Rechtecke  aus  den  drei  Diagonalen  ist 

Aus  der  Resolvente  folgt 

(ac  —  4rf)'         /         .  .  X         •.«.• 

und  hieraus  weiter  =^0+^.  +y,/» 

"oy/"/« 

ac  —  4d 
und  y^+y +y  := 


/a«d— 46d  +  c« 
Die  Gleichung  für  den  Flächeninhalt  F  nimmt  demgemäss  folgende  Form  an 

i6F»=— a«(a*— 46) -8yoy,y.(yo+y.+yJ 
oder  16F«=— ttH4(yoy,+yoy,,+y,yJtt•-8y^tl3..(alA^Ä.-VM>l^ 


a»  EUmf  MHAeamagm 


,^^■^i^^,-l_,^_,^J^.>VUX»-u-^-u"ll 'I  i"i  ^  •*  ~  •*  "•  ~i"ir<"i~i-tr'wni -^~~-ii-ir-  ~  — ~i~-^~iii~-~  -,-  —  —  —  —  —  ^—^  -  —  -^»^  «»<»».«-  -.-«»»*»  ».j.,|^^-^,-,,|p,^^f^^.,|  f(^j^^p^y^j|^ 


mi^uäm  ümfasg  ({edentet.    Der  EtMliettMidik  fmmm  Dteieelni  Inl  i 

fthnlichen  Aasdracky  nimlich  ^      i/l 

Aus  dem  Vorhergehendea  folgt  weiter,  d««s  die  Gleichling  der  drei  Diago^ 

nideaist  -  ■  :'-^ 

Seist  man  y=g  *  ,  so  erh&lt  man  eine  cnbitche  Gleichnng  mit 

rationalen  Coefficienten,  nXmlich 

Diese  Gleiehnng  ist  sngleieh  die  Gleiehnng  der  Wnraelprodncte  Von 

«•_6««+(Äi?_4d)«  — («•rf— 46if+c«)==0, 
welche  von  mir  bereits  im  8.  Bande  diescfr  Zeitschrift,  pag.  141,  als  efn^ 
ResoWente  der  biqiiadratischea  Qleichangen  aufgestellt  worden  ist. 


XZT.  Sati  tber  «iii  stets  mit  derselben  Beiteniabl  sehlieMmidea 
Polygon  auf  einer  lUehe  8.  Orades. 

Man  nehme  auf  der  Darchschnittsearve  zweier  Flächen  2.  Grades  A 
and  B  einen  Punkt  0  an.  Setzt  man  voraus,  daas  wenigstens  die  eine  der 
beiden  Flächen,  und  zwar  J^  reell  geradlinig  sei  (einschaligeM  Hyperboloid), 
so  kann  man  der  Durchschuittscurve  ein  wrndschiefes  Polygon  einschreiben, 
dessen  erste  Ecke  in  0  liegt,  während  seine  Seiten  abwecliseluü  einer  der 
beiden  Schaaren  von  Geraden  der  Fläche  A  angehören. 

Dann  findet  Folgendes  Statt : 

Entweder  das  Polygon  schliesst  nicht.  Dann  schliesst  es  nie,  man  mag 
die  erste  Ecke  0  auf  der  Durchschnittscurve  annehmen,  wo  man  will. 

Oder  das  Polygon  schliesst  mit  einer  gewissen  (geraden)  Anzahl  von 
Seiten.  Dann  schliesst  es  stets  mit  derselben  Zahl,  man  mag  <iie  erste  Ecke 
0  annehmen,  wo  man  will. 

Als  speciellster  Fall  des  Satzes  kann  Folgendes  gelten : 

Beschreibt  man  in  einen  Kreis  ein  Polygon,  dessen  Seiten  abwechselnd 
zwei  festen  Geraden  parallel  laufen,  so  schliesst  dasselbe  entweder  nie,  oder 
stets  mit  derselben  Seitenzahl,  welche  nur  abhängt  von  dem  Winkel,  den  die 
beiden  festen  Geraden  mit  einander  machen. 

Berlin.  Dr.  Theodor  Berneb. 


XXTL    Bemerkung  ttber  die  Fusspunktseurye   einer  Ellipse  oder 
Hyperbel. 

Die  Fnsspunktscurven  der  Ellipse  oder  Hyperbel  können  in  dem  Falle, 
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das8  ihr  Pol  im  Mittelpunkte  liegt,  anf  sehr  einfache  Weise  constmirt  wer- 
den. Sie  ergeben  sich  nämlich ,  wenn  man  folgende  Ortsbestimmung  aus- 
führt: 

Durch  einen  Punkt  0  ausserhalb  der  Peripherie  eines  Kreises  werden 
gerade  Linien  OMN  gezogen  und  auf  diesen  stets  das  Stück  MNy  welches 
innerhalb  des  Kreises  fällt,  von  0  aus  abgetragen.  Man  soll  den  Ort  des 
anderen  Endpunktes  P  finden. 

Sei  C  das  Centrum  des  festen  Kreises,  r  sein  Radius,  OC=a,  endlich 
MN=OP=Q,  LPOC=q>]  dann  ist 


=  2  /r*  — /*  sin*(p  =  2r  ^  i  —  ~  sin^  (p. 


Aber  die   Polargleichung   der  Fusspunktscurve    eines  Centralkegelschnit- 
tes  ist 


wo  e  die  Excentricität  des  Kegelschnittes;  und  um  diese  mit  jener  Gleichung 
identisch  zu  machen,  braucht  man  nur  zu  setzen 

n         l 


r 


Man  sieht  leicht,  wie  sich  aus  diesen  Betrachtungen  eine  sehr  einfache 
Construction  ergiebt,  sowie  dass  die  fragliche  Curve,  wenn  0  ausserhalb 
des  Kreises  liegt ,  die  Fusspunktscurve  einer  Hyperbel,  und  wenn  0  inner- 
halb liegt,  diejenige  einer  Ellipse  wird. 

Leipzig.  F.  E.  Eckardt,  stnd.  math. 


^XXVn.    Eine  neue  Tharmoiäule,  von  S.  Marcus. 
Der  Erfinder  äussert  sich  über  die  Wirkungen  derselben,  wie  folgt: 

1.  Die  elektromotorische  Kraft  eines  der  neuen  Thermo-Elemente  ist 
gleich  ^^  der  elektromotorischen  Kraft  eines  Bunsen'schen  Zinkkohlen- 
elementes und  dessen  innerer  Widerstand  gleich  0.4  eines  Meters  Normal- 
drahtes. 

2.  Sechs  solcher  Elemente  genügen  schon,  angesäuertes  Wasser  zu 
zersetzen. 

3.  Eine  Batterie  von  125  Elementen  entwickelte  in  einer  Minute  25 
Kubikcentimeter  Knallgas,  wobei  überdies  die  Wasserzersetzung  unter  un- 
günstigen Verhältnissen  stattfand,  indem  der  innere  Widerstand  der  Säule 
weit  grösser  als  der  des  eingeschalteten  Voltameters  war. 

4.  Ein  Platindraht  von  \  Millimeter  Dicke,  in  den  Schliessungsbogen 
derselben  Kette  geschaltet,  schmilzt. 

5.  Dreissig  Elemente  erzeugen  einen  Elektromagneten  von  150  Pfd. 
Tragkraft. 

6.  Die  Stromerzeugung  geschieht  durch  Erwärmung  ntit    ^vgl^t  ^«t. 


▼crti  f  ^wfl 
Zur  R«nrt<ilMf  ^«r  in  Umim  uAmdmm  Bcttetie  wt  mm>m^itM  iB«  G«- 

im  W§rmw  mm4  AhklMnm^rwmwhhmm^n  D«ibw#Bdfg,  «» i 

g;ii>itl|^#a  Ef^l  n  ffrzleltü.     Enteret  bildet  d^  plMytiiLafiich— ,  Iftbueräs 

49a  e<m»troctivtii  T1i«ii  de»  Pr<»bletiEib 

Bm  4*T  L&«it8f  4er  «rsCatt  Aiilj|Abt  war  Hefr  Vmrcai  b^sirelii,   fol- 
ffmim  PoiikU  Ol  «f rrkfaen  : 

«)  lolckt  Tfienntt-E}<r«i#nte  zu  besut^eitj  die  fm  der  tlittmoelektri- 

Bchmm  E«iIm  »ag llcb«t  wcH  wom  cm&E»deT  Jiegen,  daim  soklie,  Um 

k)  gitf§§m  TMapentnrdif  crenxen  s&nUüeii,  m  daaa  dlei  ofane  Znäilftt- 

n&ttfii«  r^m  Fm  Prrelmhi  wird,  wm  nur  ^uehelMS  kxaSi  vem  die 

Smb«  m4lf!iebjii  Kobe  Sebmebpotiltte  bc«rU4>itf 

«)  »Ihva  dk  Maiemlien,  «ti«  denen  die  SUbe  juifefeftift  werdas, 

nicht  köetfplellg  mid  letstere  Seicht  danlellbEr  bcib,  mad  ejidttitb 
d)  follt«  ASieli  d^  £0  dtfi  Etiitii€Dt€&  verwendete  Is«]mt«r  biibea  Tem- 
perjitnr#ii  wid^rtietien  k'Jiinea    tind  genügende  Fesiij^keit   und 
ElaitidfUI  büfttzen. 
Dtt  woder  die  bi«tter  gcbrUucblkhcu  Ketten  aiu  Wkmnih  and  incmnn» 
noch  irgend  eine  Oonbinntion  der  übrigen  einfneken  MeUlle  dienn  Bed»- 
gnngen  entsprechen ,  00  benutzte  Herr  Marens  die  Thatsaebe,  das«  Legi- 
ruiigen  in  der  thermoelektriiichen  Kf^iho  nicht  sswischen  jenen  Metallen  ste- 
hen, an»  denen  »ie  zasamtnengesetzt  iiind,  und  wurde  hierdurch  zu  folgen- 
den Legirungen  geführt,   welche  den  oben  angegebenen  Bedingungen  yoU- 
komroen  entsprechen. 

FUr  da0  positive  Metall : 

10  Oewichtstheile  Kupfer, 
6  „  Zink, 

6  „  Nickel; 

ein  Znsatz  von  1  Theil  Kobalt  erhöht  die  elektromotorische  Krafl. 
Für  das  negative  Metall : 

12  Oewichtstheile  Antimon, 
5  „.  Zink, 

*  1  „  Wismuth; 

durch  öfteres  Umschmelzon  wird  die  elektromotorische  Kraft  der  Legimng 
erhöht; 

oder: 
Argcntan  unter  dorn  Namen  Alpacca   aus  der  Triestinghofer  Metall- 
waarenfabrik  mit  dem  eben  bezeichneten  negativen  Metall 
iu  Verbindung; 
oder: 
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eine  Legirung  aus     65  Oewichtstheilen  Kopfer 

und     31  „  Zink 

als  positives  Metall,  und 

12  Gewichtstheile  Antimon 
5  „  Zink 

als  negatives  Metall. 

Beide  Stäbe  werden  nicht  aneinander  gelöthet,  sondern  mit  Schrauben 
verbunden. 

Das  positivelektriscbe  Metall  schmilzt  bei  circa  1200°  C,  das  negative 
bei  circa  60a^ 

Da  bei  diesem  Elemente  nur  die  Erwärmung  des  positiven  Metalls  auf 
die  Elektricitätsentwickelung  von  Einfluss  ist,  so  ist  die  Einrichtung  ge- 
troffen, dass  nur  dieses  erwärmt  wird,  während  das  negative  Metall,  welches 
mit  jenem  im  Contact  steht,  die  Wärme  nur  mitgetheilt  erhält.  Durch 
diese  Anordnung  wird  es  möglich,  Temperaturen  iJber  600  Grad  anwenden 
zu  können  und  in  Folge  dessen  grössere  l^mperaturdifferenzen  zu  erzielen. 

Ein  interessanter  Beleg  für  die  hierbei  stattfindende  Umwandlung  der 
Wärme  in  Elektricität  ist  der,  dass  das  Wasser,  welches  zur  Abktthlung 
der  zweiten  Contactstelle  des  Elementes  dient,  sich  sehr  langsam  erwärmt, 
so  lange  die  Kette  geschlossen  bleibt,  dass  sie  aber  ziemlich  schnell  erfolgt, 
wenn  dieselbe  geöffnet  wird. 

Die  in  Rede  stehende  Thermosäule  wurde  mit  Rücksicht  auf  die  An- 
wendung einer  Gasflamme  construirt.  Die  einzelnen  Elemente  bestehen 
auH  Stäben  von  ungleichen  Dimensionen;  der  positivelektrische  Metallstab 
ist  7"  lang,  7'"  breit  und  ^"'  dick,  der  negativelektrische  Metallstab  ist  ö" 
lang,  7'"  breit  und  O"'  dick.  32  solcher  Elemente  verschraubte  ich  in  der 
Weise  mit  einander,  dass  alle  positiven  Stäbe  auf  der  einen  und  alle  nega- 
tiven auf  der  andern  Seite  sich  befinden  und  so  die  Form  eines  Gitters  bilden. 
Die  Säule  besteht  nun  aus  zwei  solchen  Gitterwänden,  welche  dachförmig 
aneinander  geschraubt  und  durch  eine  Eisenstange  verstärkt  sind.  Als 
Isolator  zwischen  der  Eisenstange  und  den  Elementen  wird  Glimmer  be- 
nutzt. Ausserdem  wurden  die  Elemente,  namentlich  dort,  wo  sie  mit  dem 
Kühlwasser  in  Berührung  kommen,  mit  Wasserglas  bestrichen. 

Zur  Abkühlung  der  unteren  Contactseiten  der  Elemente  dient  ein  thö- 
nernes  mit  ^Wasser  angefülltes  Gefäss. 

Die  ganze  Säule  hat  eine  Länge  von  2  Fuss,  eine  Breite  von  6^'  und 
eine  Höhe  von  6". 

Herr  Marcus  theilt  ferner  mit,  dass  er  eben  einen  Ofen  ausgeführt 
habe,  welcher  für  708  Elemente  berechnet  ist.  Dieselben  repräsentiren  eine 
Bunsen'sche  Zinkkohlenkette  von  30  Elementen  und  consumiren  per  Tag 
240  Pfd.  Kohle  (2  fl.  40  kr.).  Sch-liesslich  bemerkt  Redner,  dass,  wenil^leich 
er  nicht  der  Meinung  sei ,  mit  dieser  Säule  schon  das  von  ihm  angestrebte 
Ziel  erreicht  zu  haben,  er  doch  glaube,  dass  dieselbe  den  We^  bex^v:.W^^ 
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der  weiter  eu  irerfalgoti  «ei,  um  der  ElektridlMt  in  der  Praxis  jenen  domi- 
mrenden  Rang  zu  erringen,  welclier  ibr  ihrer  wunderbaren  Eigenscliaften 
wegen  unstreitig  zukoinmt.  (Beriebte  der  Wiener  AkademieJ 


X^^nn.    Beseitifuuf  dei  Oertönt  d€r  Tele^impbenleitungem. 

Ztt  der  in  lieft  l,  S»  m  unter  derselben  Uobcrscbrift  gemacbten  Mit- 
AeÜEiDg  fügen  wir  nwsh  biuxu:  lo  der  Zeitsebn^  des  deut^cb-öeterreich]- 
scheu  Telegraphen- Vereins  1864,  Heft  6 — ^8,  wird  dieHelbc  ^geii^genbeit 
besprochen,  und  es  werden  dort  im  Ganxea  3  Methoden  genannt,  das  Get 
der  Telegraphnnteilungen  tu  beseitigen: 

1.  Die  Methode  von  Listing, 

2,  Eine  schon  früher  von  Lissajoa&Mabon  angewendete  Methode, 
bei   welcher   eine  Hokleiste  mit  Schrauben   an   den  Draht   angi^ 

,  presst  wird.     A.  a.  Ortß  wird  versichert ,   dass  die  Wirksamkeit 

dieses  Mittels  durch  Versuche  ausser  Zweifel  gestelk  werden  seL 
8.  Die  Methode  von  Le  lloyne,  welche  in  den  Jtmales  iili§rü^^kiqmi 
beschrieben  ist.  Im  Wesentlichen  besteht  die  Einriehtnng  Ten 
LeMoyne  in  der  Trennung  des  Drahtes  in  der  N&be  der  Befe* 
stigung  und  Daswischenschieben  von  einem  Stück  Hola;  damit  die 
Leitung  nicht  unterbrochen  werde^  werden  die  Drahtenden  an  den 
Unterbrechungsstellen  durch  swei  sehr  dünne  Kupferdrähte  wieder 
mit  einander  verbunden.  Auch  diese  Methode  hat  sich  bei  der 
Prüfung  sehr  gut  bewÄhrt. 

Dr.  Kahl. 


XIL 

Beiträge  zur  Oeschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von  Dr.  Edüabd  Zetzsche, 


IV.  Die  Doppeltelegraphie. 

(Dritte  Abtheilung). 
(Schluss  zu  No.  XI,  Jahrg.  X,  S.  314.) 


in.  Doppelsprechen  und  Gegensprechen  zugleich. 

An  die  Lösung  der  Aufgabe  des  Doppelsprecbens  knüpfte  sich  sofort 
eine  neue  Aufgabe :  die  Verbindung  des  Gegensprechens  mit  dem  Doppel- 
sprechen. Liess  sich  doch,  abgesehen  von  dem  wissenschaftlichen  Inter- 
esse, von  der  Lösung  dieser  Aufgabe  ein  noch  weit  grösserer  praktischer 
Vortheil,  eine  noch  weit  vollständigere  Ausnutzung  der  Telegraphenleitun- 
gen hoffen ,  als  man  von  der  Anwendung  des  Gegensprechens  allein,  oder 
des  Doppelsprechens  allein  hoffen  konnte. 

Der  erste,  welcher  die  Möglichkeit  der  gleichzeitigen  Verbindung  des 
Gegensprechens  mit  dem  Doppelsprechen  behauptete,,  war  Dr.  Stark;  so- 
wohl in  seinem ,  vom  15.  October  1855  datirten  Aufsatze  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  II,  8.  224),  als  in  seiner  Mittheilung  an  die  Wiener  Akademie  der  Wis- 
senschaften (vergl.  II,  1;  C.)  deutet  er  auf  die  Möglichkeit  hin,  zwischen 
Bwei  Stationen  auf  einem  Drahte  gleichzeitig  vier  Telegramme  zu  wech- 
•  sein,  doch  gab  er  weder  eine  weitere  Begründung,  noch  ein  Einschaltnngs- 
Schema,  selbst  dann  nicht,  als  W.  Siemens  (Poggendorff's  Annalen 
Bd.  08,  S.  131)  die  Unmöglichkeit  der  Verbindung  des  Gegen-  und  Doppel- 
sprechens behauptete ,   weil  Gegen-  wie  DoppeU^tö^Vi^\i  ämx^  ^^\ä<:?^«^ 

ZetUchri/l  /.  Matbtmatik  u,  i'hyiik.  X,  6.  ^ 
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Draht  nnd  mit  Morseschrcibapparatcn  oder  überhaupt  solchen  Telc^^raphen, 
welche  zur  Darstellung  ihrer  Zeichen  Ströme  verschiedener  Dauer  bedftr^ 
fen ,  nur  durch  Veränderung  der  Stromstärke  im  Leitungsdrahte  möglich 
wäre,  Gegen-  und  Doppplsprcchen  in  bisher  beschriebener  Weise  eich  da- 
her nothwendig  gegenseitig  stören  müssten,  mithin  nicht  gleichseitig  ani- 
führbar  wären.  Als  darauf  Dr.  Bosse  ha  in  seiner  Mittheilong  Tom 
27.  October  1855  dieselbe  Behauptung  wie  Dr.  Stark  aufstellte,  sprach  aoch 
die  Redaction  der  Zeitschrift  des  Telegrnphen- Vereins  (s.  d.  III,  S.  51)  ihre 
Zweifel  daran  aus.  Wart  mann  sprach  sich  (Annales  telegr.  1861,  S.  161)  in 
Bezug  auf  seinen  bereits  unter  II.  5  besprochenen,  in  Fig.  41  skiazirten  Dop- 
pelsprccher  dahin  aus,  dass  man,  um  das  Doppelsprechen  mit  dem  Gegen* 
sprechen  zu  vereinigen ,  Ji  unmittelbar  mit  der  Luftleitung  verbinden  ond 
jeden  seiner  Elektromagnete  mit  doppelten  Windungen  versehen  müsse,  de- 
ren eine  durch  einen  Ausgleichungsstrom,  die  andere  durch  den  in  die  Linie 
gehenden  Strom  durchlaufen  werden  müsse.  Einschaltungen  zum  Doppel- 
und  Gegensprechen  zugleich  gaben  endlich  18G3  Maren  und  Schaack. 

Eine  Verbindung  des  Doppelsprechens  mit  dem  Gegensprechen  ist 
aber  auch  noch  in  einem  andern  Sinne  denkbar.  Wenn  man  nämlich  in 
den  Pausen  zwischen  den  Zeichen  des  einen  Telegramms  die  Leitung  lor 
Beförderung  eines  Zeichens  eines  anderen  Telegramms  benutzt,  so  kann 
dieses  sowohl  in  gleicher  Richtung,  als  in  entgegengesetzten  Kichtnngen 
geschehen,  ja  man  kann  in  dieser  Weise  auch  leicht  von  mehr  als  2  Tele- 
graiiimen  abwechselnd  oder  absatzweise  ein  Zeichen  befördern. 

A.    Oleichzeitiges  Doppel-  und  Oegensprechen. 

Wenn  eine  Telegraphonloitung  gleichzeitig  zum  Doppel-  und  Gegen- 
sprechen benutzt  werden  soll,  so  müsson  die  Empfangsapparate,  ebenso  wie 
schon  beim  Gegensprechen  allein  ,  stets  in  die  Leitung  eingeschaltet  sein, 
damit  sie  in  jedem  Augenblicke  von  einem  ankommenden  Strome  durchlau- 
fen werden  können.  Es  ist  daher  wiederum  nöthig,  dass  auf  irgend  eine 
Woise  in  jeder  Station  die  Wirkung  des  fortgehenden  Stroms  auf  die 
Empfangsapparatc  dieser  Station  aufgehoben  wird.  Lässt  man  für  diesen 
Zweck  die  Anwendung  einer  Ausgleichungsbatterie  oder  mehrerer  Kelais 
als  unvortheilhaft  ausser  Acht,  so  bleibt  hauptsächlich  die  Anwendung  eines 
lielnis  mit  doppelter  Umwickelung,  wie  z.  B.  bei  der  von  Siemens  & 
Ilalske  (I,  4.)  für  das  Gegensprechen  angegebenen  Einschaltung,  oder  die 
Anwenilung  der  von  Maren  (I,  0.)  benutzten  Stromtheilung  einer  weitern 
Untersuchung  zu  unterwerfen.  Bei  einer  Verbindung  des  Doppel-  und  Ge- 
gensprechens macht  sich  nun  die  Forderung,  dass  durch  die  Tasterbewegung 
die  Leitung  nicht  unterbrochen  werde,  mit  um  so  grösserem  Gewicht  gel-  . 
tend,  weil  diese  Unterbrechung  nicht  allein  in  Bezug  auf  einen  von  der 
andern  Station  nnkt>nnnenden  Strom,  sondern  auch  in  Betreff  eipes  etwa 
vom  zweiten  Tabter  derselben  Station  ^egebiuien  Strom  zu  vorhüten  ist,  und 
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weil  aussordem  bei   der  doppelten  Zahl  der  gleichzeitig  in  Gebrauch  kom- 
menden Taster  die  Gefahr  der  Verwirrung  der  Schrift  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit häufigerer  Unterbrechungen  wachsen  muss.     £s  würde  daher  z.  B. 
wenig  Erfolg  zu  erwarten  sein,  wenn  man  den  für  das  Doppelsprechen  vor- 
gerichteten Gegensprecher  von  Siemens 
&  Halske  etwa  nach  dem  Schema  Fig.  47      1 
mit  2  gewöhnlichen  Tastern  Jj  und  T^  ver- 
binden wollte;  denn  obgleich  der  ankom- 
mende Strom  jederzeit  einen  Weg  zur  Erde 
offen  hätte  und  auf  die  Relais  M  in  gleicher 
Weise    und    fast   gleicher  Stärke    wirken 
könnte,  so  würden  doch  die  bei  der  Taster- 
bewegung unvermeidlichen  Unterbrechun- 
gen der  Leitung  ebenso  viele  Stromunter- 
brechungen mit  sich  bringen.     Auch  eine  der  von  Stark  vorgeschlagenen, 
in  Fig.  34  und  35  skizzirten   Tastereinrichtungen   wird   diesen   Uebelstand 
nicht  genügend  zu  beseitigen  vermögen,  man  wird  vielmehr  am   besten  zu 
der  bereits  unter  II,  3.  besprochenen,  und  in  Fig.  30  abgebildeten  Taster- 
einschaltung greifen   und  die  beiden  Pole  der  Batterie  j9,  oder  B^  mit  den 
Punkten  2  und  3  des  Tasters  Ti  oder  T^  verbinden.     Man  wird   dabei  die 
beiden  Batterien  derselben  Station  mit  demselben  oder  mit  entgegengesetz- 
ten Polen  an  die  Tasteraxe  führen,  je  nachdem  man  zum  Doppelsprechen 
in  der  früher  angegebenen  Weise  verschieden  starke  Ströme  von   gleicher 
Richtung  oder  von  entgegengesetzter  Richtung  verwenden  will,  und  danach 
muss  natürlich  auch   die  Wahl  der  Empfangsapparate  getroffen   werden. 
Setzen  wir  nun  mit  Rücksicht  auf  das  Frühere  voraus,  der  Empfangsappa- 
rat bestehe  aus  3  passend  eingerichteten  und  mit  den  2  Schreibapparaten  in 
entsprechender  Weise  verbundenen,  polarisirten  oder  unpolarisirten  Relais, 
und  es  seien  sämmtliche  3  Relais  mit  einer  doppelten  Umwickelung  verse- 
hen und  die  Innern  Windungen  derselben  sämmtlich  mit  einem  regulirbaren 
Widerstände  ff^  zu  einem  localen  Zweig-Stromkreise  (welcher  im  Gegen- 
sätze zur  Luftleitung  die  Localleitung  heissen  möge)  vereinigt  in  ähnli- 
cher Weise,  wie  es  bei  R  in  Fig.  47  gezeigt  ist,  dann  werden  die  fortgehen- 
den Ströme  von    7,  oder  T^  oder  von  7\  und  7,  zusammen  sämmtliche  Re- 
lais der  eigenen  Station  in  2  sich  in  ihrer  Wirkung  aufhebenden  Zweigströ- 
men  umkreisen,  und  es  wird  diese  Ausgleichung  der  Wirkungen  bei  der  ge- 
wählten Tastereinschaltung  offenbar  leichter  zu  erreichen  sein ,  als  beim 
Oegensprechen  allein,  da  jetzt  blos  2  Stellungen  des  Tasterhebels,  die  Ruhe- 
stellung und  die  Arbeitsstellung,  in  Betracht  kommen.  Der  Lauf  des  Linien- 
Ostroms  auf  der  Empfangsstation  ist,  so  lange  blos  die  eine  Station  spricht, 
genau  derselbe  wie  beim  Doppolsprechen  allein,  und  es  müssen  daher  für 
diesen  Fall  die  Empfangsapparate  blos  die  beim  Doppelsprechen  wiederholt 
erwähnten  Bedingungen  erfüllen ,  damit  die  Schie\\)B:^^«t«A.ek  >n^x^\A  \«^ 
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Doppclsprocliens  nicht  absetzen.  Sehr  verwickelt  orsclioinen  die  VorgllDge, 
während  beide  Stationen  doppelt  sprechen.  Hierbei  können  snnSchst  «wei 
Fülle  in  Bezug  auf  die  Batterieeinschaltnng  beider  Stationen  unterschieden 
werden;  es  können  in  beiden  Stationen  die  Batterien  Übereinstimmend  oder 
entgegengesetzt  eingeschaltet,  z.  B.  B^  auf  beiden  Stationen  mit  dem  nämli* 
eben  Pole  oder  auf  der  einen  Station  mit  dem  positiven,  auf  der  andern  mit 
dem  negativen  Pole  mit  der  Axe  des  Tasters  J,  verbunden  sein;  im  erstem 
Falle  werden  sich  die  Ströme  der  Batterien  //,  der  beiden  Stationen  beim 
Zusammentreffen  auflieben,  im  letztern  verstarken.  Bei  der  Untersuchung, 
ob  ein  gleichzeitiges  Doppel-  und  Gegensprechen  möglich  ist,  brauchen  wir 
aber  auf  diese  Unterscheidung  nicht  weiter  einzugehen,  vielmehr  nur  die 
Frage  zu  beantworten,  was  geschieht  auf  beiden  Stationen,  wenn  au  einem 
von  der  ersten  Station  ausgehenden  Strome  noch  ein  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gerichteter  Strom  der  zweiten  Station  hinzutritt.  Hat  der  neu  hin- 
zutretende Strom  dieselbe  Richtung  mit  dem  schon  vorhandenen,  so  werden 
sich  beide  summiren;  auf  der  ersten  Station  nun,  wo  vorher  in  allen  3  Re- 
lais die  beiden  Zweigströme  sich  in  ihren  Wirkungen  auflioben,  wird  j etat 
der  Strom  in  der  Luftleitung  den  Strom  in  der  Localloitung  um  die  Grösse 
des  neu  hinzugekommenen  Stromes  übertreffen,  und  es  sprechen -jetat 
auf  dieser  Station  die  Relais  an,  welche  ansprechen  würden,  wenn  der  hin- 
zugekommene Strom  allein  vorhanden  wäre;  auf  der  zweiten  Station  ver- 
stärkt sich  zwar  ebenfalls  der  Strom  in  der  Luftleitung  in  allen  3  Relais  um 
die  Glosse  des  neu  hinznkonimendon  Stroms,  es  tritt  aber  hier  zugleich 
auch  in  der  Localleitung  ebenfalls  in  allen  3  Relais  ein  ebenso  starker  Strom 
von  entgegengesetzter  AVirkung  auf,  und  es  bleibt  daher  nur  in  den  Relais 
ein  Ueberscliuss,  welche  vorher  schon,  auf  den  erst  allein  vorhandenen 
Strom  ansprachen,  es  «ändert  sich  also  auf  der  zweiten  Station  nichts  durch 
das  Hinzutreten  des  zweiten  Stroms.  Lst  dngegen  der  neu  hinzutretende 
Strom  dem  schon  vorhandenen  entgegengesetzt  gerichtet,  so  werden  sich  in 
der  Luftleitung  beide  je  nach  den  Stärkenverhaltnissen  ganz  oder  theilweise 
tilgen;  auf  der  ersten  Station  wird  dadurch  die  Wirkung  eines  Stromantheils 
in  der  Localleitung  frei,  welcher  dem  zur  Tilgung  des  neu  hinzugekomme- 
nen Stron)es  verwendeten  Luftleitungsstronie  an  Stärke  gleichkommt,  und 
dieser,  mit  dem  neuen  Strome  gleichgerichtete,  frei  werdende  Strom  ersetzt 
den  getilgten  Anthcil  des  neuen  Stromes  in  s(^iner  Wirkung  auf  die  3  Relais 
der  ersten  Station,  und  es  w  erden  hier  wieder  die  l^elais  ansprechen,  welche 
auf  den  neuen  Strom  allein  angesprochen  hätten;  auf  der  zweiten  Station 
wird  von  dem,  mit  dem  ursprünglich  vorhandenen  Strome  gleichgerichteten 
Strome  in  der  Localleitung  ein  Stromtheil  frei,  welcher  dem  vom  neu  hin- 
zugekoumienen  Strom  getilgten  Theile  des  ursprünglichen  Stromes  an  Stärke 
völlig  gleicht  und  diesen  dalier  auch  in  seiner  AVirkutig  auf  die  3  Relais  der 
zweiten  Station  zu  ersetzen  vermag,  weshalb  auch  jetzt  sich  hier  im  Spiel 
der  Relais  luchis  ändert. 
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Nach  dieser  allgemeinen  Betrachtung  lässt  sich  nun  leicht  beurtheilen, 
ob  und  welche  von  den  unter  II.  aufgeführten  Doppelsprechern  sich  zu  einer 
Verbindung  des  Gegen-  und  Doppelsprechens  eignen,  und  es  mag  (weil 
Kram  er  dies  nicht  selbst  gethan  hat)  nur  namentlich  darauf  hingewiesen 
werden,  dass  der  Doppelsprecher  von  Kralner  (11,3.)  sich  ebenso  gut,  wie 
der  von  Bosscha,  eignen  würde,  an  dessen  sogleich  folgende  Beschrei- 
bung sich  dann  die  Besprechung  der  Einschaltungen  von  Marpn  und 
Schaack  schliessen  soll. 

1.    Doppel-  und  Gegensprecher  von  Bosscha. 

Dr.  J.  Bosscha  jun.  in  Leyden  theilto  seine  Ei^ndung  in  der  Sitzung 
der  holländischen  Akademie  der  Wissenschaften  am  27.  October  1855  mit; 
aus  den  Mittheilungen  dieser  Akademie  ging  die  Beschreibung  in  die  Zeit- 
schrift des  Telegraphen-Vjereins  (III,  S.  27  ff.)  über.  Dr.  Bosscha  stellte 
sich  die  Aufgabe,  eine  Einrichtung  zu  finden,  durch  welche  es  möglich  wird, 
zu  gleicher  Zeit  von  jeder  von  3  durch  einen  einzigen  Draht  mit  einander 
verbundenen  Stationen  nach  jeder  der  beiden  andern  ein  verschiedenes  Te- 
legramm zu  senden.  Wenn  nun  eine  Einrichtung  gefunden  wäre,  zwei  Te- 
legramme gleichzeitig  in  derselben  Richtung  zu  senden,  und  wenn  dann 
darauf  das  Gegensprechen  mit  Stromtheiluug  noch  anwendbar  bliebe,  so 
wäre  die  Aufgabe  gelöst. 

Um  nun  zunächst  das  Doppelsprechen  zu  ermöglichen,  wählte 
Dr.  Bosscha  dem  Wesen  nach  dieselbe  Einschaltung  der  Taster,  welche 
fast  gleichzeitig  auch  Dr.  Kr  am  er  (vcrgl.  II,  3.)  gewählt  hat,  allein  er 
versah  die  Taster  auch  noch  mit  einem  einfachen  Stöpselausschalter ,  um 
den  kurzen  Schluss  der  Taster  während  der  Zeit,  in  welcher  nicht  telegra- 
phirt  wird,  bequem  beseitigen  zu  können,  ohne  eine  unabsichtliche  gänz- 
liche Unterbrechung  der  Leitung  befürchten  zu  müssen.  Man  konnte  zu 
diesem  Behufe  einfach  einen  Poldraht  aus  seiner  Klemmschraube  lösen,  doch 
wäre  dies  nicht  allein  sehr  umständlich,  sondern  es  könnte  auch  geschehen, 
dass  der  Telegraphist  den  Poldraht  wieder  einzuschalten  vergässe,  bevor  er  zu 
telegraphiren  anfängt,  und  dann  würde  er  durch  Niederdrücken  des  Tasters 
die  Leitung  unterbrechen  und  so  andere,  gleichzeitig  auf  der  Leitung  beför- 
derte Telegramme  stören  können.  Das  Wesen  des  von 
Bosscha  deshalb  angewendeten  Stöpsel  ausschal  ters  (Zeit- 
schrift d.  Tel.- Ver.  III,  S.  53)  zeigt  Fig.  48;  es  stehen  einer 
Metallschiene  a  zwei  andere  b  und  c  gegenüber  und  durch 
einen,   in  passend  angebrachte   runde  Löcher   eingesteckten 
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Metallstöpsel  kann  a  mit  b  oder  mit  c  in  leitende  Verbindung       ^""^ 
gesetzt  worden.     So  lange  a  und  6  verbünden  sind,  ist  nicht       .  p.    ^® 
nur  die  Batterie  B  ausgeschaltet,  sondern  gleichzeitig  auch 
die  Leitung  L  auf  dem  kürzesten  Wege  mit  der  Erde  E  verbunden,  und  die 
Bewegung  des  Tasters  vermag  die  Leitung  nicht  zvl  unterbrechen;  wird  der 
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ßtöpfel  swiBohen  a  ond  b  heimasgeDommeii  ond  swisefaen  m  vnd  c  i 
so  wird  die  Batterie  B  eingef  ehaltet  und  ist  durch  den  TaatOTbebil  I 
geschlossen,  bis  der  Taster  niedergedrfiekt  wird.  Der  Telegnyliiil  hA 
also,  nm  Störungen  au  Terhttten,  bloi  darauf  su  achten,  data  der  BtBpad 
stets  in  dem  einen  oder  dem  andern  Loche  steckt. 

Die  beim  Doppeliprecben  mit  2  Tastern  auftretenden  S  TersehtedeacB 
Stromstärken  könnte  man  nun,  bei  Anwendung  von  gleichgeriehteteu  Teto» 
graphirströmen,  auf  der  Empfangsstation  durch  3  Beiais  Ton  ▼eraehiedaner 
Empfindlichkeit  von  einander  unterscheiden  (wie  es  u.  A.  auch  Stark, 
Siemens  &  Halske  und  Wartmann  thaten).  Doch  liXlt  es  Bosseha 
für  aweckmftssiger,  Ströme  von  Terschiedener  Richtung  aaiuwen* 
den,  und  zwar  durch  T^  einen  Strom  +5,  durch  Tt  einen  JBtrom  —  t^  alaa 
durch  Tt  und  Tf  ausammen  einen  Strom  — S  in  die  Leitong  au  aendea^ 
Auf  der  Empfangsstation  kommen  wieder  S  Relais  aur  Verwendung,  lud 
swar  2  p'olarisirte  und  1  unpolarisirtes  (Neutral-)  Relais,  fthnlieh  wie 
bei  Kramer,  doch  von  anderer  Einrichtung  und  in  anderer  Verbindung. 
Der  Schreibapparat  M^  soll  nur  schreiben,  wenn  negative  Ströme  in  der  Lei- 
tung sind;  dasu  dient  das  fllr  dieaen 
Zweck  besonders  eingerichtete ,  in 
Fig.  40  dargestellte  polarisirte  Bebua : 
Zwischen  den  beiden  Polen  eines  kreis- 
förmigen Elektromagnetes'  A  befindet 
sich  der  eine  Pol  des  Magnetstabes  NZ, 
welcher  um  eine  horizontale,  in  Zapfen- 
löchern des  kupfernen  Trägers  c  la- 
gernde Axe  drehbar  ist.  Die  Bewe- 
gung dieses  Magnetstabes  ist  indess 
nur  in  einer  Richtung  (mit  N  nach 
links)  gestattet,  während  seine  Bewe- 
gung nach  der  andern  Seite  durch  den 
Metallarm  cf  verhindert  wird,  an  dem 
er  anliegt.  Der  Magnet  soll  also,  wenn  iV  sein  Nordpol  ist,  nur  dann  von 
dem  Elektromagnet  angezogen  werden ,  wenn  die  Windungen  des  letztem 
in  einer  SQlcben  Richtung  vom  Strome  durchlaufen  werden ,  dass  sein  Süd- 
pol links  erscheint.  Die  Spannfeder  v  drückt  den  Magnet  NZ  gegen  das 
Ende  des  Metallarmes  d.  Beide  Arme  c  und  d  stehen  mit  den  Klemmschrau- 
ben a  und  b  in  Verbindung.  Um  den  Elektromagnet  sind  für  die  Zwecke  des 
gleichzeitigen  Doppel-  und  Gegensprechens  zwei  verschiedene  Drähte  ge- 
wickelt; die  Enden  des  einen  sind  mit  den  Klemmschrauben  e  und  /*,  die 
Enden  de%  andern  mit  den  Klemmschrauben  g  und  h  verbunden.  So  lange 
der  Magnet  NZ  nicht  vom  Elektromagnet  A  angezogen  wird,  besteht  eine 
leitende  Verbindung  von  a  durch  c,  den  Magnctstab  und  d  nach  6,  welche 
in  Fig.  40  durch  die  punktirto  Linie  angedeutet  ist;  diese  Leitung  wird  aber 
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unterbrochen,  sobald  sich  der  Magnet  NZ  in  Bewegung  setzt,  weil  er  dann 
seine  Berührung  mit  d  aufhebt.  Wird  dieses  Relais  in  e  mit  einer  Tele- 
graphenleitnng  Z,  und  in  f  mit  der  Erde  E  verbunden ,  so  kann  das  Relais  . 
als  Translator  dienen ,  wenn  a  mit  einer  zweiten  Luftleitnng  Z,  und  b  mit 
der  Erde  verbunden  wird,  denn  dann  giebt  das  Relais  jedes  auf  ihm  er-' 
scheinende  Zeichen ,  jeden  aus  Z,  ankommenden  und  den  Anker  NZ  bewe- 
genden (z.  B.  negativen)  Strom  selbstthätig  nach  L^  weiter,  sobald  nur  die 
Pole  der  Batterie  B  in  der  in  Fig.  49  gezeichneten,  mit  der  Tastereinschal* 
tung  übereinstimmenden  Weise  mit  a  und  b  verbanden  sind.  Werden  dage- 
gen die  Klemmschrauben  a  und  b  anstatt  mit  Z,  und  E  mit  den  Enden  der 
Mnltiplication  des  Schreibapparates  M^  verbunden ,  so  wird  ^f,  jedes  aus 
Z,  einlaufende  Zeichen,  das  auf  dem  Relais  erscheint  (also  mit  einem  nega- 
tiven Strome  gegeben  wurde),  niederschreiben.  In  beiden  Fällen  ist  die 
Batterie  B  über  a,  c  und  d  kurz  geschlossen,  so  lange  der  Magnet  NZ  an  d 
anliegt. 

Die  Relaisverbindung  auf 
der  Empfangsstation  ist  aus 
Fig.  &0  ersichtlich :  Bi  ist  ein 
Polarrelais,  welches  auf  nega- 
tive Ströme  von  jeder  Stärke 
anspricht ,  welches  also  den 
kurzen  Schluss  der  Localbat- 
terie  6,  beseitigt  und  den 
Schreibapparat  Mi  schreiben 
lässt,  so  oft  auf  der  gebenden  Station  Ti  allein  oder  mit  J,  niedergedrückt 
ist.  Das  Neutralrelais  Bf  spricht  sowohl,  auf  positive  als  auf  negative 
Ströme  von  jeder  Stärke  an ,  d.  h.  wenn  T^  oder  J,  allein  oder  beide  zu- 
sammen niedergedrückt  sind ;  nun  ist  aber  in  dem  Schliessungskreise  der 
durch  B^  zu  schliessenden  Batterie  6,  ausser  dem  Schreibapparate  M^  noch 
der  Anker  des  zweiten  Polarrelais  B^  eingeschaltet  und  6,  kann  daher  nur 
durch  Bf  geschlossen  werden ,  so  lange  der  Anker  von  B^  nicht  angezogen 
ist;  da  nun  B^  wegen  der  stärkeren  Spannung  seiner  Feder  nur  auf  den 
Strom  — 2S  anspricht,  so  wird  6,  nur  geschlossen  und  M^  schreibt  nur,  so 
lange  der  Strom  +5  oder  — 5,  nicht  aber  wenn  — 2S  die  Leitung  durch- 
läuft, d.  h.  wenn  T^  oder  J,  und  T^  zugleich,  nicht  aber  wenn  blos  Tt  nie- 
dergedrückt ist.  Ein  Absetzen  des  Schreibapparates  if|  beim  Spiel  der 
Taster  tritt  nicht  ein ,  da  if,  stets  und  in  derselben  Weise  durch  ^j  zum 
Schreiben  gebracht  wird.  Damit  aber  Mf  nicht  aussetze,  muss  das  neutrale 
Beiais  Bf  nicht  absetzen,  während  durch  das  Loslassen  von  7,  die  Strom- 
stärke —  5  in  +S  tibergeht  und  umgekehrt;  da  nun  hierbei  die. Pole  in  Ä, 
umgekehrt  werden,  so  giebt  es  einen  Moment,  wo  die  Anziehung  des  Ankers 
BssO  wird  und  in  ihm  kann  also  Bf  seinen  Anker  loslassen  und  M^  absetzen, 
waa  ■um  Zerreissen  des  Zeichens,  zum  Verwirren  der  Schrift  Anlass  giebt« 


Fig.  50. 
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Han  kann  diesen  Uebelstand  wohl  dadurch  Termindera,  dav  »•■  ^ 
Spannfeder  in  Rf  weniger  stark  anspannt,  aber  gana  aufheben  llaat  «r  rieh 
dadurch  nicht.  Zu  seiner  Beseitigung  könnte  man  einen  federnden  Oontaet 
am  Relais  Bt  anwenden  und  die  Contactfeder  so  einrichten,  data  aie  toH- 
stftndig  frei  ist,  so  lange  der  Anker  nicht  angezogen  ist,  dasa  aber  ihr 
Spielraum  bei  der  Berührung  oder  der  Ankerbewegnng  grösser  ist,  als  der 
Abstand,  um  welchen  der  Anker  bei  Umkebrung  des  Stromes  inrflekapriogti 
dass  also  die  Feder  die  metallische  Beriihrnng  und  den  Sehluss  der  Loeal« 
batterie  unverändert  erhält,  selbst  wenn  der  Anker  xnrttckgeht. 

Wegen  der  Veränderlichkeit  der  Federkraft  der  Spannfeder  und  der 
Contactfeder  hält  es  jedoch  Boss cha  (nach  einer  der  holländischen  Aka« 
demie  der  Wissenschaften  am  26.  Januar  1856  gemachten  Hittheilung;  rergL 
Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  III,  S.  7d)  fttr  Yortheilhafter ,  das  neutrale  Relais  Ji» 
durch  ein  Polarrelais  zu  ersetzen,  das  nur  auf  positive  Ströme  anspriekt| 
auf  dem  also  alle  von  J,  allein  gegebenen  Zeichen  erscheinen.  Der  Magnet 
,  NZ  dieses  Relais  Ä,  und  sein  Metallarm  d 

I  f-TR.  ^     I   Tg,  ^         Tjj^  ^     wird  nach  Fig.  51   in  die  durch  den  Anker 


^^si 


"l  ^--^  I        ' — ^  i    I      von  Ä,  hergestellte  kurze  Schliessung  der 

Localbatterie  b^  gebracht,  die  den  Schreib- 
apparat Afg  in  Bewegung  zu  setzen  hat.   Um 

p.     .  j nun  auf  diesem  Schreibapparate  auch  die 

Signale  von  Tf  durch  den  beim  gleichzeitigen 
Niederdrücken  von  J,  und  J,  in  die  Leitung  gesendeten  Strom  — 5  zu  er- 
halten, wird  das  negative  Polarrelais  B^  auf  eine  andere  Weise  eingeschal- 
tet, nämlich  so,  dass  es  beide  Schreibapparate  schreiben  lässt,  so  oft  ein 
negativer  Strom  ankommt.  Die  Localbatterie  6,  wird  dabei  in  gewöhnlicher 
Weise  geschlossen  und  lässt  iV,  schreiben,  so  oft  sich  der  Anker  von  Bi  an 
den  Arbeitscontact  anlegt.  Die  Batterie  b^  des  Schreibapparates  M^  ist 
gleichfalls  mit  der  Axe  des  Hebels  von  /?,  verbanden,  und  von  dem  Ruhe- 
contact  dieses  Relais  ist  ein  Draht  nach  dem  Ruhecontacte  des  positiven 
Polarrelais  B2  geführt,  die  Axe  dieses  Relais  aber  mit  dem  andern  Batterie- 
pole verbunden;  ferner  ist  die  Localbatterie  &,,  so  lange  die  Hebel  von  /?,, 
Bt  und  B^  in  der  Ruhelage  sind,  ausser  dem  kurzen  Sehluss  über  die  Hebel 
von  Bi  und  Ä^,  auch  durch  den  Hebel  von  B^  und  3/,  geschlossen,  daher 
muss  ausser  M^  auch  A/t  schreiben ,  sobald  bei  der  Bewegung  des  Ankerhe- 
bels in  Bi  der  kurze  Sehluss  abgebrochen  wird ,  ohne  dass  der  andere 
Sehluss  über  den  Hebel  in  B^  gestört  wird,  d.  b.  so  lange  blos  B^  auf  den 
von  J|  und  T^  gegebenen  Strom  —  S  anspricht.  AVenn  dagegen  blos  Ti 
niedergedrückt  wird,  also  der  Strom  — 2S  die  Leitung  durchläuft,  so  spre- 
chen By  und  7?3  an,  !/,  wird  durch  Bi  geschlossen,  6,  durch  B^  in  Bezug  auf 
il/,  unterbrochen  und  es  schreibt  blos  3/,.  Wird  endlich  T^  allein  nieder- 
gedrückt, so  spricht  auf  den  Strom  +S  blos  B^  an,  b^  bleibt  offen,  der  kurze 
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Schlnss  von  b^  wird  durch  B^  unterbrochen,  doch  bleibt  b^  durch  den  An- 
kerhebel in  Bq  durch  M^  geschlossen  und  nur  M^  schreibt.^) 

Mit  Hilfe  der  im  Vorstehenden  besprochenen  Einschaltung  k^nen  nun 
auch  in  der  einfachsten  Weise. 2  Telegramme  von  2  verschiedenen  Stationen 
nach  einer  dritten  nicht  zwischen  beiden  liegenden  Station  gesendet  wer- 
den; denn  abgesehen  davon,  dass  man  (wie  oben  schon  angedeutet  wurde) 
die  Relais  sofort  als  Translatoren  benutzen  kann ,  ist  es  auch  keineswegs 
nothwendigy  dass  beide  Taster  Jj  und  T^  sich  auf  derselben  Station  befin- 
den, sondern  beide  können,  da  sie  nur  durch  einen  einzigen  Draht  mit  ein- 
ander verbunden  sind,  beliebig  weit  von  einander  entfernt  sein,  man  braucht 
sich  nur  z.  B.  in  Fig.  50  unter  mn  den  Leitungsdraht  zwischen  den  Stationen 

I  und  II  vorstellen  und  unter  L  die  nach  Station  III  führende  Leitung. 
Ebenso  leicht  Hesse  sich  gleichzeitig  ein  Telegramm  von  I  nach  II  und  von 

II  nach  III  senden,  was  man  aber,  sofern  II  zwischen  I  und  III  liegt,  ein- 
facher und  besser  bei  Anlegung  einer  Erdleitung  in  II  mit  einfacher  Tele- 
graphie  erlangen  kann. 

Auch  zum  Gegensprechen  allein  lässt  sich  die  Apparatzusammen- 
stellung von  Bosse  ha  nicht  minder  leicht  anwenden,  als  der  Doppelspre- 
cher von  Kram  er  und  selbst  der  Doppelsprecher  von  Stark,  wenn  man 
nur  bei  der  Star  kuschen  Einschaltung  den  Taster  ein  wenig  abändert,  so 
dass  Ti  und  T^  nur  durch  einen  Draht  mit  einander  in  Verbindung  stehen, 
wodurch  sich  die  Tastereinschaltung  etwa  der  in  Fig.  47  gewählten  nähert. 
Ja  wenn  man  die  Apparatzusammenstellung  nach  Fig.  50  brauchen  könnte, 
so  würde  man  für  das  Gegensprechen  allein  sogar  auf  keiner  Station 
die  sämmtlichen  zum  Doppelsprechen  erforderliehen  Apparate  brauchen 
und  auf  keiner  der  beiden  Stationen  würden  die  eigenen  Zeichen  mit  er- 
scheinen ,  sondern  nur  die  ankommenden ;  man  würde  dann  in  Fig.  50  den 
Draht  p  als  den  Leitungsdraht  zwischen  den  beiden  Stationen  ansehen  kön- 
nen und  hätte  dann  in  Station  I  nur  den  Taster  7i ,  das  Relais  /^,  und  den 
Schreibapparat  i(f, ,  in  Station  II  nur  den  Taster  J^,  die  Relais  B^  und  B^ 
und  den  Schreibapparat  M^  nöthig;  wäre  aber  Station  I  eine  Endstation^  so 
wäre  die  Luftleitung  L  noch  durch  eine  Erdleitung  zu  ersetzen.  Dabei  ist 
nur  das  Relais  B,^  einer  beschränkenden  Bedingung  hinsichtlich  seiner  Em ' 
pfindlichkcit  unterworfen,  denn  es  muss  nur  auf — 25,  nicht  auf  — S  an- 
sprechen. Darüber,  ob  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  kann  sich  der  Telegra- 
pliist  sehr  leicht  vergewissern,  wenn  er  nur  in  einem  Augenblicke,  wo  von 
7,  kein  Strom  kommt,  seinen  Taster  T^  niederdrückt  und  die  Spannfeder 
dabei  nach  Bedarf  so  weit  nachlässt,  dass  B^  anspricht;  fürchtet  er  dagegen, 
B^  sei  zu  empfindlich,  so  braucht  er  nur  seinen  Taster  niederzudrücken, 


*)  Die  Einschaltung  nach  Fig.  51  ist  der  in  Fig.  40  skizzirten  Einschaltung  von 
Krämer  sehr  ähnlich,  doch  war  dort  Rt  uopolarisirt,  und  auch  dad  Zusammengreifeu 
der  Apparate  wesentlich  anders. 
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^rltlitefid  ^tn  Strom  toH  J\   kommt  ^  nnd  dabei  miiss  äunn  Ji^  dchweig^n 
und  hUih  R^  niißpreclieu.    Wenn  ober  eine  pUJt^Hclic  Aenderung  des  Wider* 
etiitides  in  der  Leitang  eintreten  sollte,  «o  kann  bei  dieser  EmäcbaltiiDg  nnr^f 
dftä  Telegramm,  welches  m  der  Station  I  Ankommt,  verwirrt  werde»,  wäb- 
rflud  bei  gewöhulicbcn  Gegenäprecbern  beide  Telegramme  geatürt  werd^^iu 

Soll   ondlicli  das   DoppeUpreehen   mit  dem   G  egeusprech^il^H 
vereinigt  werden^  so  beniUst  m«ii  die  zweite,  in  den  Kl  em  m  sc  li  rauben  ^^\ 
und  h  (Fig.  -IQ)  endende  Umv^'-ickelutig   de6  polArisirten   Kel&tä,    ttm   durch 
diese  Umwickeliuig  einen  Zweig  dee  abg(>seudaten  Stromes  gehen  an  ias«nii^ 
und  so  die  eigenen  Kd&iä   für  die   abgehenden  Btrome   nneniptindlich   z\k 
machen;  man  kann  dann  gleichseitig  4  Telegramme   dnrch   einen  einzigen 
Draht  befördern,    Von  den  3  in  die  Linie  einzuscbaltenden  Eelain  sind  dann 
awei^    nämlich  if,  und  Ä^,   von  der  Stärke  des  Stromes  völlig  unabhängig« 
nur  niüi^sen  sie,  wie  beim  einfachen  Telegraphiren,  emptindlieh  genug  seia 
oder   die  Linienströme  eine  gewisse  Stärke  besitzen.     Kur  das  Polarr^^lal« 
R^  darf  ein  gewisses  Maximum  der  Empfindlichkeit  nicht  überscli reiten,  da- 
mit es  nicht  auch  auf  den  Strom  ^S  anspricht.   Dies  könnte  zu  einer  Unsicher- 
heitAulassgeben,  wenn  durcbVermindcruug  des  LintenwiderstandesderStroE^.^I 
—  S  so  anwachst,  dass  er  U^  bewegt.     Diese  Unsicherheit  kann  man  durch  ~ 
Vermehrung  beider  Batterien  umgehen;  z.  13.  bei  Anwendung  der  Stromslär- 
ken  — 4S  und  +3^,  wobei  dann  7\  und  T^  »usamraeu  nur — S  geben, Ü^  also 
auf — 45,  nicht  aber  auf  —  S  ansprechen  muss,  -^| 

2.    Doppel-  und  Oegeniprecher  von  Haron. 

Als  der  königl.  preuss.  Telegrapheninspector  Maren  seine  Einschal- 
tUDg  zum  Gegensprechen  (vergl.  I,  6.)  veröffentlichte,  ^ab  er  (Zeitschr«  d. 
Tel.'Ver.  X,  S.  3)  zugleich  an,  wie  dieselbe  Einschaltung  aacji  zum  Dop- 
pel- und  Gegensprechen  zugleich  brauchbar  gemacht  werden  könnte.  Bei 
der  zum  Gegensprechen  vorgeschlagenen  Einschaltung  (Fig.  12)  blieb  auf 

jeder  Station  der  eigene,  fortgehende  Strom  ohn« 
alle  Einwirkung  auf  das  oder  die  in  die  Diago- 
nale p  q  des  Wheatston  e'schen  Parallelogramm 
mes  eingeschalteten  Relais  R.  Wenn  also  die 
zum  Doppelsprechen  nöthigen  Apparate  in  diese 
Diagonale  eingeschaltet  werden ,  übrigens  aber 
der  Stromlauf  im  Wesentlichen  beibehalten  wird, 
so  muss  sich  das  Gegensprechen  mit  dem  Dop- 
pelsprechen vereinigen  lassen.  Aus  dem  hierzu 
vorgeschlagenen  Schema  Fig.  52  ersieht  man 
zunächst  die  Einschaltung  der  Linienbatterien 
^1,  B^  und  B^y  welche  von  der  bei  den  andern 
Doppelsprechem  angewandten  Einschaltung  we- 
sentlich abweicht;  B^^  B^  und  B^  haben  für  gewöhnlich  einen  kurzen  Schlüsse 


Fig.  52. 
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wird  der  Taster  Tf  niedergedrückt,  so  wird  bei  B^  der  kurze  Schlnss  besei- 
tigt und  B^  sendet  einen  Strom  +  ^  in  die  Leitung;  beim  Niederdrücken 
von  7\  bleiben  B^  und  B^  noch  in  kurzem  Schlnss,  aber  B^  sendet  einen 
Strom  — 3 5 in  die  Linie;  sind  endlich  7\  und  T^  gleichzeitig  niedergedrückt, 
80  senden  alle  3  Batterien  ihren  Strom  in  die  Leitung,  und  es  geben  diese 
3  Ströme  zusammen  die  Stromstärke —3-S  + 5 +  5=  —  S,  da  ^,  und -P, 
gleichstarke  Ströme  liefern.  Bei  dieser  Einschaltung  der  Batterien  hat  man 
es  vollständig  in  der  Hand,  die  Differenz  der  Stromstärken  ( — S  und  — ^S) 
ausreichend  gross  zu  machen,  und  zu  bewirken,  dass  der  Anker,  welcher 
nur  bei  — 35  angezogen  werden  soll,  nicht  auch  bei  — 5  angezogen  wird. 
Anstatt  des  gewöhnlichen  Relais  ist  nun  in  die  Diagonale  pq  ein  Relais  R 
von  besonderer  Construction  eingeschaltet;  dasselbe  besteht  aus  einem 
Elektromagnet  mit  zwei  vertical  stehenden  Schenkeln,  welche  an  den  Polen 
armirt  sind ;  zu  den  beiden  Seiten  des  Elektroraagnetes  befinden  sich  3  per« 
manent  magnetische  Stahlstäbchen ,  welche  die  8  Anker  des  Relais  bilden. 
Die  Ankerhebel  sind  gegen  einander  isolirt,  stehen  lothrecht  und  bewegen 
sich  um  horizontale  Axen ;  die  Stellung  der  Anker  und  der  Contacte  und 
die  Kraft  der  Abreissfedern  sind  so  regulirt,  dass  der  Anker  o,  nur  durch 
einen  Strom  +  S  (wenn  der  Taster  T^  allein  arbeitet) ,  d^r  Anker  a^  nur 
durch  negative  Ströme  ( — S^  bis  — 35,  wenn  J^  und  T^  zugleich,  oder  T^ 
allein  arbeitet),  der  Anker  a^  endlich  nur  durch  einen  Strom  — 35  (wenn 
r,  allein  niedergedrückt  ist)  angezogen  wird.  Die  Einschaltung  der  beiden 
Morse  -  Schreibapparate  My^  und  M^  und  der  beiden  Localbatterien  6j  und  h^ 
ist  so  gewählt,  dass  h^  durch  M^  hindurch  geschlossen  wird,  wenn  a^  (durch 
—  S  oder  — 35)  angezogen  wird,  dass  dagegen  die  für  gewöhnlich  durch 
Vermittelung  der  Ankerhebel  a^  und  o^  ^^^^  geschlossene  Batterie  b^  gänz- 
lich unterbrochen  wird,  wenn  a^  und  a^  zugleich  (durch  — 35  von  T^)  ange- 
zogen werden,  während  dieselbe  M^  schreiben  lässt,  wenn  blos  o,  (durch 
+  5  von  r,),  oder  blos  a^  (durch  *—S  von  T^  und  Ti^  zugleich)  angezogen 
wird ,  weil  dann  nur  der  kurze  Schlnss  von  b^ ,  nicht  aber  auch  der  Schlnss 
durch  M^  aufgehoben  ist.  Dieser  Localstromlauf  stimmt  also  wesentlich 
mit  dem  von  Bosscha  (vergl.  III,  1.)  gegebenen  in  Fig.  51  überein,  nur 
dass  Boss cha  drei  einzelne  Relais  anwendete,  während  hier  ein  Relais 
mit  drei  Ankern  Anwendung  fand,  weil  es  hier  darauf  ankam,  den  Wider- 
stand inpq  möglichst  gering  zu  machen. 

Da  nun  in  Fig.  52  das  Relais  jeder  Station  so  eingeschaltet  ist,  dass 
die  von  einer  Station  ausgesendeten  Ströme  auf  das  Relais  dieser  Station 
keine  Wirkung  äussern,  so  lässt  sich  auch  das  Doppelsprechen  mit  dem  Ge- 
gensprechen verbinden ,  und  man  kann  auf  einer  Leitung  4  Telegramme 
gleichzeitig  befördern.  Auch  würde  bei  diesem  Stromlaufe  ohne  besondere 
Schwierigkeiten  eine  Uebertragung  (Translation)  mittelst  der  gewöhnlichen 
Schreibapparate  ausführbar  sein. 
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8.  Doppel-  oder  Oegeiurpreeher  you  Bekaaek. 
Der  königl.  preuis.  Telegraphen -Secretur  F.  Seh aack  hat  ISO  ia 
der  Zeitschrift  des  Telegraphen- Vereins  (X,  S.  5)  eine  aiemlieh  ▼erwickdto 
Apparatverbindung  angegeben ,  welche  zwar  nicht  eine  Tolktindige  und 
gleichseitige  Verbindung  des  Doppelsprechens  mit  dem  Gegensproeheii  er« 
möglichen  soll ,  sondern  nur  eine  beliebige  Abwechselung  im  Gegen*  und 
Doppelsprechen  und  einen  sofortigen  Uebergang  von  dem  einen  sum  andern, 
und  bei  «irelcher  sugleich  in  beiden  Fällen  die  Möglichkeit,  etwa  nöthig 
werdende  Gorrecturen  sn  bewirken,  jederseit  geboten  sein  soll,  was  bei  den 
einfachen  Doppelsprechern  und  Gegensprechern  nicht  der  Fall  ist,  da  bei 
diesen  auf  beiden*Stationen  ansammengenommen  nur  2Taster  und  2  Schreib- 
apparate vorhanden  sind.  Diese  Apparatverbindung  leidet  nun  ebenfalls 
an  dem  üebelstande,  dass  die  Leitung,  so  lange  die  Taster  schweben,  völlig 
unterbrochen  ist.  Ausserdem  werden  die  Schreibapparate  nicht  immer 
durch  dasselbe  Relais  geschlossen,  sondern  es  tritt  während  des  Schreibens 
ein  Relaiswechsel  ein.  Um  diese  Uebelstände  an  mildern,  versieht  Seh aaok 
die  Relaishebel  mit  federnden  Contacten ,  damit  die  durch  das  Relais  ge- 
schlossene Localbatterie  noch  während  des  Rückganges  oder  Schwebens 
des  Tasters  oder,  während  des  Relaisweohsels  geschlossen  erhalten  werde 
und  der  Schreibapparat  während  dos  Schwebens  oder  des  Wechseins  nicht 

absetze.  In  Fig.  d3  ist  b  die  mit  dem 
um  die  Axe  c  drehbaren  Relaishebel 
a  verbundene,  sehr  biegsame  Feder, 
d  die  Cootactschranbe ,  e  eine  Stell- 
schraube zur  Kegulirung  des  Abstan- 
des  der  Feder,  f  der  Anker;  die  Fe- 
der b  schliesst  die  Localbatterie  schon 


t 


T 


Fig.  53. 


früher,  als  e  sich  an  d  anlegt,  und  hält  sie  noch  eine  Weile  geschlossen,  wenn 
der  Hebel  a  schon  seinen  Rückweg  angetreten  hat.  Um  nun  dadurch  nicht 
zugleich  eine  grössere  Annäherung  der  Schriftelemente  zu  veranlassen,  be- 


Fig.  54  a. 


kommt  der  Tasterhebel  eine  grössere  Hubhöhe  und  ebenfalls  federnde  Con- 
tacte.    Dio  Einrichtung  des  Tasters  zeigt  Fig.  54  im  Aufriss  und  Seitenriss : 
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Auf  einem  isolircndcn  Klötzchen  a  sind  4  biegsame  Federn  2,3,4,0  befe- 
stigt, welclie  im  Zustande  der  Rübe  auf  den  Contactkegeln  w,  w,  o,  p  auflie- 
gi^n,  beim  Niederdrücken  de«  Griffes 
rf  aber  durch  ein  am  Ende  des  Taster- 
bebeis b  befindliches  ElfenbeinstHb- 
chen  c  zugleich  von  den  Contactke- 
geln losgehoben  werden;  bald  nach- 
her werden  die  zwei  Federn  2  und 
0  mit  einer  schwachen  Durchbiegung 
an  dieContactschrauben  der  Winkel- 
stützen I  und  k  angelegt;  die  Stell- 
schrauben g  und  h  reguliren  die  Be- 
wegung des  Tasterhebels  und  vermitteln  gute  Contacte  an  den  Schrauben 
und  Kegeln.  Der  Weg  der  Federn  2  und  6  muss  möglichst  kurz  sein,  wenn 
die  Zeichen  nicht  zerrissen  werden  sollen. 

Die  Einschaltung  der  Apparate  erfolgt  nach  Fig.  55  (s.  folg.  S.);  durch 
sie  soll  jede  Station  mit  1  oder  2  Tastern  nach  der  andern  Station  telegra- 
phiren,  oder  mit  1  Taster  telegraphiren  und  gleichzeitig  auf  1  Schreibappa- 
rat Schrift  empfangen  ,  auch  Unterbrechungen  und  Correcturen  bewirken 
können,  ohne  dadurch  die  Thätigkeit  der  anderen  Apparate  zu  stören;  und 
stets  soll  dabei  die  mit  demselben  Taster  gegebene  Schrift  auf  der  andern 
Station  auf  demselben  Schreibapparat  erscheinen.  Dazu  besitzt  jede  Sta- 
tion ausser  den  2  Tastern  T  und  Schreibapparaten  M  vier  Relais.  Von  den 
Relais  jeder  Station  sind  zwei  polarisirte  und  zwei  mit  Federspannung,  oder 
drei  polarisirte  und  eins  mit  Federspannnng.  Die  in  Fig.  55  mit  B\  und  R^ 
bezeichneten  Relais  müssen  Fedcrspannung  erhalten,  da  sie  auf  Ströme  von 
doppelter  StHrke  ansprechen  sollen.  Die  Relais  B^\  und  J^'^  können  unpo- 
larisirt  oder  polarisirt  sein ,  nur  mus»  im  letzteren  Falle  B'\  nur  auf  nega- 
tive, B^  nur  auf  positive  Ströme  ansprechen,  da  diese  Relais  nur  dann  in 
Thätigkeit  treten,  wenn  die  beiden  Taster  der  andern  Station  gleichzeitig 
geschlossen  werden.  Die  mit  P^  und  P^  bezeichneten  Relais  sprechen  nur 
auf  positive,  die  mit  N^  und  N^  bezeichneten  nur  auf  negative  Ströme  an. 
Die  Schreibapparate  erhalten  zwei  von  einander  isolirte  Umwickelungen 
der  Elektromaghetkerne;  die  mit  u  u  bezeichneten  Enden  der  einen  Um- 
Wickelung  werden  mit  den  polarisirten  Relais  P  und  iV,  die  mit  t  t  bezeich- 
neten Enden  der  andern  mit  den  Relaijs  Ji'i  und  B'^  verbunden.  Die  Schrift 
der  Taster  7^,  T^^  T^  und  T^  soll  stets  der  Reihe  nach  auf  den  Schreibappa- 
raten M^^  ^3,  3/j  und  M^  erscheinen. 

Beim  einfachen  Telegraphiren  spricht  z.  B.  entweder  7,  oder  T^ 
und  M^  oder  M^  muss  schreiben.  Durch  das  Niederdrücken  des  Tasters  7\ 
kommen  die  Federn  mit  1  und  5  in  Berührung,  die  Contacte  bei  2,  3,  4  und  G 
werden  unterbrochen.  DioBattcrie  i^^  4-' 2^^  ist  dadurch  nicht  geschlossen,  weil 
der  Contact  5  in  Jg  offen  ist.  Der  positive  Strom  der  Batterie  Ä^ltv^X^iV^^x^V». 
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2\  und  3  in  Tj'an  den  Knotenpunkt  Oi  und  durch  R^  in  die  Leitong  nnck 
der  andern  Station;  if^  spricht  nieht  an ,  da  der  Strom  nor  die  eiafaeha 
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Stärke   besitzt.      Auf  der    Empfangsstation  geht   der   Strom    durch   Ä'g, 
das  ehenfalh  nicht  anspricht,  nach  a^  und  von  diesem  Knotenpunkte  gleich- 
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zeitig  über  4  in  T^  und  2  in  T,  und  über  3  in  T^  und  6  in  T^  nach  dem.Kno- 
tenpunkte  Cg,  durch  die  Relais  N^  und  P^y  über  3  in  T^  nach  4  in  T^  zu 
zur  Erde  E,  Das  Relais  Pt  spricht  an  ubd  M^  schreibt,  da  die  Localbatterie 
6,  über  rf,,  durch  P^^  durch  die  Windungen  m  m  in  ^^und  über/*,  geschlossen 
wird.  Auf  der  gebenden  Station  bietet  sich  dem  Strome  weder  Über  die 
Hebel  der  Morse,  noch  über  4  in  T,  ein  Weg  dar.  Wenn  dagegen  T^  nie- 
dergedrückt wird,  so  ist  die  Batterie  Bg  geschlossen;  sie  sendet  ihren  nega- 
tiven Strom  über  1  in  T^  und  4  in  T^  nach  a^,  durch  i^^  (welches  wieder 
nicht  anspricht)  in  die  Leitung,  nimmt  auf  der  andern  Station  wieder  den- 
selben Weg,  bringt  aber  ^2  ^^^^  Ansprechen;  dieses  schliesst  die  Localbat-« 
terie  b^  über  d^  durch  iV^,  durch  die  Windungen  u  u  m  M^  und  f^.  Auch 
dabei  ist  dem  Strome  von  a^  aus  der  Weg  über  M^^  und  über  3  in  T^  abge- 
schnitten. 

Beim  Doppelsprechen  mit  den  Tastern  T^  und  J,  senden  die  Bat- 
terien Bi  und  B^  einen  positiven  Strom  von  doppelter  Stärke  über  1  in  T, 
nnd  5  in  T^  nach  ^,  und  in  die  Leitung;  rückwärts  ist  diesem  Strome  der 
Weg  über  a^  durch  die  beiden  Schreibapparate  M^  und  ^Tg,  oder  über  4  in 
T^  oder  3  in  7,  abgebrochen.  Auf  der  Empfangsstation  nimmt  der  Strom 
wieder  denselben  Weg,  Ittsst  aber  das  Relais  B^f  ansprechen  und  dieses 
schliesst  die  Localbatterie  b^  für  beide  Scbreibapparate  M^  und  M^^  nftmlich 
über  d^y  B\,  Ar^,  durch  beide  Windungen  1 1,  über  m^  und  itj,  2  in  T^  und  6  in 
Jjf  über  ^2  u°^  /s)  ^%  u°d  M^  schreiben  also.  Nach  dem  Scliluss  der 
Seh  reib  apparate  erhält  der  Linienstrom  von  dem  Knotenpunkte  a^  aus  über 
beide  Schreibhebel  und  durch  B!\  einen  zweiten  Weg  zur  Erde,  und  in 
Folge  dessen  wird  auch  die  Localbatterie  b^  zum  zweiten  Male  über  die 
Knotenpunkte  m,  und  n^  geschlossen.  —  Diese  Schliessung  hat  ausschliess- 
lich den  Zweck,  das  Corrigiren  und  Unterbrechen  zu  ermöglichen,  ohne  das 
Sprechen  auf  dem  andern  Apparate  zu  unterbrechen.  Will  nämlich  in  die- 
sem Momente  einer  der  beiden  Taster  T^  oder  T^  corrigiren,  so  kann  er  die 
Schrift  auf  dem  andern  Schreibapparate  durch  das  Einschalten  seiner  Bat- 
terie nicht  stören,  da  seine  Batterie  über  den  Knotenpunkt  o^,  die  beiden 
Schreibhebel  und  durch  B^\  (welches  freilich  nicht  loslassen  darf)  so  lange, 
kurz  geschlossen  ist,  al«  das  Relais  R^  von  7\  nnd  T^  geschlossen  erhalten 
wird.  Damit  aber  durch  das  Niederdrücken  von  T^  oder  T^  und  das  Unter- 
brechen des  Localstromes  bei  6  in  T^  oder  bei  2  in  T^  nicht  der  eine  Schreib- 
hebel in  die  Ruhelage  gehe  und  so  den  kurzen  Schluss  der  zu  T^  oder  T^ 
gehörigen  Batterie  unterbrechen  kann ,  ist  die  Localbatterie  b^  noch  über 
m^  und  n^  geschlossen.  Das  Gorrecturzeichen  kann  also  erst  dann  nach  der 
mit  7\  und  T^  sprechenden  Station  gelangen,  wenn  dort  der  eine  Taster  und 
folglich  auch  das  Relais  B!^  in  die  Ruhelage  geht  und  so  der  kurze  Schluss 
durch  die  Schreibhebel  wegbleibt.  —  Macht  bei  dem  Doppelsprechen  der 
Taster  T,  einen  Strich,  J3  einen  Punkt,'80  bleibt,  wenn  T^  in  die  Ruhelage 
zurückgegangen  ist,  nur  der  Strom  von  B^  thätig,  und  das  R^l«i%  P^^^\!!w^^* 
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det  d^n  von  K^  begonnenen  Strich  auf  M^.  Macht  dagegen  Tj  einen  Poakft 
nnd  r,  einen  Strich,  so  tritt,  wenn  T^  in  die  Bnhelage  xnrückgekehrt  iat| 
B^  in  Thätigkeit  nnd  N^  vollendet  nun  den  von  R^  begonnenen  Strick 
auf  Jf|. 

Beim  Gogensprechen  mit  den  Tastern  T^  und  T^  erhalten  die 
Schreibapparate  M^  und  M^  Schrift  Dnrch  das  Niederdrücken  der  beidctt 
Taster  T^  nnd  T^  werden  die  beiden  Batterien  B^  nnd  B^  xu  einer  Batterie 
von  doppelter  Stärke  vereinigt  und  in  Folge  dessen  sprechen  die  beiden 
Beiais  J^^  nnd  K^  an;  da  aber  durch  das  Niederdrücken  der  Taster  T^  und 
Tx  die  Localstromkreise  der  Schreibapparate  M^  und  Af|  bei  6  in  ^  und  t  in 
Ti  unterbrochen  sind,  auch  nicht  P,  und  P^  von  den  Linienströmen  doreh- 
laufen  werden,  so  können  diese  Schreibapparate  nicht  schreiben,  sondern 
nur  M^  und  M^,  Macht  hierbei  7\  einen  Strich,  7,  einen  Punkt,  so  vollen- 
det P|,  und  macht  T^  einen  Strich  und  Ti  einen  l'unkt,  so  vollendet  N^  den 
beziehungsweise  von  R^  auf  M^  oder  von  R\  auf  M^  begonnenen  Strich. 
Sind  beide  Taster  niedergedrückt,  nnd  es  corrigirt  etwa  JT^,  so  erscheint 
die  Schrift  von  J^«  ^^^  beabsichtigt,  nicht  auf  Jlfg,  dagegen  erh&lt  nun  Jf^ 
die  Corrqcturseichen  von  7*3,  da  in  dem  Moment,  wo  T^  in  die  Buhelage 
gelangt,  die  Verbindung  sum  Doppelsprechen  hergestellt  ist,  in  den  Momen- 
ten aber,  wo  alle  3  Taster  niedeigedrückt  sind,  die  Batterien  B^^  B^  nnd  B^ 
ihren  Strom  vereinigen ,  was  für  M^  keine  Störung  herbeiführt  —  Auch  T^ 
und  T^  könnten  anm  Gegensprechen  gebraucht  werden ,  nicht  aber  Ti  und 
T^  oder  T^  und  J|,  da  sich  die  Ströme  der  letzteren  Paare  vernichten 
würden. 

Dass  diese  Eiuschaltung  nicht  zum  gleich  zeitigen  Doppel-  und 
Gegensprechen  brauchbar  ist,  geht  schon  daraus  hervor,  dass  beim 
gleichzeitigen  Niederdrücken  aller  vier  Taster  sich  die  Ströme  der  Batte- 
rien B^y  B^^  Bq  und  B^  vereinigen,  ohne  irgend  ein  Relais  zu  durchlaufen,  da 
sie  von  g^  und  g^  sofort  nach  den  Tastern  gehen ;  waren  aber  erst  T^  und  T^ 
oder  T^  und  T^  zugleich  niedergedrückt  und  darauf  die  beiden  noch  fehlen- 
den Taster,  so  bildet  sich  auf  der  einen  Station  noch  ein  Zweigstrom  durch 
die  Schrcibhebel,  auf  dieser  fahren  voraussichtlich  die  Seh  reib  apparate  fort 
zu  schreiben,  auf  der  andern  Station  bleiben  sie  in  Kühe. 

B.    Doppel-  und  Oegenspreohen  mittels  aufeinander 
folgender  Ströme. 

Die  Vorschläge  zur  Ausnutzuug  des  Leitungsdrahtes  während  der  Pau- 
sen zwischen  den  Zeichen  eines  Telegrammes  ermöglichen  ebenso  leicht 
eine  Beförderung  von  mehr  als  2  Telegrammen,  wie  sie  zum  blossen  Ge- 
gensprechen oder  Doppelsprechen  gebraucht  werden  können.  *) 


*)  Schon  Newton  sagt,  bei  seiner  Methode  lasse  sich  der  Draht  als  an  onmUe- 
/^ra/fAic  ma^  betrachten^  während  er  seither  nur  a  uniieleffrapkic  way  war. 


Von  Dr.  Eduard  Zetkschb.  353 


1.    VorsohUg  von  Vewton. 

Der  Patentagent  Alfred  Vincent  Newton  nahm  am  8.  Februar  1851  in 
England  in  Folge  einer  Mittheilung  ein  Patent  auf  die  gleichzeitige  Beför- 
derung mehrerer  Telegramme  auf  demselben  Drahte  in  derselben  oder  in 
entgegengesetzter  Richtung  (London  Jonrnal  1852,  vol.  XL,  pag.  80).  An 
den  Leitungsdraht  werden  an  beiden  Enden  ebenso  viel  Sätze  kürzere 
Signaldrähte  angelegt,  als  Telegramme  zugleich  befördert  werden  sollen; 
jeder  Satz  besteht  aber  aus  so  vielen  einzelnen  Drähten,  wie  viel  verschie- 
dene Zeichen  für  jedes  Telegramm  möglich  sein  sollen.  Sollen  z.  B.  an 
jedem  Ende  des  Leitungsdrahtes  10  Personen  befindlich  sein  und  jede  25 
verschiedene  Zeichen  geben  und  empfangen  können,  so  müssen  an  jedem 
Ende  des  Leitungsdrahtes  2.25.20=1000  Drähte  angebracht  und  der  Reihe 
nach  abwechselnd  auf  eine  kurze  Zeit  mit  diesem  Leitungsdrahte  und  der 
Elektricitätsquelle  leitend  verbunden  werden.  Da  nun  das  Aufnehmen  und 
Niederschreiben  der  einzelnen  elektrischen  Signale  weit  mehr  Zeit  erfor- 
dert, als  die  Elektricität  zum  Durchlaufen  des  Leitungsdrahtes  braucht,  so 
wird  bei  Anwendung  dieser  Methode  die  Leitung  besser  ausgenutzt.  Als 
zweckmässig  wird  folgende  Ausführung  bezeichnet:  Auf  jeder  Station  be- 
findet sich  ein  durch  ein  Uhrwerk  getriebenes  Pendel;  beide  Pendel  müssen 
einen  ganz  übereinstimmenden  Oang  haben,  von  dessen  Vorhandensein  mau 
sich  durch  am  Ende  der  Pendelschläge  überspringende  Funken  überzeugen 
kann ,  oder  den  man  auch  durch  Elektromagnete  hervorbringen  und  regu- 
liren  kann.  Die  Axen  beider  Pendel  sind  mit  dem  Leitungsdrahte  verbun- 
den, in  welchen  irgendwo  eine  Batterie  oder  eine  andere  Elektricitätsquelle 
eingeschaltet  ist;  die  metallene  Pendelstange  ist  beträchtlich  verlängert  und 
trägt  an  ihrem  Ende  eine  Metallfeder,  welche  auf  einem  grossen  Bogen 
schleift  und  in  diesem  beim  Hin-  und  Hergange  des  Pendels  abwechselnd  in 
der.  einen  und  der  andern  von  zwei  Nuthen  gleitet;  in  diesen  Nuthen  stehen 
Metallstifte  vor ,  deren  jeder  bei  jeder  Pendelschwingung  von  der  Feder 
einmal  berührt  wird ;  die  Stifte  der  einen  Nuth  sind  durch  die  erwähnten 
Signaldrähte  mit  den  Zeichengebern,  die  der  andern  mit  den  Zeichenem- 
pfängem  verbunden  und  stehen  durch  letztere  stets,  durch  erstere'beim  Zei- 
cbengeben  mit  der  Erde  in  Verbindung.  Bei  dieser  Einrichtung  wird  bei 
jedem  Pendelschlage  abwechselnd  die  eine  und  die  andere  Station  einen 
kurzen  Strom  der  Reihe  nach  durch  beliebig  gewählte  Zeichengeber  und 
die  zugehörigen  Zeichenempfänger  der  andern  Station  senden  können,  denn 
die  Batterie  ist  durch  die  schleifenden  Federn  geschlossen,  sobald  die  eine . 
über  einen  Stift  gleitet,  dessen  Zeichengeber  eben  ein  Zeichen  giebt.  Als 
Zeit  für  eine  Schwingung  wählt  man  die  Zeit,  welche  gewöhnlich  zum  Ge- 
ben und  Aufnehmen  eines  Zeichens  nöthig  ist.  Als  Signale  kann  man  da- 
bei überspringende  Funken ,  Nadelablenkungen  oder  die  Anziehung  von. 
Elektromagnetankem  benutzen. 

Z0U$ehrift  f,  M»lbctMtik  n«  Phf §ik.  X,  6.  *3A 
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8.     Vorschlag  von  Ron  vi  er. 

Einen  dem  eben  besprochenen  ganz  ähnlichen  Vorschlag  machte 
Kon  vier  {Annales  tSlegraphiques  1860,  S.  5),  welcher  übrigens  seit  1852  der 
•französischen  Verwaltung  vorgeschlagen  hatte,  anf  ähnliche  Weise  die  kwei 
Zeichenempfänger  des  französischen  Zeigerapparates  dnrch  einen  einzigen 
Draht  in  Gang  zu  setzen  {Ann.  lelegr,  1861,  S.  145).  Die  an  den  beiden  £n* 
den  der  Leitung  aufgehängten  zwei  Pendel  von  gleichem  Gewicht ^  Länge, 
Form  und  Aufhängung  erhalten  durch  die  Wirkung  elektrischer  Ströme, 
was  sie  durch  Keibung  n.  s.  w.  verlieren,  und  werden  zugleich  durch  diese 

Ströme  in  übereinstimmendem  Gang 
erhalten.  Die  Einrichtung  dasa 
zeigt  Fig.  56.  Das  Pendel  OF 
schwingt  zwischen  A  und  C  hin  und 
her;  an  den  Enden  des Schwingungs- 
bogens  sind  2  Elektromagnete  e, 
und  e^  aufgestellt,  auf  welche  die 
Batterien  b^  oder  b^  wirken,  deren 
Schluss  durch  den  Regulator  ar 
herbeigeführt  wird,der  sich  nmndreht 
und  an  Xj  und  r^  oder  an  x^  und  z^ 
antrifft,  wenn  das  Pendel  seine  ans- 
sersten  Lagen  erreicht  hat.  Kurie 
Zeit,  bevor  sich  ar  an  x^  oder  a^  anlegt,  kommt  das  obere  Ende  u  des  Pen- 
dels an  eine  der  Federn  f^  oder  /,  zu  liegen,  welche  mit  dem  einen  Pole 
der  Batterien  b^  und  b^  verbunden  sind.  Steht  nun  die  Platte  L  mit  der 
Erde  E  in  Verbindung,  so  ist  die  Batterie  B  geschlossen,  sowie  sich  a  an 
a:,  oder  or^  anlegt,  ihr  Strom  durcliläuft  den  Elektromagnet  e,  und  dessen 
Anker  sd  legt  sich  an  die  Contactscbraube  ä;  dadurch  wird  aber,  weil  sich 
u  vorher  schon  an  f^  oder  /"g  gelegt  hat,  die  Batterie  b^  oder  b^  durch  e^  oder 
e^  hindurch  geschlossen,  und  c,  oder  e^  halt  das  Pendel  in  seiner  äussersten 
Lage  A  oder  C  fest,  indem  das  Eisenstück  F  gewissermassen  als  Anker  für 
r,  oder  f*2  dient.  Bald  darauf  stösst  auch  r  gegen  z^  oder  ig,  wodurch  die 
Batterie  B  kurz  geschlossen  wird;  daher  geht  jetzt  der  Anker  sd  durch  die 
Wirkung  der  Feder  i  in  die  Ruhelage  zurück,  unterbricht  dadurch  den 
Strom  der  Batterie  6,  oder  b^  und  e^  oder  e^  lässt  das  Pendel  los;  dieses  be- 
ginnt einen  neuen  Schlag  und  alle  3  Batterien  bleiben  unterbrochen  bis  das 
Pendel  durch  Anlegen  an  x^  oder  x^  zunächst  B  und  darauf  über  sd  auch 
bf  oder  b^  schliesst  und  das  Spiel  sich  wiederholt.  Wird  dagegen  L  nicht 
mit  der  Erde,  sondern  mit  einer  entsprechend  in  den  Apparat  eingeschalte- 
ten Platte  Z|  einer  zweiten  Station  verbunden,  deren  Batterie  ^,  entgegen- 
gesetzt eingeschaltet  ist,  so  schliessen  sich  5  und  5^  zu  einer  einzigen  Bat- 
terie, wenn  a  und  «,  sich  (zugleich)  an  x  anlegen,  und  darauf  folgen  die  eben 
ej'wähnten  Vorgänge   auf  beiden  Stationen.     Kommen   beide  Pendel  ganz 
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gleichzeitig  an,  so  gehen  sie  auch  gleich  darauf  und  gleichzeitig  fort;  kommt 
aber  das  eine  Pendel,  z.  B.  OF^  etwas  früher  an,  so  wird  zwar,  wenn  ar 
sich  an  xz  legt,  B  kurz  geschlossen,  B^  aber  hält  in  beiden  Stationen  die 
Anker  ^fif  noch  angezogen  und  deshalb  bleiben  auf  beiden  Stationen  die 
Batterien  ^|  oder  e^  so  lange  geschlossen,  bis  auch  das  andere  Pendel  sich 
mit  dem  Regulator  an  x  und  z  angelegt  hat,  worauf,  weil  jetzt  B  und  B^ 
kurz  geschlossen  sind,  beide  Pendel  gleichzeitig  den  nächsten  Schlag  be- 
ginnen. Ist  der  entwickelte  Magnetismus  zu  schwach,  um  die  Bewegungs- 
hindernisse zu  überwinden,  so  kann  man  zu  Bewegung  der  Hebel  noch  ein 
Uhrwerk  anbringen. 

Bei  jedem  Pendelschlage  wird  nun  auf  jedem  Apparate  1  Buchstabe 
gegeben.  Während  der  Hinbewegung  des  Pendels  schleift  ein  Hebel  auf 
mehreren  (8)  Sätzen  metallischer  Bögen,  herwärts  auf  anderen  Sätzen ;  die 
Bögen  der  einen  Station  sind  mit  der  Linienbatterie,  die  der  andern  mit 
dem  Morseschreibapparate  verbunden.  Jeder  Satz  besteht  aus  3  concentri- 
sehen  Bögen  a^h^  c^  die,  wie  Fig.  57  zeigt,  übereinander 
greifen ,  und  die  Länge  der  Bögen  in  den  8  Sätzen  ist  so  m^Xj^  ~ob 
bemessen,  dass  der  Hebel  bei  der  Pendelbewegung  gleich  ^  — 'fc^- 
lange  auf  jedem  Bogen  schleift;  der  1.,  3.,  5.  und  7.  Satz  p.  ^^ 
gehört  etwa  zur  Beförderung  des  ersten,  der  2.,  4.,  0.  und 
8.  Satz  zur  Beförderung  des  zweiten  Telegramms.  Bleibt  die  Batterie 
(durch  2  Zwischenhebel)  nur  so  lange  geschlossen ,  als  der  Hebel  über  «, 
oder  flt  schleift,  so  wird  ein  Punkt  ides  ersten  oder  zweiten  Telegramms  ge- 
geben; bleibt  die  Batterie  so  lange  geschlossen,. als  die  Batterie  über  a^  und 
bx  oder  Über  a^  nnd  b^  schleift,  so  wird  ein  Sti'ich  des  ersten  oder  zweiten 
Telegramms  gegeben ,  und  man  hat  demnach  durch  die  16  Zwischenhebel 
bei  jedem  Schlage  die  Möglichkeit,  4  Zeichen  (Punkte  oder  Striche),  also 
irgend  einen  aus  nicht  mehr  als  4  Zeichen  bestehenden  Buchstaben  des 
ersten  und  auch  des  zweiten  Telegramms  zu  befördern.  Die  Bögen  c^  und 
e^  (von  Punktlänge)  dienen  dazu,  behufs  der  Entladung  die  Leitung  momen- 
tan mit  der  Erde  zu  verbinden.  Beim  Rückgange  schleift  ein  zweiter  Theil 
des  Pendels  auf  3  andern  Bögen  und  giebt  die  beiden  nächsten  Buchstaben. 
Zur  Bewegung  der  Zwischenhebel  in  der  dem  zu  telegraphirenden  Bnchsta- 
ben  entsprechenden  Weise  dient  eine  Claviatur,  deren  29  Tasten  mit  den 
Buchstaben  bezeichnet  sind.  Zu  den  Ziffern  dienen  Taste  1  — 10,  zu  den 
Interpnnktions-  und  anderen  Zeichen  die  Tasten  11 — 25,  ihre  Zeichen  wer- 
den dabei  stets  von  dem  Zeichen hinten  und  vorn  eingeschlossen. 

Bei  Anwendung  von  Translation  wären  4  Pendel  nöthig  nnd  in  überein- 
•timmenden  Gang  zu  setzen.  Eine  Benutzung  dieser  Methode  für  Typen- 
drncktelegraphen  ist  möglich,  aber  umständlich. 

3.    Yorsohlag  im  Ciyil-Engineer  and  Arohiteots  Journal. 
Veranlasst  durch  die  Nachricht,  dass  Profeasoi  EiÖl\\3lxi^  vcL^VöO<i>\^\a. 
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einen  Gegeilsprecher  erfanden  habe ,  giebt  im  Civil -Engineer  and  JrckUecU 
Journal  (Maibeft  1855,  S.  164;  vergl.  aach  Zeitschr.  d.  TeLVer.  11,  8.  IM) 
ein  angenannter  Verfasser  eine  weit  allgemeinere  Lösung  derselben  Auf- 
gabe. Um  den  kurzen  Scblnss  der  Batterie  durch  die  Apparate  der  eigenen 
Station  zu  verhüten,  welcher  eintreten  würde,  wenn  man  mehrere  Apparat- 
paare in  gewöhnlicher  Weise  einfach  mit  der  Leitung  verbände,  und  nm  lu 
verhüten,  dass  2  von  derselben  Station  mit  2  gesonderten  Batterien  nach 
der  andern  Station  gegebene  Telegramme  dort  auf  beiden  Empfangsappa- 
raten zugleich  und  zwar  verwirrt  erscheinen,  schlägt  der  Verfasser  vor,  auf 

jeder  Station  die  Luft- 
As  A4  leitung    zunächst    mit 
JL o9k^'^    \  eiuer    Wechselscheibe 

A«.  •  A^  \qp         verbinden,  welche  bei 

ihrer  Drehung  abwech- 
selnd das  eine  und  das 
andere  Apparatpaar  A^ 
und  Af  oder  j4^  und  j4^  in  die  Leitung  einschaltet  und  wieder  ausschaltet 
Die  Kreuzlinien  in  den  Wechselscheiben  bedeuten  nämlich  in  die  Holi- 
schcibe  eingelegte  Metal Istreifen ;  bei  der  in  Fig.  58  gezeichneten  Stellung 
der  Scheiben  durchläuft  also  der  Strom  der  Batterie  i^,  blos  die  Apparate 
At  und  ^t)  v^^  nachdem  sich  die  Scheiben  /*  um  ^  Umdrehung  weiter  gedreht 
haben,  sendet  die  Batterie  B^  ihren  Strom  durch  A^  und  A^.  Die  Ein- 
richtung ist  sowohl  zum  Gegensprechen,  wobei  etwa  ^,  und  A^  Taster  sind, 
als  auch  zum  Doppelsprcchen ,  wobei  etwa  A^^  und  A^  Tnster  sind ,  brauch- 
bar, wenn  nur  die  beiden  Wechselscbeiben  in  ihrer  Drehung  vollständig 
mit  einander  tibereinstimmen ;  dass  eine  solche  Uebereinstimmung  zu  errei- 
chen ist,  hält  der  Verfasser  durch  BakowelTs  Copirtelegraph  für  nachge- 
wiesen. Auch  könnten  mehr  als  zwei  Apparatpaare  mit  demselben  Leitungs- 
dralit  verbunden  werden.  Die  völlige  Uebereinstimmung  könnte  dann  auch 
mittelst  eines  zweiten  Drahtes  erreicht  werden. 

Die  Redaction  der  Zeitschrift  des  Telegraphen-Vereins  hält  es  für  noth- 
wendig,  dass  die  Leitung  nach  jedem  Zeichen,  also  beim  Uebergange  von 
einem  Apparatpaare  zum  andern  durch  Verbindung  mit  der  Erde  entladen 
werde,  was  übrigens  leicht  geschehen  kann.  Mit  dem  Morsetaster  giebt 
ein  geübter  Telegraphist  etwa  340  Punkte  in  1  Minute,  der  Contact  für 
1  Punkt  dauert  also  ^.^Vff=  1*1  •^®^""^®5  braucht  nun  der  Strom  zum 
wirksamen  Durchlaufen  der  Leitung  ^^^  Secunde,  und  sind  die  Zwischen- 
zeiten zwischen  2  Contacten  eben  so  gross,  so  kann  man  *J**  =  100  Contacte 
in  1  Secunde  geben.  Reichte  nun  ein  einmaliger  Contact  zum  Hervorbrin- 
gen des  Zeichens  aus,  so  könnte  man  8 —  9,  wäre  aber  ein  2-  oder  3  maliger 
Contact  dazu  nöthig,  so  könnte  man  nur  4  oder  3  Apparatpaare  mit  der 
Leitung  verbindßD, 
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4.  Yortohlag  von  Kruse. 
Dr.  Kruse  in  Artlonbarg  benutzte  (Poggendorffs  Annalen  Bd.  98, 
S.  110)  zu  seinen  Versuchen  eiue  Abänderung  der  sich  auf  das  Princip  der 
Selbstunterbrechung  stützenden  Zeigertelegraphen  von  Siemens&Halske, 
indem  er  sie  mit  Relais  in  Verbindung  brachte  und  die  Windungen  der  Re- 
lais vom  Linienstroroe,  die  der  Telegraphen  von  einem  Localstrome  durch- 
laufen und  dabei  durch  das  Relais  den  Localstrom,  durch  den  Telegraphen 
aber  den  Linienstrom  abwechselnd  schliessen  und  unterbrechen  Hess.  Wer- 
den nun  eine  Anzahl  solcher  Telegraphen  an  beiden  Enden  einer  Leitung 
aufgestellt,  das  eiue  Ende  sämmtlicher  Relaisumwickelungen  durch  den 
Ruhecontact  der  zugehörigen  Telegraphen  hindurch  mit  dem  einen  Pol  einer 
Linienbatterie  verbunden,  deren  zweiter  Pol  zur  Erde  abgeleitet  ist,  wird 
ferner  das  zweite  Ende  jeder  Relaisum Wickelung  mit  einer  isoürten  Contact- 
oder  Schliessungsfeder  verbunden  und  schleifen  sämmtliche  Federn  in  glei- 
chen Abständen  von  einander  anf  einer  Schliessungs  oder  Wechselscheibe, 
deren  Rand  in  abwechselnde  isolirende  und  leitende  Felder  derart  einge- 
theilt  ist,  dass  stets  nur  eine  Feder  mit  einem  leitenden  Felde  in  Berührung 
steht,  80  treten  beim  gleichmässigen  Drehen  der  beiden  Scheiben  die  Federn 
der  Reihe  nach  mit  der  Leitung  in  Verbindung  und  schliessen  die  Batterie. 
Bei  sämmtlichen  Zeigertelegraphen  (oder  auch  Tjpendrncktelegraphen)  be- 
ginnt demnach  eine  gleichmässige  Umdrehung  der  Zeiger;  wird  aber  einer 
dieser  Telegraphen  angehalten,  und  dadurch  die  Verbindung  seiner  Schlies- 
sungsfeder  mit  der  Batterie  dauernd  unterbrochen,  so  muss  auch  der  zu  ihm 
gehörige,  mit  der  entsprechenden  Schliessungsfeder  anf  der  andern  Station 
verbundene  Telegraph  der  andern  Station  still  stehen  und  der  telegraphirte 
Buchstabe,  auf  dem  der  Zeiger  feststeht,  abgelesen  werden.  Die  gleich- 
massige  Drehung  der  Scheiben  lässt  Dr.  Kruse  durch  die  Telegraphen- 
magnete  selbst  bewirken ,  indem  er  die  Scheiben  am  Rande  mit  Zähnen 
versieht. 

6.    Yorsohlag  von  Hnghet. 

Professor  David  Edward  Hughes  in  Newjork  brachte  an  seinem  1855 
patentirten  Typendrucktelegraphen  eine  ähnliche  Einrichtung  an,  um  2  Te- 
legramme zugleich  in  entgegengesetzter  Richtung  befördern  zu  können  {An- 
nales  tilegraphiques  1861,  S.  145).  Er  steckte  nämlich  2  Schliessnngsräder 
auf  eine  durch  ein  Uhrwerk  in  Umdrehung  versetzte  Welle  und  Hess  durch 
eine  darauf  schleifende  Feder  die  Luftleitung  abwechselnd  mit  dem  Zeichen- 
geber und  dem  Zeichenempfänger  in  Verbindung  treten. 

6.    Yoriohlag  von  CatellL 

Der  Abb^  Giovanni  Caselli  in  Florenz  hat  seinen  Pantelegra- 
phen  (Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Phys.  V,  S.  44)  ebenfalls  so  eingerichtet, 
dass  2  Telegramme  zugleich  absatzweise  durch  ihn  befördert  werden  köa^ 
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jurmliffusion  in  bügrcuÄten  ^^tindriachen  GefHesen. 


nen.  Eine  BeBclircibimg  der  verbessertet!  Ettirichtnng  dieses  Copirtelegtft- 
pben  gab  icb  im  Polyt^icbnitscben  Ceütralblalt  (l»64,  S>  I*a8&;  nach  Antmia 
Ulegruph^  1863,  S-  209),  Uio  Sebreibspitzen  ertbeili^ti  gleicligehpudeD  Pen- 
deln eiüe  bin-  und  berg^bende  Bewegung;  über  bogenfortnigeti  Unterlagen, 
die  Spitzen  scbreiben  aber  nur  bei  der  Bewegung  nacb  der  einen  litcbtung; 
docb  sind  alle  betrefiendon  Tbeile  doppelt  vorbanden,  und  \rilbreiid  das  eiue 
eben  bei  Beftirderuag  de«  einen  Telegramme  tbätig  gewesene  Spitxenpstai 
nntbätig  zurückgabt f  tritt  das  andere  in  Tbltigkeit  und  telgrapbtrt  eine 
ZeicUenreibe  aus  einem  zweiten  Telegramm, 


XUL 
Ueber  Hydrodiffusion  in  begrenzten  cylindriechen  Gelassen. 

Von  Dr.  R.  Beez, 

Lehrer  an  der  Köntgb  Eettlacbule  an  PUaeu  l.  V, 


In  Poggendorffs  Annalen  der  Physik  und  Cbemie ,  Bd.  C,  baben 
Simmler  ond  Wild  eine  AbbRndlung:  „  Uebcr  einige  Metboden  ssur  Be- 
stimmung der  bei  der  Diffusion  einer  Salzlösung  in  das  reine  Lösungsmittel 
auftretenden  Constante"  veröffentlicht,  in  welcher  unter  anderen  auch  iwei 
Diffusionsströme  behandelt  werden ,  mit  denen  ich  mich  ebenfalls ,  jedocb 
ohne  die  erwähnte  Abhandlung  zu  kennen ,  beschäftigt  habe  (siehe  diese 
Zeitschrift  Bd.  IV  und  VII).  Leider  sind  die  genannten  Verfasser  nicht 
dazu  gekommen ,  ihre  durch  Rechnung  gefundenen  Formeln  experimentell 
zu  prüfen ,  wodurch  nicht  allein  über  die  Brauchbarkeit  der  aufgestellten 
Gleichungen  selbst,  sondern  auch  über  den  Werth  der  von  ihnen  vorge- 
schlagenen experimentellen  Methoden  ein  sicheres  Urtheil  sich  hätte  bilden 
lassen.  Denn  so  sinnreich  namentlich  ihre  optischen  Methoden  auf*  den 
ersten  Blick  auch  erscheinen,  so  wenig  lässt  sich  doch  im  Voraus  «rkennetty* 
ob  sie  zu  einer  genauen  Bestimmung  der  Diffusions6.onstante  k  sich  eignen. 
Was  die  Formeln  selbst  anlangt,  die  von  Simmler  und  Wild  einerseitf 
und  von  mir  andererseits  gefunden  worden  sind,  so  besteht  zwischen  ihnen 
der  Unterschied,  dass  erstere  für  oben  und  unten  begrenzte  Gefässe,  letztere 
für  balbbegrenzte  oder  unbegrenzte  gelten.  An  einem  Beispiel  wird  dieser 
Unterschied  deutlicher  hervortreten.  Denken  wir  uns  ein  cylindrisches 
Gefäss  von  etwa  einem  Fuss  Höhe,  wie  ich  es  bei  meinen  Versuchen  (siehe 
diese  Zeitschrift  IV,  S.  225  ff.)  angewendet  habe,  zur  Hälfte  mit  Salzlösung, 
zur  Hälfte  mit  reinem  Wasser  angefüllt,  so  wird  ein  Diffusionsstrom  ent^ 
s^hen,  der  erst  nach  Verlauf  von  mehreren  Tagen  sowohl   die  obere  da 
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auch  die  untere  Grenze  der  Flüssigkeit  erreicht.  Innerhalb  dieses  ersten 
Stadiums  ist  der  Strom  ganz  unabhängig  von  den  Bedingungen  der  obern 
und  untern  Grenze  und  unterliegt  daher  denselben  Gesetzen,  wie  ein  nach 
beiden  Richtungen  hin  unbegrenzter  Strom.  Da  meine  Versuche  so  ziem- 
lich in  dieses  erste  Stadium  fallen,  so  ist  auch  die  Berechnung  derselben 
mit  derjenigen  Formel  bewerkstelligt,  welche  für  einen  beiderseits  unbe- 
grenzten Strom  gilt  Dass  die  Einführung  der  Grenz-  oder  Oberflächen- 
Bedingungen,  so  lange  der  Strom  im  ersten  Stadium  sich  befindet,  vollkom- 
men überflüssig  ist  und  nur  zu  weitläufigen  Formeln  führt,  aus  denen  die 
Constante  nur  annäherungsweise  bestimmt  werden  kann,  leuchtet  ohne 
Weiteres  ein  und  wird  bei  Betrachtung  der  Diffusionsgleichungen  noch 
deutlicher  sich  zeigen.  Selbstverständlich  fangen  aber  die  von  mir  aufge- 
stellten Formeln  an  ihre  Gültigkeit  zu  verlieren,  wenn  der  Strom  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  oder  den  Boden  des  Gefässes  erreicht  hat,  wiewohl 
auch  in  diesem  Falle  noch  eine  längere  Zeit  vergehen  muss,  ehe  die  Ein- 
wirkung der  Grenzen  durch  den  ganzen  Diffusionsstrom  hindurch  sich  fühl- 
bar macht.  Von  nun  an  treten  die  Formeln  von  Simmler  und  Wild  in 
Kraft,  aus  denen  sich  die  meinigen  ohne  Mühe  ergeben,  sobald  man  eine 
oder  beide  Grenzen  ins  Unendliche  verschiebt. 

Die  Methode,  deren  sich  Simmler  und  Wild  bedienen,  um  die  Dif- 
ferentialgleichung 

du d*u 

unter  Berücksichtigung  der  Grenzbedingungen  in  geschlossenen  Gefässep 
and  gegebener  Anfangszustände  in  denselben  zu  integriren ,  verdanken  sie 
ihrer  eigenen  Angabe  nach  Herrn  Professor  Neu  mann  in  Königsberg,  un- 
ter dessen  Leitung  im  physikalischen  Seminar,  behufs  Bestimmung  des 
äusseren  und  inneren  Wärmeleitungsvermögens  der  Metalle,  variabele 
Wärmeströme  behandelt  wurden,  bei  denen  ähnliche  Integrationen  vorge- 
kommen seien.  Aus  dem  ersten,  S.  221  ff.  behandelten  Beispiele  ersieht 
man  deutlich,  dass  die  angewendete  Methode  in  der  Hauptsache  dieselbe 
ist,  deren  sich  schon  Lagrange  in  seiner  analytischen  Mechanik  bedient 
hat  und  die  später  von  Fourier,  Poisson,  Duhamel,  Lam^  etc.  in 
ihren  Untersuchungen  über  Verbreitung  der  Wärme  in  athermanen  Mitteln 
fortwährend  angewendet  worden  ist  Diese  Methode  besteht  ihrem  Wesen 
nach  darin,  dass  man  zuerst  den  Grenz werth  sucht,  welchem  sich  u=^f{x,t) 
für  t=(X>  nähert,  sodann  zu  diesem  Werthe  eine  unendliche  Reihe  hinzu- 
fügt, deren  jedes  Glied,  mit  einem  noch  zu  bestimmenden  Factor  behaftet, 
die  sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  erfüllt  mit  Ausnahme  einer  ein- 
sigen, die  sich  auf  den  Anfangszustand  des  Gefässes  zur  Zeit  (  =  0  bezieht. 
Die  eben  erwähnten  Factoren  werden  endlich  durch  ein  sich  stets  gleich- 
bleibendes Verfahren  mit  Hilfe  der  letzten  noch  übrigen  Gleichungen  er- 
mittelt.    Was  den  zuerst  erwähnten  Grenz  werth  anlangt,  so  kann  derselbe 


sr  AAjwrocIiffttfiiou  in  begrenasten  cylinclrischen  OGf»i«ac?n, 

durcb  eine  line&re  FiiDCtioü  von  ^  charftcterbfrt  sein  und  fuhtt  dann  den 
Namen  i^sUeionärer  ZuBt^nd"  oder  ,f dynnmisclieä  Gleichgewicht'*,  in  an- 
deren  Fäulen  ist  er  eineConetante,  die  bei  dem  Wärmestrom—  gleicbgUlli^, 
ob  der  Körper  an  seiner  OberflHcle  die  Wärme  frei  ansstrahlt  oder  Aof 
fion&tauter  Temperatur  eihalten  wird  —  unAbliängig  vom  Anfiing^za^tand, 
bettD  DifinBionsätrom  aber  tlieits  nnablillDgig)  theil^i  AbljJingig  von  demselben 
ist,  je  nacbdem^  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemüfiSf  SaH  aus  dem  GefXse 
auitreten  kann  oder  nicht.  Daas  ein  Bolcher  Grenz-  respective  stationärer 
Znstand  eintreten  ninss,  wird  im  Folgenden  an  den  betreffenden  Stetlen 
■trcng  annlytiscb  bewiesen  ,  -wÄbrend  man  sich  gewöhn  lieh  begnügt,  die 
Hotbwendigkßit  derselben  aas  pbysikaHscber  Anfscbauung  Abzuleiten,  In 
Betreff  der  Wärmeverbrei tnng  haben  i?cbon  Amstor,  €  r e U  e'a  Journal 
Bd.  42,  S.31ÖC  und  Minnigerode:  ^,  Ueber  Wärmeleitnng  in  Krystallon**, 
Inanguraldissertation^  Göttingen  }^2,  Art.  X,  ähnliche  Betrachtuneen  an" 
gestellt»  ^ 

Im  Folgenden  sollen  nun  die  Geaetze  der  Hydro dfflnsion  io  'et 
tenkrecbteo  cylindrisohen  oder  prisnmlischen  Gefllss  nnter  den  all  gemein- 
sten Voraussetzungen  über  den  AnfangAKUstand  uad  für  die  experimentell 
leicht  ansfübr baren  Grenzbedingnngen  ermittelt  werden,  wobei  sowohl  die 
von  Simmler  nnd  Wild^  als  die  von  mir  aufj^estelltee  Formeln  nli  a^o* 
cielle  Beispiele  auftreten  werden*  - 


v-^ 


Ableitung  der  Differentialgleichungen. 

Bezeichnet  u  die  Concentration  d.  b.  die  in  der  Volumeinheit  der  Sali- 
lösung  enthaltene  Salzmenge  in  irgend  einem  horizontalen  Querschnitt  eines 
senkrechten  cylindrischen  oder  prismatischen  Gefässes,  in  welchem  der 
Diffusionsstrom  vor  sich  geht,  so  kann  u  als  eine  Function  des  Abstandes  x 
jenes  Querschnittes  vom  Boden  des  Gefässes  und  der  seit  Beginn  des  Ver- 
suches verflossenen  Zeit  angesehen  werden.     Wir  nehmen  nun  an: 

1.  dass  das  Salz ,  welches  aus  der  concentrirten  Lösung  in  die  dttn« 
nere  der  Schwere  entgegen   einströmt,   mit  gleichförmiger  Oe-'*'* 
schwindigkeit   die  einzelnen  Schichten  durchfliesse,  vemachl&ssi* 
gen  aber  die  geringe  Verdichtung,  die  eintritt,  sobald  swei  Lösun- 
gen von  verschiedener  Concentration  sich  mischen ; 

2.  dass  die  Menge  d  S  des  im  Zeitelement  aus  einer  Schicht  in  die 
benachbarte  überfliessenden  Salzes  dem  Concentrationsunterschied 
in  beiden  Schichten  proportional  sei  — 

dann  können  wir  die  im  Zeitelement  dl  durch  den  Querschnitt  g  fliessende 
Salzmenge  dS  direct  proportional  dem  Zeitelement  d/,  dem  Querschnitt  ^, 
dem  Concentrationsunterschied  du  und  umgekehrt  proportional  der  Dicke 
dx  des  Querschnittes  annehmen.  Berücksichtigen  wir  ferner  noch,  dass 
der  Natur  der  Sache  nach  die  Concentration  für  wachsende  x  abnehmen. 
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also  ^—   negativ  sein  mnss,  die  überfliessende  Salzinenge  aber  eine  positive 

dx 

Orösse  ist,  so  können  wir  setsen : 

worin  k  eine  noch  näher  zu  definirende  Constante  (siehe  §.  8),  die  der  Af- 
finität des  Salzes  zum  Wasser  proportional  ist,  bedeutet.  Dies  ist  der  Zu- 
wachs, den  eine  Schicht,  welche  den  Abstand  x  vom  Boden  des  Oeflisses 
hat,  durch  die  untere  Nachbarschicht  erhält.  Lässt  man  m  -dem  Ausdruck 
1)  X  um  dx  zunehmen,  so  erhält  man  die  Salzmenge,  welche  dieselbe 
Schicht  an  ihre  obere  Nachbarschicht  abgiebt,  nämlich,  da  q  constant  ist, 

Zieht  man  nun  den  Salzverlust  2)  vom  Salzgewinn  1)  ab,  so  erhält  man 

welcher  Ausdruck  also  den  unendlich  kleinen  Zuwachs  an  Salz  bedeutet, 
den  im  Zeitelement  dt  eine  Schicht  erhält,  welche  von  zwei  Querschnitten 
in  den  Abständen  x  und  x  +  dx  vom  Boden  des  OeHtsses  begrenzt  ist. 
Diese  Zunahme  an  Salz  lässt  sich  aber  auch  auf  eine  zweite  Weise  berech- 
nen. Denn  die  Salzmenge  in  einer  Schicht  vom  Querschnit  g^  der  Höhe  dx 
und  der  Concentration  u  ist  qudx  ^  folglich  die  Zunahme  an  Salz  im  Zeit- 
element diy  q-T-dxdi,  Durch  Gleichstellung  beider  Ausdrücke  ergiebt  9ich 
dt 

somit  die  partielle  Differentialgleichung 

welche  das  Gesetz  ausdrückt,  dem  der  Diffusionsstroro  im  Innern  des  Ge- 
fksses  unterworfen  ist.  Hierzu  gesellen  sich  noch  die  Bedingungen,  die  an 
der  oberen  und  an  der  unteren  Grenzschicht  der  Flüssigkeiten  gelten.  Wir 
unterscheiden  im  Ganzen  vier  von  einander  verschiedene ,  experimentell 
ohne  grosse  Schwierigkeit  herstellbare  Oberflächenbedingungen.  Nämlich 
1.     das  Gefäss  sei  oben   und  unten  geschlossen,  so   dass  Salz  weder 

unten  eintreten,  noch  oben  austreten  kann.    Dies  giebt,  wenn  wir 

die  Höhe  des  Gefässes  h  nennen 


(SL=*^'  SL="' 


was  wir  kürzer  ausdrücken  durch 

—  —0  — — 0- 

dx^        '  dxfk        ' 

das  Gefäss  sei  oben  offen  und  die  Concentration  werde  am  oberen 

Rande  constant  auf  Null  erhalten,  während  unten ,  wo  das  Gefäss 


"i)  =  ^'        ^T:^^i 
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gpädilossen   bt,  kam  Bnlz  eintreten  kann.     Btoflen  Beditigarij;«^n 
ontsp  rechen  die  Gleklnii»g<ni 

3.  das  GefKsg  sei  nnten  offtm  und  die  Concentration  In  der  imter«tcn 
Scliiclit  fort  während  gleich  U^  währeod  es  oben  gescblonsea  ist,  m 
dasa  keiti  Balz  austreten  kntiaj  dann  ist 

du_ 

4.  sowohl  imten  ä\&  oben  sei  dati  Gefass  iiffeii  und  «et  tlie  Cüncentra 
liun  iinlun  fortwUhreDd  =^  U^  oben  =rü,  aü  tTgi^hon  »ich  alö  übiir* 
fljüchcnbedinguijgön 

Endlich  ist  noch  über  die  anfilngUche  Concentration  im  Diffnsionsge- 
flsse  zur  Zeit  1=0  eine  Bestimmung  zu  treffen.  Der  Natur  der  Aufgabe 
gemäss  kann  die  beim  Beginn  des  Versuches  im  GefJiss  statthabende  Ver- 
thellußg  oder  der  Snkgehalt  der  Flüssigkeit  nur  durch  eine  eindeutige, 
reelle^  positive  und  endliche  Function  Yon  w  charaktertf»irt  sein»  anch  darf 
dieselbe  mit  zunehmendem  ^  nicht  zunelimen,  weil  sonst  die  ungereimte 
Forderung  eutstiinde,  eine  Fllissrgkeitssäule  zu  coustruiren,  deren  obere 
Schichten  schwerer,  als  die  unteren  wÄren.  Wir  bezeichnen  den  Wcjrth, 
den  u  für  /=0  annimmt,  mit  m(0),  dann  ist  im  Allgemeinen  u{ü)=^f{x)  eine 
Function  von  ar,  welche  ttie  nhcn  ^rwrihnten  Eigen  schuften  benitstt.  Doch 
braucht  die  Function  t/(o)  durchaus  nicht  nach  einem  und  demselben  Gesets 
aus  X  gebildet  zu  sein,  sondern  es  kann  z.  B.  u{0)  von  x=0  bis  x=:hi  den 
Werth  w,  (0),  von  j?=Äj  bis  x=h2  den  Werth  Wg  W  ®^^*»  ^^°  ^=7=ä„_i  bis 
x=ha  den  Werth  m„(0)  haben,  wo  m,  (O),  Wt(0) . . .  u^Q))  ganz  verschiedene 
Functionen  von  x  oder  auch  Constante  bedeuten.  Die  Herstellung  des  zu- 
letzt angedeuteten  Anfangsznstandes  im  Diffusionsgefäss  ist  experimentell 
ohne  Schwierigkeit  und  es  gelingt  leicht,  eine  Flüssigkeitssftnle  zu  coDStroi- 
ren,  die  aus  Schichten  verschiedener,  aber  constanter  Concentration  susam- 
mengesetzt  ist. 

§.2. 

Allgemeine  Eigenschaften  der  Function  u  im  ersten 
Diffusionsstrom. 

Die  analytischen  Bedingungen,  denen  die  Concentration  u  im  ersten 
Diffuäionsstrom  unterworfen  ist,  sind  nach  dem  Vorigen  in  folgendem  Glei- 
cbungssystem  enthalten : 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  lässt  sich  zunächst  nachweisen,  dass  ti  f  ü  r 
jedes  reelle  i  und  x  ebenfalls  reell  ist.     Denn  angenommen,  es  ge- 
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nügte  der  complexe  Werth  f;+  vj/ — 1  dem  System  4),  dann  würde  durch 
Einführung  dieses  Werthes  an  die  Stelle  von  u  das  System  4)  in  die  beiden 
von  einander  unabhängigen  Gruppen 

d 

zerfallen.     Multiplicirt  man  die  Gleichung  —  =Ar- — ^  mit  v  dx  und  into- 

grirt  p^r  partes  zwischen  den  Grenzen  0  und  h  so  kommt : 
h  h 


und 


^)   ^/•■^•-=(«-i^).-(4-^).-/a'-- 

welche  Gleichung  vermöge  der  Oberflächenbedingungen  - —  =0,   - —  =  0 

V  X^  0  X  f^ 

in  die  einfachere 

0  0 

übergeht,  für  welche  man  auch  schreiben  kann 


Da  nun  v\  also  auch  ^  reell  ist,  so  muss  sowohl  v*  als  (  ö—  )  stets  positiv 

sein,  folglich  sind  auch  die  unendlichen  Summen  Jv^  dx  und    /  l—  \  dx 

positiv.    Die  Gleichung  6)  drückt  demnach  aus,  dass  det  erste  Differential- 

h 
quotient  von  Jv^dx  nach  /  fortwährend  negativ  bleibt;  ausserdem  ist  für 

h  h 

1=0,  V  =0  folglich  auch  /t;'*3a:=0.     Es  hat  demnach  Jv^dx^  als  Func- 

0  0 

tion  von  /  betrachtet,  folgende  Eigenschaften.  Sie  ist  für  jedes  beliebige  / 
positiv,  für  /=0  selbst  gleich  Null  und  nimmt  für  wachsende  /  beständig 
ab.     Diesen  Anforderungen  wird  durch  die  Annahme: 

h 
fv*dx  =  0 
0 
genügt.     Hieraus   folgt  aber,  dass  v'  =  0  ist.     Die  complexo  Function 


R^ 


HydrodiffusioD  in  begrenzten  cylindrUclien  Gefäs»cn- 


u=^v  +  v  }/ — ^1  redacirt  sich  somit  »uf  ihren  reellen  TheÜ  oder  dem  Glei- 
tbimgiajgten)  4)  genügen  nur  reelle  u. 

Auf  ähoiiche  Weise  lässt  sich  darthun  ,  dass  die  Function  u  stets 
eindeutig  istj  so  lange  w(0)  eindeutig  ist,  wie  TroraUBgesetxt  wurde* 
I>ei]n  RDgeuomtaeUf  es  gäbe  ausser  ti  necli  einen  sweiteu  Wenb  u\  der  für 
Irgend  ein  t  und  x  dem  Gleich UDgesyMem  4j  genügte^  dann  wUrden  die  bei- 
den Systeme  gellen  ' 

tBu       .a««      du       ^      9h  )^.       .,  .  ( 

Sei  nun  u  '^u  nod  setzen  wir  u — u^=Vf  so  würden  aus  den  beiden  se  eben 
aufgestellten  Systemen  dnrcb  Snbtri^ction  der  bcsfiüglichen  Gleicbungen  ein 
neues  für  V  sieb  bilden  lassen,  nämlich: 


1 

1 


wie  dort,  findet  sJcfi^" 


gMlu  dasselbe,  wie  4^)*  Durch  dieselben  Schlüsse,  wie  dort,  findet  i 
Mermus  v=0  d.  h,  u=^u.  Audi  für  den  Fall,  dass  der  AnfangE^^ustand 
«(0)  nicht  durch  eine  stetige  Function  von  ac»  sondern  durch  eine  Heihe 
einzelner  Functionen  u^  (O),  t/^(0)  etc.  reprüsentirt  wird,  behalten  die  obigen 
Schlüsse  ihre  Gültigkeit.  Denn  da  u(0)  auch  an  den  Stellen,  wo  eine  Un- 
terbrechung der  Stetigkeit  eintritt,  doch  immer  gleich  u{0)  ist,  so  bleibt  die 
Gleichung  t;(0)=:0  auch  in  diesem  Falle  richtig. 

Endlich  kann  man  noch  nachweisen,  dass  für/=oo,  ti  einem  con- 
atanten  Werth,  der  vom  Anfangszustand  abhängig  ist,  ohne 
Ende  sich  nähert.  Aus  den  Gleichungen  unter  4)  ergiebt  sich  zunächst 
mit  Hilfe  derselben  Operationen,  durch  die  6)  erhalten  wurde : 

h 
woraus  folgt,  dass  Jt^dx  eine  positive,  abnehmende  Function  von  i  ist 

0 
Da  nun  fi(0)=/'(a:)  der  Voraussetzung  nach  eine  endliche  Function  von 

h  h 

X  ist,  so  bleibt  für  /=0  auch   ft^dx  endlich.    Es  nähert  sich  daher  /u*  dx 

0  0 

für  wachsende  t  einem  endlichen^  von  t  unabhängigen  Werthe,  der  ^0  sein 

kann.     Folglich  ist  Lim  fi^dx=^c  und  -^«»»^    /  ti*  3x  =  0.      Demselben 
0  /^ao  0  /=» 
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h 
Werthe  0  muss  sich  auch  die  rechte  Seite  der  obigen  Oleichnng  /  (5— )  ^« 

d  u 
ohne  Ende  nähern.    Hieraus  folgte  dass  für  /s=oo  auch  :r—  =0  oder  u  gleich 

0  X 

einer  Constanten  wird.     Mnitiplicirt  man  ferner  die  Oleichnng  o-==Ar7-;^ 

mit  dt  und  integrirt  innerhalb  der  Grenzen  0  und  t^  so  kommt 

t 

„-«(o)=*/^a*. 

0 
Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  weiter  durch  Mnltiplication  mit  ix  und 
Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  A,   indem  man  rechts  die  Integra- 
tionsordnung umkehrt 

Da  aber  sowohl  r — =0,  als  r — =0,  so  verschwindet  der  Ausdruck  rechts 
CXi^  o  x^ 

und  es  bleibt 

h  h    ' 

Judx  =  fu{0)dx. 
0  0 

Ftigt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  noch  den  constanten  Factor 
q ,  welcher  die  Fläche  des  Querschnittes  bedeutet ,  hinzu ,  so  hat  die  Glei- 

h  h 

chung  fq  udx=  j9^{^)  ^^  ^^^  Sinn,  dass  die  zu  irgend  einer  Zeit 

0  0 

im  Diffusionsgefäss  enthaltene  Menge  Salz  der  zur  Zeit  Null 
daselbst  befindlichen  gleich  sein  muss;  ein  Resultat,  das  sich  phy- 
sikalisch von  selbst  versteht,  da  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  das 
Diffusionsgefäss  unten  und  oben  geschlossen  ist,  so  dass  am  Boden  weder 
Salz  eintreten ,  noch  am  obern  Rande  Salz  entweichen  kann.  Da  nun  für 
1=  00,  u  constant  wird,  so  erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung  für  ein 
nnendliches  / 

h  k 

Jcdx—  Ju{0)dx, 
0  0 

woraus  sich 

h 

7)  c=4  A(o)a« 

ergiebt.     Multiplicirt  und  dividirt  man  die  rechte  BeVXe  d\e<8^et  QX^v^'o^ci^ 
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I 


mit  7f  ao  drdckt  sie  nun,  dfiss  dif  nach  tinoudlicher  Zeit  Jtn  gamsoii 
G c f u u j^  ü  1  ti 1 1: e  t R u d e  e o li i»  1  K 11 1 6  C o II «:  6 u  t ra  U Q u  g  1 4^  i c h  de r j e n i* 
gen  ist,  welche  man  erlUilt,  wenn  man  das  zur  ZeitO  imGefJiäs 
6ntbalt€neSat»  gleich  131  Jlsfiig  in  die  einzelnen  Sc htclit«»  V«<r* 
t  h  e.  1 1 1. 

Wenn  für  (=0^  in  defii  Intervall  x=^Q  hh  ar^=rÄ|,  w^^«,  (O)  Lst,  vmi 
a?=^Ai^iis  JT— A^,  H=«^(0)  etc.,  für  x==A„,i  bis  a?^=Ajg,  u  =  r/„(0),  so  würde 
man  olme  Scliwiengkeit  als  CirenrKustnnd  tindm 

woiau^  endlicli,  wenn  M((0),  u^(o)  etc.  cousiant  sind,  eicli  ergiebt ; 

Integration  der  Differen  t in] gleich tingeu  für  die  Concentra- 
tion  u  im  ersten  Di  ffu^ionsstrom. 

Der  Differentlftlgleichung  ^=*an  k&nn  auf  verschiedene  Weise  ge- 

f?i  aar 

£iiigt  werden)  so  lauge  man  von  den  Oberfläcbengleichungen  abaiebt.     Das 
Einfnchste  ist  jedenfalla  als  paiticulMres  Integral  ein  Prodnct  zweier  Facto-  ^ 
ren  anfzustellen,   von  denen  der  eine  nur  die  Veränderliche  x,  der  andere 
nur  /  enthält.     Es  sei  demgemäss 

worin  P  nur  von  o:,  f(t)  nur  von  t  abhängt.     Dann  ist: 

folglich 

Nimmt  man  hierin  x  einen  Augenblick  als  constant,  so  sieht  man,  dass  die 
Function  /*(/)  die  Gleichung  erfüllen  muss 

d.  h.  /"(/)  ist  eine  Function  von  /,  welche  ihrer  Abgeleiteten  bis  auf  einen 
Constanten  Factor  gleich  ist.  Diese  Bedingung  wird  vollständig  erfüllt 
durch  die  Annahme 

Die  Function  P  lassen  wir  vorläufig  noch  unbestimmt  und  setzen : 

Für  ein  unendliches  (  muss  u^=c  werden,  zu  dessen  Bestimmung  die  6lei- 
cboDg  7)  oder  5)  anzuwenden  ist;  also  muss  die  Reihe  unter  ^yeraehwin- 
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den,  was  dadurch  erreicht  wird,  dass  man  c'=  — m*  annimmt.  Somit 
ist 

9)  U  —  C+      z""    ^pPc-««'K 

Jedes  Glied  der  durch  das  Summenzeichen  angedeuteten  Reihe  besteht  aus 
drei  Factoren,  nämlich  dem  constanten  Coefficienten  ^p,  der  jedoch  für  je- 
des Glied  der  Reihe  verschieden  ist,  indem  er  sich  mit  dem  Index  p  ändert, 
ferner  dem  Factor  «""•  *^,  worin  m  in  einer  noch  zu  bestimmenden  Weise 
von  p  abhängig  zu  setzen  ist,  endlich  dem  Factor  P,  der  eine  Function  von 
X  bedeutet  und  ebenfalls  den  Modulus  m  enthält.  Bezeichnen  wir  ein  ein- 
zelnes Glied  der  obigen  Reihe  ApPer'^*^^  mit  v^  so  muss  v  den  drei  ersten 
Bedingungen  in  4)  entsprechen.  Ans  den  Gleichungen 
dv d^v       dv dv  

ergiebt  sich  aber  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  v 

.)  }-  +  „..=.,    11^=0.    -=.j. 

Endlich  soll  auch  noch  die  Function  u  fttr  /=0  den  Anfangszustand  darstel- 
len.    Betrachten  wir  zuerst  den  Fall,   dass  c  durch  Gleichung  7)  bestimmt 

ist,  so  hat  man  für  /  =  0 

h 

Aus  dieser  Gleichung  sind  die  Ap  zu  bestimmen.  Da  sich  dies  ohne  Kennt- 
niss  der  Function  P  mit  Hilfe  der  Gleichungen  unter  a)  vollständig  ausfuh- 
ren lässt,  so  wollen  wir  die  Form  der  Function  P  vorläufig  unberücksichtigt 
lassen.  Zunächst  ist  es  nöthig,  den  Satz  zu  beweisen,  dass  für  zwei  ver- 
schiedene P,  z.  B.  P  und  P",  die  sich  durch  die  Moduli  m  und  m  unterschei- 
den, die  Gleichung  gilt: 

h 

c)  fPP'dx^O. 

ü  ^ 

P  genügt  den  Gleichungen  unter  a),  P'  den  analog  gebildeten 
id^P*  dP'  dP' 

-)         }^ +-•""=»•  ^=».  wr" 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  in  d)  und  a*)  bezüglich  mit  P'  und  P 
und  subtrahirt,  so  erhält  man : 

d^P  ?f^P' 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  dx  und  partieller 
Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  h 
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1 


Die  rechte  Seile  aber  lel  Haut  folgücli  mutii  ancU,  so  tauge  m  tind  m  vcr- 
achioden  smdf 

Ä 

üin«     Sind  die  beiden  Moduli  m  und  m*^  einander  gleicb,  alte  aiicb  P'^=^P^ 

h 
00  läaat  sich  der  Wertb  des  Integrab  J /^5x  nicUtaut  der Tongeti  Forme]  ri) 

0 
ableiten^  so  lange  man  nicbt  die  Artnnd  Webe  kennt,  wie  P  von  m  abbängt, 
also  mit  andern  Worten  die  Beachaß^enUeit  der  Function  selbst.     Docb  ge- 
langt mun  auf  folgendem  Wege  snni  Ziel.     Mnltiplicirt  man  die  Gleiobtiiig 

xnerst  mit  PBs  und  Integrtrt  man  ionerbalb  der  Grenzen  0  und  A,    so  er*' 
bält  man: 

0  Ü 

Das  erste  Glied  Unks  verdcbwiadet  und  es  bleibt 


"'  '-/^*^--/(ID'^'-«- 


0  0 

dP 
Mnltiplicirt  man  ferner  dieselbe  Gleicbnng  mit^— dx  nnd  integrirt|  so  er- 

ex 

giebt  sich  allgemein,  wenn  c  eine  Constante  bedeutet 

dP 
Da  nnn  fftr  «=0,  — =0  wird,  während  Pden  Werth  P^  annehmen  mag,  so 

findet  sich  fUr  die  Constante  der  Ansdrnck  c^^tnFP*^  folglich  wird" 

Durch   abermalige  Multiplication  mit  dx  nnd  Integration  zwischen  den 
Grenzen  0  und  h  ergiebt  sich 

h  h 


0  m«/p«aa:  +  /(||j8x  =  m«i>.'Ä. 


0  0 

Aus  e)  und  f)  findet  man  endlich : 

h 


g) 


fp^dx  =  ^P,\ 


Von  Dr.  R.  Beez.  360 


0 
Die  Gleichangen  c)  nnd  g)  reichen  hin,  um  die  Coefficienten  Ap  zu  bestim- 
men.    Man  multiplicire  die  Gleichung  c)  mit  Pdx  nnd  integrire  innerhalb 
der  Grenzen  0  und  A,  so  werden  rechts  alle  Integrale  von  der  Form  fpp'dx, 
worin  P  nnd  P'g  verschiedene  Moduli  haben,   verschwinden,   nnd  von  der 

h 
ganzen  Reihe  wird  nur  Ap  jP*dx  übrig  bleiben,   welches  nach  g)  in 

0 

Ap  —  P^  übergeht.     Man  erhält  somit : 

h 

0         ^  0 

Hierin  ist  noch  die  Function  P  mit  Hilfe  der  Gleichungen  a)  und  b)  zu  er- 

d*P 
mittein.     Der  Bedingung  t— 5-  + m'i>=0  genügen  die  beiden  Functionen 

dP 
sinmx  und  casmx^  der  Gleichung  -r —  =  0  nur  cos  mXj  welches  zugleich, 

vXq 

wenn  man  m=-r- setzt,  auch  die  letzte  Bedingung  r — =0  erfüllt.  Dass  die 

Function  P=cos  ^  x  auch  den  Gleichungen  rPP'dxx=iO  und   fp^dx^=^ -  P} 

^  0  (T  '^ 

entspricht,  soll  kurz  nachgewiesen  werden.     Es  ist 
h  h  ^ 

j cos-^xcos^'Xdx=i\    I  icos^—^nx  +  cos^-^^nxSdx 

,  Ä  (     1        .  p  +  p'       ^      1    \  p— p'       JA 
^n]p+p  h  P  —  p  h  (0 

welcher  Ausdruck ,    so  lange  p  und  p'  verschieden   sind ,  vollständig  ver- 
schwindet.   Für  den  Fall  aber,  dass  p'=/>  wird,  stellt  sich  das  zweite  Glied 

rechts  unter  der  unbestimmten  Form  g  dar.     Setzt  man  (p — p')  -7-  xrsj,so 

wird 

1        .  {P—Pl^^       n    sind 

-,sm =:-_x— --. 

p — p  h  h        d 

Für  p=p'  ist  ^=0,  ——  =  1,  also 
0 


/' 


.pnx 


0 
Z«lUehrm  t  M»lh§m»tik  a*  PhjMik.  X,  6.  *£b 


jrdrodiffueioD  in  hegrenzieu  cytindriscbeu  Gefässen* 


Denselben  Wertb  hat  auch  —P^*,  da  Pb=1   ist     Führt  man  endUch  den 
für  /*  gefundenen  Werth  cos  ~-   in  die  GleieUung  g)  ein,  so  kommii 


10)  «  =  (*+      X        Jpcos'—^e    V   *   ;      ^ 

k 


worin 


und 

igt.  Besteht  k(O)  an»  ^ersctiiedenen  Fnnctionen  und  hat  ps  vöa  *s=0  bi» 
;r  =  Aj  den  Wertb  «ifO)»  von  JJ=A,  bis  o^c^/ig  den  Werth  «,(0)  etc^  ei>  Ut 
Wicdemm 

worin  aber  c  den  Aiiedrnek  ß)  bedeutet  Da  für  ^=0  die  vorstehend© 
Gleiebung  den  Aufnn^bzusstand  wiedergeben  niuss,  so  gilt  in  dem  Intervall 
0  bis  /<j  die  Gleichung : 

w,(0)  =  c+      2        Apcos^--—, 
pc=o  '^  n 

in  dem  Intervall  h^  bis  A^ 

u.«8.  w.,  endlich  in  dem  Intervall  x=h,^i  bis  x=h 


p=:QO 


pnx 


Wn(0)  =  C+       Z  ApCOS  . 

Multiplicirt  man  sämmtliche  ft Gleichungen  mit  cos——  dx^    integrirt    jede 

einzelne  innerhalb  der  angegebenen  Gültigkeitsgrenzen,  addirt  sodann 
sämmtliche  Gleichungen  und  zieht  die  Integrale  zusammen,  so  findet  man 
mit  Berücksichtigung  der  Formeln 

h 

/pnx       p  nx 
cos  — — cos      ,      öa:=0, 
h  h 

0 

h  h 

cos*~—  dx=lh^     f^^^h'  ^^=^ 
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(6)cos^-^  dx  +  ... 
n 


11)     Ap^l\ju,{0)cos^~dx+   Ju,(6 

'ü  Ä, 

h 
nnd  wenn  «,(0),  «2(0)  .  .  .  Un{0)  Constanten  sind 

§.4. 
Untersuchung  einiger  speciellen  Fälle. 

Es  sei  das  Gefäss  zu  Anfang  des  Versuches  bis  zur  Höhe  ^,  mit  Salz- 
lösung von  constanter  Coneentration  ti(0)=7tii(0)  gefüllt,  von  da  bis  an  den 
oberen  Rand  rait  reinem  Wasser,  so  dass  für  das  Intervall  ^j  bis  ^,  u  (O) = u^  (0)=30 
ist.  Dann  erhalten  wir  zuerst  aus  Gleichung  8  a)  die  Grenze,  welcher  sich 
die  Coneentration  aller  Schichten  für  t=(X>  nähert,  nämlich 

c= 

und  aus  IIa)  den  Coefficienten 


c=-ji«,(0). 


2  .  pnh. 

folglich  ist  in  einem  Dififusionsstrom  von  der  angegebenen  Beschaffenheit 
die  Coneentration  irgend  einer  Schicht: 

welche  Formel  auch  Simmler  und  Wild  1.  c.  S.  228  aufgestellt  haben,  nur 
mit  dem  geringen  Unterschiede,  dass  sie  die  Abstände  x  von  oben  nach  un- 
ten zählen,  wodurch  rechts  das  zweite  Glied  subtractiv  wird.  Für  ^=0  muss 
u  den  Anfangszustand  im  Gcfäss  darstellen,  d.  h.  es  muss 

.vN        ^i      ^/v^  .  2ti,  (0)       „'^*  l     .  p«Ä,       pnx 
w  0)  =  -i  1/^(0) +—LLJ      £         -sm^^cos^ 
A  n     |c=i  p  n  n 

in  dem  Intervalle  jr=0  bis  x=h^   gleich   M|(0),   dagegen  von  j?=Äj  bis 

x=h  gleich  Null  sein.     Es  dürfte  nicht  überflüssig  sein,  diesen  Nachweis 

SU  liefern.     Zerlegen  wir  zuerst  nach  der  Formel 

2  sin  m  cos  n  =  sin  (m  +  n)  +  sin  (m  —  n) 

jedes  Product  unter  dem  Summenzeichen  in  zwei  Summen ,  so  erhalten  wir 

h    ^^  '         n    lp=i  P         h  psi  p        h  ^  ^      ^\ 

EsseijP^^i,  so  stehen  unter  den  Summenzeichen  lauter  positive  Pö- 
tten und  man  hat  daher  die  Summe  der  beiden  Relheu*. 
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SQ  bestimmen«     Da  nan 

9mß  +  \swi2ß  +  \9mZß  +  • . .  tii  inf.  =  \(n  -/J), 
80  lange  2  js  >  /?  >>  0,  ao  ist  der  Werth  der  ersten  Summe 

der  der  aweiten 


4(«-|(»i-*)). 


welcher  letztere  jedoch  anfhSrt  richtig  an  sein,  wenn  x  =  A,,  folglich  giR 
mit  Ausnahme  dieses  einaigen  Werthes  die  Oleichnng: 

pesOO 

E        -^  «II - 
^  P 

and  es  wird 


wie  verlangt  wurde.    Ist  aber  9^h^y  so  wird  die  zweite  Reihe  negativ  usi  *' 
wir  haben  die  Differenz  der  beiden  Summen  zu  bilden.     Es  ist  dann  wie* 
dernm 


stn 
und 
sin 


I  (*  — ä,)  +  4äw ?^ (a:— Ä,)  +  . . .  m  inf.=\  (^  —  f  (^-^i)), 


welche  Reihe  für  xz=zh^  aufhört,  gültig  zu  sein.  Unter  dieser  Beschrän- 
kung wird: 

p=rl  P  h    ^    '  ^       jn=i  P  ^    ^  h 

und 

was  zu  beweisen  war.  Mit  Ausnahme  der  Stelle  x=ih^  giebt  also  die  Glei- 
chung 13)  den  Anfangszuhtand  im  Diffusionsgefftss  richtig  an.  Für  x=^^hi 
drückt  sie  die  Unstetigkeit  der  Function  u(0)  aus.  Beträgt  A,  die  Hälfte 
von  h^  80  wird  die  Gleichung  12)  etwas  einfacher,  nämlich 


AA\  w,(0)    ,   2w,(0)       ^P=®  1     .  pn       pn       -{^Xke 

2  7t    1^1  p        2         n 

Man  sieht,  dass  alle  Glieder  mit  geradem  Index/?  wegen  des  Factors  sin^-^ 

in  Wegfall  kommeUf  und  dass  die  übrig  bleibenden  mit  ungeradem  Index 
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wechselnde  Vorzeichen  erhalten.    Verlegt  man  nun  den  Coordinatenanfang 
in  die  Grenzschicht  beider  Flüssigkeiten ,   d.  h.  führt  man  statt  x  die  neue 

Veränderliche  x-] ein,  so  wird 

2 


h  2  J  h 


pn      .  PK 
cos  \  '"T-  X  +  '-r-  I  ^=  —  *»w  -r-xsm  -;— . 


Man  erhält  also,  da  5m' ^—  =  1  ist  und  die  Glieder  mit  geradem p  wegfallen, 

14«)    u  =  -^ 5^      £ — e    VA/      sin    ^  /     x. 

^  2  n    p=Q  2p+i  h 

Für  ar=0  wird  u= — ^,  d.h.  es  bleibt  in  der  ursprünglichen  Grenz- 
Schicht  beider  Flüssigkeiten  fortwährend  die  Concentration 
--^.  Setzen  wir  Ä=2Ä,  so  dass  also  H  sowohl  die  Höhe  der  ursprünglichen 
Salzlösung,  als  auch  die  Höhe  der  darüber  stehenden  Wassersäule  bedeu- 
tet, lassen  ^unendlich  werden  und  nehmen  -—•=»,  —^=dz  also — -  =  — 

Ji  H  Ä/J  +  l      2z 

an,  so  verwandelt  sich  vorstehende  Summe  in  ein  Integral  und  wir  können 
schreiben : 

11(0)     t/(o)  r\     .^t,  .     . 

w  =  — ^-^ ^^^    I  — e    *-  ^smzx  dz* 

2  n    J    z 

0 

Da  nun  bekanntlich 

e-*'*^co5za:öa:  =  -^-— e    4*^ 
0  '^V^^ 

80  ergiebt  sich,  wenn  wir  beide  Seiten  der  Gleicbnng  mit  dx  multipliciren 
und  innerhalb  der  Grenzen  0  und  x  integriren,  * 

X    00  OD  ^         t 

/  i  e-^^^^coszxdz—    / -c-**''mz«a«=-^-^     \  T'^'dx, 
oV  0*^  '  ^V^'^^ 

also: 

,5)  „=Jlf)_^   C\-4r,,,, 

Diese  Formel,  welche  mit  der  früher  von  mir  aufgestellten  identisch  ist, 
giebt  die  Concentration  u  zur  Zeit  i  in  irgend  einem  Quer- 
schnitt eines  cjlindrisehenGefässesvonunbegrenzterHöhe, 
wenn  in  demselben  zur  Zeit  t=0  eine  nach  oben  unbegrenzte 
Wassersäule  über  einer  nach  unten  unbegrenzten  Schicht 
Salzlösung  von  c onst an t er  Concentration  ti(0)  sieh  befand  und 
der  Abstand  x  des  betrachteten  Querschnittes  von  der  Stelle 


[rodlffuiion  in  begrenzten  cylindrtschen  GefäSBen. 


f>rrjmji*i»^jf^*^.^^ 


ftD  gerechnet  wird «  wo   tireprtinglich  WasHcr  und  Sal£l3sQng 
sich  betUlirieii.     Füi^=aD  wird   dio  Conceutrfttioii   im  gauaea  Gefäs» 

eous^tant  und  =— ^  d.  h,  gleich  der  Hälfte  der  CotkceDtrattonf  welche  Änr^ 

Zeit  f=0  im  unteren  Tlieile  des  Getääses  Yorh^nden  war.     Dass  die  For 
mel  15)  auch  allen  übrigCMi  BedingungcD  genagt,  wollen  wtr  \vct%  nachwel^ 
seu.     Durch  Diöerentiation  nach  i  ergiebt  £ich: 


0-  2^*'»o- 


4AC 
Der  aweite  Ansdrack  rechts  gicbt  durch  partielle  lotegratiott 


4j/ftCw  \ykenjJ 


rIbo  bleibt 

ff 

Ferner  üt 

15a) 

9u 

«(0) 

^ykiJt 

nnil 

■^ 

a«« 

«(0)       ^- 

da?      4 

Ä:l/A:/>7t 

also  in  der  That  ;r— =  k-^—^. 

dt  OST 

du 
Ans  den  ursprünglich  gegebenen  Oberflächenbedingnngen   —      =    0 

- — =0  ergiebt  sich  weiter,  wenn  man  den  Nullpunkt  der  icum  H^=^  —  nach 

oben  verschiebt,  dass  u  in  Gleichung  15)  den  Bedingungen  unterwor- 
fen ist: 

—        =0        —        —0 

Setzt  man  aber  in  Gleichung  15  a)  j?=  +  ir=  +  cx>,  so  ergiebt  sich 

Endlich  hat  die  Formel  15)  auch  den  Anfangszustand  des  Diffusionsstromes 
zur  Zeit  ^  =  0  wiederzugeben.  Derselbe  bestand  darin,  dass  in  dem  Inter- 
vall a:=^0  bis  jr:=  —  oo  die  Concentration  constant  w(0),  in  dem  Intervall 
x  =  0  bis  ^  =  ^00  aber  gleich  Null  war.  In  dem  Punkte  :p=0  selbst 
stjesBen  die  Concentrationen  u  (0)  und  0  unmittelbar  an  einander.  Alle  diese 
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Bedingungen  reproducirt  die  Gleichung  15),  wie  man  leicht  erkennt,  wenn 
man  sie  in  der  Form 

X 

schreibt.     Denn  für  /=0  und  positive  oder  negative  x  wird 


/         .-..=  + !5, 


0 
also  u  entweder  =0  oder  =m(0),  je  nachdem  x   positiv  oder  negativ   ist. 

Für  x  =  0  tritt  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  ein,  da  -7-=  für  :f  =  0 

yAkt 

und  /=0  wegen  der  Unabhängigkeit  von  x  und  t  von  einander  keinen  an- 
gebbaren Werth  hat.  Die  Formel  15)  deutet  also  auch  die  einzige  Stelle, 
bei  welcher  die  Function  u  unstetig  wird,  richtig  an. 

Gehen  wir  wieder  auf  die  Gleichung  12)  zurück  und  nehmen  an,  Ä,  sei 
nnendlich  klein,  so  wird 

u  :^= ^^ —      2;  --e     ^  ^  ^      cos  ---X. 

n      p=i  h  h 

folglich,  wenn  man  die  Höhe  des  Gefässes  unendlich  gross  werden  lässt  und 
--=:a2,  ^=2  setzt  / 


2Ä,t/(0)    C       2..  ^         h^u{0)    -~ 

17)  tt= — ■ — ^-^   I  e-* '^^  coszxdz  =  -~z=:e     ■**', 

^      ^  ykn t 

d.h.  wenn  zur  Zeit  f  =  0  über  einer  unendlich  dünnen  Schicht 
Salzlösung  von  der  Concentration  t/(0)  eine  unendlich  hohe 
WassersHule  sich  befindet,  so  stellt  u  in  Gleichung  \l)  die 
Concentration  in  einem  Querschnitt  dar,  welcher  vom  Boden 
des  Gefässes  den  Abstand  0?  hat. 

Nimmt  man  endlich  an,  dass  in  der  Formel  12)  A=oo  werde,  während 
Ä,  endlich  bleibt,  so  erhält  man  die  Gleichung  eines  Diffusionsstromes, 
dessen  Anfangsbedingungen  die  sind,  dass  über  einer  Salz- 
lösung von  der  Höhe  h^  eine  unendlich  hohe  Wassersäule  sich 

befindet.  Dann  ist  -r^=0,  und  wenn  man  abermals -7-=  ^i  t  =ö«  setzt,  so 
h        ^  h  h 

erhält  man: 


-^    /  —  sinzh^e"***^^ cos zx  dz. 
7t      J     z 


2h  ^ 

t 
0 

Nun  ist: 

'^ sin  z  Äj  cos  »  j?  =  sin  z  (h^  +  «)  +  sin  z  ih^ — x) 


r  ilydrodifiTnaloii  m  be^enzten  cy  [indmcher)  Gefadsen. 


^ 


Multiplidrt  man  beide  Seiten  dieeer  Gleickuüj  iuk  d«  uod  mlegrirt  iiiiit*r<^    j 
bnlb  der  Greiisea  0  und  2,  so  komme :    .  j||y  1 

and  •  *- 


0 

woraus  sicU  eudlicli,  da 


iit,  eirgi^bt; 


§.  6. 
Der  zweite  Diffus ionsstrom. 

Die  Concentration  u  im  zweiten  Diffusion sstrom  hat  den  Bedingungen 

ZU  genügen.  Man  kann  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  in  ähnlicher  Weide, 
wie  es  oben  bei  den  Gleichungen  unter  4)  geschehen  ist,  streng  nachweisen, 
dass  u  eine  reelle,  eindeutige  Function  sein  muss,  welche  für  /=ao  ohne 
Ende  der  Null  sich  nähert.  Dann  lässt  sich  das  vollständige  Integral  unter 
der  Form: 

aufstellen,  in  welchem  die  P  und  Ap  ohne  Schwierigkeit  durch  Anwen- 
dung der  drei  letzten  Gleichungen  in  19)  sich  bestimmen  lassen.  Doch  soll 
jetzt  ein  anderer  Weg  eingeschlagen  und  mit  Hilfe  des  Princips 
der  Fortsetzung  oder  der  ebenen  Spiegelu.ng  die  Lösung  des 
Systems  10)  auf  die  von  4)  zurückgeführt  werden.  Denken  wir  uns  das 
Diffusionsgefäss ,  an  dessen  oberem  Rande  die  Concentration  fortwährend 
auf  Null  erhalten  werden  soll,  um  seine  eigene  Höhe  V^  nach  oben  fortge- 
setzt (daher  Princip  der  Fortsetzung)  und    in  dem  oberen  Theile  eine 
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derartige  ADfäDgliche  Vertheilung  von  Salz  angebracht,  dass  in  gleichen 
Abständen  *)  von  der  Mittelebene  im  oberen  und  unteren  Theile  gleiche 
aber  entgegengesetzte  Concentrationen  stattfinden,  —  so  dass  also,  wenn 
man,  wie  bisher  die  Abstände  vom  Boden  des  Gefässes  zählt,  für  /  =  0 

U2k-x  =  —  tis 

ist  —  und  lässt  man  ferner  am  oberen  Rande  des  neuen  Diffusionsgefässes 
die  Bedingung 

i'  =» 

0X2k 

gelten,  so  erkennt  man  leicht,  dass  nicht  blos  für  die  Zeit  (=0,  sondern  für 
jedes  beliebige  t  die  Concentration  in  der  Mittelebene  Null  sein  wird.  Wäh- 
rend also  die  untere  Hälfte  des  Diffnsionsstromes  die  unter  10)  aufgestellten 
Bedingungen  erfüllt,  genügt  die  Concentration  im  ganzen  Gefäss  zugleich 
den  Bedingungen 

aM_    a^w^     du du     

dt~   dx''   dx,—^'   dlc2M 

und  für  /=0  in  dem  Intervall  j?=0  bis  ar=Ä  der  Gleichung  tt,(0)=/',(ir), 
von  x=h  bis  x=:2h  der  Gleichung  ti| (0)  =  Z*, (x),  zwischen  welchen  Glei- 
chungen selbst  überdies  noch  der  Zusammenhang 

f,{2h-x)=.-f,{x) 
besteht.     Führen  wir  diese  Bedingungen  zunächst  in  die  Gleichung  8)  ein, 
um  zu  erfahren ,  welchem  Grenzzustand  der  Diffusionsstrom  für  ein  unend- 
liches i  sich  nähert,  so  erhalten  wir : 

h  2h 


'=^iy^'^")^'+/^»^')^'i- 


'  c- 

'0  h 

£s  ist  aber,  wenn  man  im  2,  Integral  x  mit  2  h — x  vertauscht, 
2h  k  h 

ff,{x)dx=:    ff,(2h^x)dx=^    ff,{x)dx, 
h  0  0 

folglich  wird  für  t  =  QO,  c=0.     Ferner  ergiebt  sich  aus  11),  sobald  wir  h 

durch  2h  ersetzen: 

h  2A 

/p  =  j\J  ti{^)cos^a:dx+  J  f^i^)  cos^xdx^. 
0  h 

Vertauscht  man  wiederum  im  2*  Integrale  x  mit  2A  — d?,  so  kommt: 
2h  h 

jf%^) cos^x  dx  =  Jf^{2h-'X)  cos^{2h-^x)dx, 


*)  Denkt  man  sich  die  Mittelebene  als  spiegelnd ,  so  haben  bekanntlich  Gegen- 
stand und  Bild  jzrteichen  Abstand  von  derselben ;  man  kann  daher  die  Zustände  im  obe- 
ren Theile  des  Diffuhionsgofässes  gowissermassen  als  das  Spiegelbild  derjenigen,  dio 
in  der  untern  Hälfte  des  Qefässes  stattfinden,  ansehen. 

I 


^fc^nn« 


rodiffaiion  m  begrenzten  cylindrischsn  Gewissen. 


wekhofl  für  ungerade /i        =^  +    f  fii^)^^^rT  ^  ^ ^^ 

0 

für  gerade  dagegen  =  —    f  f^  {ä:)cos^  s  dJt  ^^| 

wird.  Für  gerade  p  verschwindet  demnach  Jp  und  ee  bleiben  nur  Glieder 
mit  ungeraden  p  übrig;  wir  köunen  daher,  wenn  wir  statt  f^(x)  wieder  w(0) 
ein  f ü  hr en ,  3  c  hrel  b  c  n : 

h 

^P^j  J  n  (0)m  -^^  ^xZx. 
0 
Subätltairt  mau  die  gefundenen  Werthe  von  €  und  A^  in  diG  OLeicbung 

60  erhält  man  die  Tolbtündigc  Lösung  des  Syätems  lU),  in  welcber  also 
fidieConcentratJon  zur  Zeit  I  tu  einem  Querschnitt  des  Di f- 
fasiansgcfäsdQs  bedeutet,  derTomBoden  den  Abstand  ^r  hat, 
wenn  die  oberste  Schicht  constant  aufderConcentrat  Jon  Kuli 
erhalten  wird,  am  Boden  kein  Sals  eintreten  kaunund  die  an- 
fängliche Vertheilung  de£  Salses  zur  Zeit  l^^^d  durch  die 
Function  ti(0)  dargestellt  wird. 
Ist  w(0)  constant,  so  wird 
h 


ß 


2h  (2/?+l);r     ^  2 

folglich 

4w(0)  P=oo       1  2p +  1  .2^  +  1      -Q^n\kt 

M  =  — ^^      2;  ^ — r-~cos  '^  -      nxsin— ne    \  ^      /      . 

n    p=dQ  2p +  1  2h  2 

Verlegt  man  den  CoordinatenanfaDg  in  die  oberste  Schicht,  nimmt  aber  die 

Eicbtung  von  oben  nach  unten  als  die  positive,  setzt  also  statt  or  h  —  x^  so 

geht  die  vorstehende  Formel  über  in : 

o.x  4m  (0)       ^P=oo       1  2p +  1         ^H-l^nYkt 

21)  «  =  _LZ      j:  ■     sin  ^  7    ^^g    V  2A      y     • 

(siehe  Simmler  und  Wild  S.223),  welche  die  Concentration  angiebt, 
die  zur  Zeit  i  in  einem  Querschnitt,  der  vom  oberen  Rande 
den  A  bstand  dr  hat,  stattfindet,  wenn  zur  Zeit  /  =  OdieCon- 
Centration  im  ganzen  Gefäss  constant  u{0)  war.  So  lange  der 
Difi'usionsstrom  noch  nicht  die  untere  Grenze  des  Gefässes  erreicht  hat,  tritt 

die  daselbst  geltende  Bedingung  (  ^  )  =0  nicht  in  Wirksamkeit  und  man 

kann  daher  den  Strom  innerhalb  der  Zeit,  in  welcher  er  die  untere  Grenze 
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nicht  bcrtilirt  hat,  ab  einen  nach  dieser  Richtung  hin  unbegrenzten  ansehen 
oder  h=QO  setzen.     Es  wird  dann,  wenn 

n       ^         2p +  1  n  I        dy 

gesetzt  wird, 

22)  u='^    f^e-^^^3y^jß.     A^^^a.. 

Um  die  Menge  des  aus  dem  Gefäss  diffundirten  Salzes  zu  berechnen,  hat 
man  von  der  anfänglich  in  demselben  enthaltenen  Salzmenge  die  zur  Zeit 
i  noch  darin  befindliche  abzuziehen,  d.  h.  das  Integral 

h 
J\u{0)'-u\dx 

zu  bestimmen.     Es  ist  aber : 

0  q. 

oder  wenn  man  links  die  Integration  ausführt,  mit  dx  multiplicirt  und  aufs 
Neue  zwischen  den  Grenzen  0  und  h  integrirt 

h  t 

folglich,  da  r — =0  ist. 


dx^ 


h 


23)  f\u{(^)-u\dx=^k    fdt~. 
0^  0^       ^""^ 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  der  Fläche  des  Querschnittes  ^,  ao 
bat  die  resultirende  Gleichung  die  Bedeutung,  dass  die  Menge  des  aus 
dem  Diffusionsgefäss  entwichenen  Salzes  gleich  ist  der 
Menge  des  Salzes,  welches  in  der  Zeit  t  durch  den  obersten 
Querschnitt  hindurch  geströmt  ist.  Diesen  Satz  wenden  wir  auf 
den  zuletzt  betrachteten  Diffusionsstrom  an ,  der  durch  die  Gleichung  22) 
charakterisirt  ist.     Für  denselben  ist 

24)  S  =  g    l\u(0)---u\dx=qk    f-^^Ldi=,2q^ykt. 

Es  verhalten  sich  daher   dieMongendes   aus  dem  Gefäss  ge- 

flossenenSalzes,  wie  dieQuadratwurzeln  aus  den  verflossenen 

S 
Zeiten,  oder  es  ist  die  Grösse  —-z-  gleich  einer  Constauten. 


■i 


f 


i 
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§.  e. 
Der  drittQ  Difftisionsstrom. 
Die  Bedingungen,  deiiea  die  Concentration  im  dritten  DifTiisions ström 
zn  genügen  Imt,  sind  in  den  Gleichungen 

ontlialtGii.  Auch  hier  ilisüt  »ich  das  PH ticip  der  Fortactznng  nn wenden. 
Denken  wir  uns  da»  DlffitstoTisgef^Us  nach  unten  hin  um  seine  eigene  Hohe 
verlängert  und  in  der  unteren  Hälfte  eine  derartige  Vertheilwng  des  Salzes 
angebracht  p  dass  das  anthmetiiicUe  Mitte]  aus  den  Concentrationen  äei 
gleicliweit  van  der  mittcJsten  Schicht  des  verlängerten  GeOlsses  abstehen- 
den Querschnittes  =^U  aei  und  nehmen  überdies  au,  dass  von  unten  kein 
Sali  In  das  Gefäes  eintreten  könne,  so  erhalten  wir  einen  Diffusion istrom 
der  ersten  Art,  desaen  Bedingungen  sind 


n 


und    für    den    Anfangszustand    in    dem  Intervall    von   x:^h    bis   ar  =  2A, 
«^(0)=/'i(j^)^  von  ^=0  bis  jr==/*,  u^(ü)^f^(£),  wobei  jedoch  zwi^heu  den 
K  beiden  Functionen  die  Besiehung  seatttinden  nm^ü  1 

V  so  dass  ^^M 


ist.     Dann  findet  sich  ' 

h  2h 


'=ij.A'(''^^*+/''«^^^^^j- 


^0  h 

Es  ist  aber 

2h  h  h  h 

Jf^{x)  auP  =  ffi{2h  —  x)  dx  ==  j2Udx^  Jf,  ix)  dx, 
h  0  0  0 

folglich  c=iU. 

Ferner  wird 

h  Vi 


0  h 

Es  ist  aber ,  wie  früher 
2h 


pnx      , 

COS^jj^^dx] 


ffA.)cos'-^^^=Jui2k^x)^^^^ 

h  0  . 

h 

^=cospn   I  [2U—ft  {x)]  cos  — ir-  d x\ 
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also: 

h 

^P=  -^  i  (^  — ^^''P^)  J  A  W^05  -—  dx  +  —  cospnstn—\. 
0 
Für  jedes  gerade  p  verschwindet  Ap  and  es  bleiben  nur  die  Glieder  mit  un- 
geradem Index,  daher  wird 
h 

'        Ä  J'*;  ^  2Ä  (2p +1)«  2 

Ist  ^,(0:)=::=  Ol  d.h.  das  Diffusionsgefäss  beim  Beginn  dos  Ver-' 
suches  mit  reinem  Wasser  gefüllt,  iMrährend  der  untere  Band 
fortwährend  von  Salzlösung  von  der  Concentration  ü  um- 
spült wird,  so  ist 

also 


^     41/1  r  2p+i    . 

^        h  \J  2h 


{2p  +  \)n 


4Ü  .    2p+l 

sm  -^ n 


sm  -^ —  n 


{^p+l)7t  2 

und  die  Concentration  u  durch  die  Gleichung  gegeben 

w=(7H 2?         ^^—r^^-^ neos  ^     nxe    \^      /     . 

«p=o  2p +  i  2  2Ä 

Setzt  man  hierin  statt  x^x+h,  d.h.  verlegt  man  den  Coordinatenanfang  in  die 
Mitte  des  neuen  GefKsses,  oder,  was  dasselbe  ist,  in  den  unteren  Band  des 
alten,  so  wird: 

oßx       TT  ^^  ^'^^  1   .2p+i    -(^»y*' 

26)        u=ü 2        sm--  ,—  nxe    \  ^      y     . 

«,B=o  2P  +  I  2Ä 

Nimmt  man  endlich  an,   dass  die  Höhe    des  Diffusionsgefllsses   unbegrenzt 

sei,  so  erhält  man  durch  dieselben  Substitutionen  wie  früher 


27)  u=  (/-.--£=     fe    <^'ax. 


welche  Gleichung  also  für  einen  Diffusionsstrom  gilt,  der  in  einem 
unendlich  hohen  cylindrischeuGefäss  vor  sich  geht,  welches 
zu  Anfang  des  Versuches  mit  reinem  W.asser  gefüllt  ist,  wäh- 
rend am  unteren  Bande  fortwährend  die  Concentration  auf  (T 
erhalten  wird.  Diese  Gleichung  gilt  natürlich  auch  für  ein  Gef^ss  von 
endlicher  Höhe,  so  lange  der  Strom  noch  nicht  die  obere  Grenze  erreicht 

hat,  also  auch  die  Gleichung  >         =0  noch  nicht  in  Kraft  getreten  ist. 


IrodiffuBion  in  feegren^en  cylindnachon  OefUa&on. 

Die  Salemeoge  5,  welche  rmcli  Yerlatif  der  ZeJt  i  in  das  GefUsa  ebge« 
Ircteo  iät,  lafiäl  »ich  leicht  berccfaneD^     Man  hat 

& 


l 


"=*/&"■ 


0 
reil  filr  1=0       eh  M=0  wird,  so  erUHlt  man: 


-nus  37)  alicr  findet  rann  , 


dt. 

0 


Bii 


«Ifto  ifit 


d.  h,  daa  QtiantumdeäwäLTendderSeitfinda^D!  ffusionsge 
fäsB  eingctreteoen  Salzes  ist  proportional  der  Quadratwur- 

ftel  aus  der  varflofisenec  Zeit. 

§.7. 
Der  vierte  Diffusionsstrom. 

Es  bleibt  noch  der  Diffusionsstrom  zu  betrachten  Übrig,  dessen   Glei- 
chungen sind : 

28)    ■  fe=*.i!j-,  «,=F,  «;i=:o,  «(o)=r(x) 

Zunächst  lässt  sich  hieraus  nachweisen,  dass  nur  ein  Werth  von  u  dem  vor- 
gelegten GleichuDgssystem  genügt.  Denn  angenommen,  es  wäre  u  ein 
zweiter  Werth,  dann  mttsste  auch 

oder  wenn  wir  u  —  u=sv  setzen,  v  eine  Function  von  i  und  x  sein,  welche 
den  Gleichungen  • 

genügt.     Dann  aber  ergiebt  sich  ähnlich,  wie  früher,  die  Gleichung 

Äl-;A=-/fe)"-- 
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Folglich  htjv^dx  eine  positive,  aber  abnehmende  Function  von  rr,  und  da 
für  ^  =  0  auch  t;=0  ist,  so  muss  fortwährend 

t 

ö^ 
folglich  v=0  oder  u=u  sein. 

Ebenso  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit,  dass  u  Biets  reell  ist,  so 
lange  f{x)  reell  angenommen  wird.  Denn  möge  ti=t;+t;' ^— 1  den 
obigen  Gleichungen  genügen,  so  würden  die  beiden  von  einander  unabhän- 
gigen Gleichungssysteme  gelten: 


und 


Sri     '  ^*      '  \ 


woraus  folgt,  dass  v'  ==0  sein  muss. 

Endlich  lässt  sich  nachweisen,  dass  u  für  ein  wachsendes  i  einer 
vom  Anfangszustand  u{0)  unabhängigen  Grenze,  dem  soge- 
nannten stationären  Zustand  oder  dynamischen  Gleichge- 
wicht sich  nähert.  Denn  es  sei  zur  Zeit  t  die  Concentration  irgend 
einer  Stelle  im  Abstand  ar,  vom  Boden  des  Gefässes  u=f{x^t)^  so  wird  sie 
an  derselben  Stelle  im  nächsten  Moment  sein  w'=/'(a:,^-|-  ^/).  Der  Unter- 
schied u — w=(— j^/  genügt  der  Hauptgleichnng 

ausserdem   ist ,   da  die  Concentrationen  am  oberen  und  unteren  Rande  con- 
stant  sind, 

Es  gilt  also  auch  ^ür  I  — j  die  Gleichung: 

Es  nimmt  demnach  (^  )  niit  wachsendem  i  fortwährend  ab  (siehe  §.  2)  und 

nähert  sich  einem  positiven  constanten  Werthe ;  da  aber  sowohl  für  a?=0,  als 
x=h  dieser  Werth  Null  ist,  so  wird  überhaupt  für  unendliche  l 

du 


i 
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Nach  Vorknf  einer  lanendHcbeii  Zeit  tritt  Romli  ein  Zustand  des  Bißrisidna- 
ijtromes  eiu,  in  welchem  an  irgend  einer  Stelle  die  Coüceutration  mit  der 
Zeit  sich  nicht  meftr  äudi^rtf  sondern  fortwährend  con^tant  bleibt.     Da  nun 


1  J  dt     ^^^TM^d^^ 


üü  folgt  j  weil  ^  =0  ist,  för  I  s=  oc,  dft^s  auch 

ju     du 

sei,  d.  h.  dass  an  dem  einen  Ende  des  GeTäsaes  im  stationären 
Zustande  des  Strom^ü  ebensoviel  Sals  austritt,  als  an  dem  an- 
deren ein fli esst*  Zngleicb  siebt  man.  dass,  weil  — — 3-  =  0,  —  =a,  also 

constant  tat.  Eb  giebt  daher  jede  Schicht  ebensoviel  S als  an  die 
nächst  obere  ab»  als  sie  yoe  der  nächst  unteren  empfängt,   Aui 

der  Gleichung  ^  ^==ö  folgt  weiter  tr=ii3r  +  6^  und  da  für  *r=0  w=  U^  so 

ergiebt  sich  &=  t?,  und  weil  ferner  für  ^^h^  u^^Q  wird  ,  so  hat  man  zur 
Bestimmnug  von  ü 

Mit  nilfe  dieser  Bedingungen  ergiebt  sich  für  das  stationäre  Gleichgewicht 
die  Gleichung: 

29)  «=K^-f>. 

Hat  man  dagegen  mit  variabelen  Strömen  zu  thun,  so  ist 

zu  setzen.  Ein  einzelnes  Glied  der  unendlichen  Reihe  unter  17  hat  die  Form 
woraus  sich  in  Verbindung  mit  ^  =A:  -^-r  zur  Bestimmung  von  P  ergiebt 

und  da  ausserdem  tig ^=  {7,  ti^  =  0  ist,  so  folgt,  dass  /'o=0  und  Pa=0  sein 

muss.   Den  drei  Bedingungen  für  P  genfigt  allein  die  Function  P^=iSm^—x. 

h 

Es  wird  daher: 
Für /=a  wird: 

=00 


«="(«)=  K'-l)+^^"   ^--T 


X. 
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Mnltipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  m  —  d?dd;  und  integriren  innerhalb 

der  Grenzen  0  und  A,  so  ergiobt  sich 

h  . 

31)  ^p=T/{«'W-K^'-|)i^*''X'^^*- 

Wird  ti(0)  constant  und  gleich  0",  so  vereinfacht  sich  der  Ausdruck  für  Ap 
und  man  erhält: 

h 
2  (*  X        pn  2Ü 

'  ^       h      J   h         h  pn 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  ^^  in  30),  indem  man  zugleich  statt  o; 
w  +  h  einführt,  so  kommt : 

33)  w  =  -T £        ^stn^xe    V^/      . 

'  h        n^\  p         h 

Hierin  ist  u  die  Concentration  zur  Zeit  I  einer  Schicht  im  Ab- 
stand o?  vom  oberen  Rande  des  Diffusionsgefässes,  wenn  der 
obereRand  fortwährend  auf  der  Concentration  0,  der  untere 
auf  der  Concentration  27erhalten  wird  und  zur  Zeit  /=:0  die 
Concentration  im  ganzen  Gefäss  27  war. 

§.8. 
Berechnung  der  Constante  k. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  aus  welcher  der  aufgestellten  Gleichungen 
die  Constante  k  am  einfachsten  sich  berechnen  lässt,  und  mit  Hilfe  welcher 
Beobachtungsmethode  entweder  die  Concentrationen,  oder  die  aus  dem  Dif- 
fnsionsgefäss  geflossenen  Salzmengen  am  sichersten  bestimmt  werden  kön- 
nen.    Bereits  in  Gleichung  1) 

fl)  dS^-^kq^^di 

tritt  die  Constante  k  auf  und  wurde  allgemein  als  eine  Grösse  definirt,  die 
der  Affinität  des  Salzes  zum  Wasser  proportional  sei.  Eine  genauere  De- 
finition könnte  man  aus  der  eben  erwähnten  Gleichung  selbst  ableiten.  Es 
würde  nämlich  nach  derselben  k  die  im  Yerhältniss  der  Zeiteinheit 
Bum  Zeitelement  verkleinerte  Salzmenge  bedeuten,  welche 

im  Zeitelement  für  ^-=1  durch  dieQu  er  Schnitts  einheitfliesst. 

Lässt  man  den  stationären  Zustand  eintreten,  so  ist  nach  Gleichung  27) 


also 


"="('- T> 


du 

V 
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folglich  dS  =  —r—Sl,  woraus  sich  durch  Integration  findet 

in  welcher  Gleiclinng  die  Zeit  von  irgend  einem  beliebigen  Moment  naeli 
Eintritt  des  stationären  Zustandes  an  gerechnet  werden  kann.  Nimmt  min 
hier  q  als  die  Einheit  des  Querschnittes,  U  als  die  Einheit  der  Concentn- 
tion,  h  als  die  Einheit  der  Länge,  /  als  Einheit  der  Zeit,  dann  bedeutet i^ 
diejenige  Salzmcnge,  welche  nach  Eintreten  des  stationären 
Zustandes  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Querschnittseinbeit 
fliesst,wenn  die  Höhe  desGefftsses  der  Einheit  gleich  ist  und 
an  seinem  oberen  Rande  fortwährend  dioConcentrationNall, 
am  unteren  die  Concentration  C^=l  herrscht.  Offenbar  geht  die 
Gleichung  b)  in  a)  über,  wenn  /,  A  und  ^unendlich  klein  angenommen 
worden. 

Fick  hat  bei  seinen  Versuchen  über  Diffusion  (siehe  Poggendorff's 
Annalen  04.  Bd.,  S.  69  —  73)  sich  auf  Beobachtung  des  stationären  Zustan- 
des beschränkt.  Um  denselben  herzustellen,  kittete  er  ein  oben  und  unten 
offenes  Gefäss  mit  dem  einen  Ende  in  ein  anderes  Gefäss  ein,  das  mit  Koch- 
salz ganz  angefüllt  war  und  stellte  hierauf  das  Ganze  in  einen  grossen  Be- 
hälter mit  Wasser.  So  vorgerichtet  wurde  der  Apparat  wochenlang  sich 
selbst  überlassen  und  nur  von  Zeit  zu  Zeit  das  Wasser  in  dem  äusseren 
Behälter  erneuert.  Da  die  Bodenschicht  mit  dem  Reservoir  von  Salzkry- 
ßtallen  in  Berülirung  fortwährend  absolut  gesättigte  Lösung  enthielt,  die 
Obertiäclienschiclit,  an  das  reine  Wasser  grenzend,  beständig  die  Concen- 
tration Null  hatte,  so  musste  schliesslich  ein  stationärer  Zustand  oder  djna- 

misches  Gleichgewicht  eintreten.    Die  analytische  Bedingung  dafür  ^—=0 

Ol 

d*  u 

stellt  sieb  in  einem  cylindrischen  Gefäss  unter  der  Form  -   ,=0  dar,  deren 

Integral  u  =  ax  +  l/  ausdrückt,  dass  die  Concentrationen  von  unten  nach 
oben  abnehmen,  wie  die  Ordinaten  einer  geraden  Linie.  Zur  Beobachtung 
dieser  Concentrationen  bediente  sich  Fick  einer  kleinen  Glaskugel,  welche 
er  in  die  verschiedenen  Schicliten  hinabsenkte  und  aus  deren  Gewichtsver- 
lust er  das  specifischo  Gewicht  der  Lösung  und  sodann  die  Concentration 
in  den  einzelnen  Schichten  berechnete.  Derselben  Methode  habe  ich  mich 
im  Wesentlichen  ebenfalls  bedient  und  sie  als  vollkommen  brauchbar  befun- 
den (siehe  diese  Zeitschrift  Bd.  IV,  S.  225  ff.).  Die  Fick'schen  Beobach- 
tungen bestätigen  das  einfache  Gesetz,  dem  der  Diffusionsstrom  im  statio- 
nären Zustande  unterworfen  ist.  Er  findet  nämlich,  bei  10'"'"  unter  dem 
Niveau  beginnend,  in  Abständen  von  22,2'"'"  die  auf  einander  folgenden 
Concentrationen 

0,009,  0,032,  0,053,  0,073,  0,003,  0,115,  0,135,  0,152,  0,170,  0,187,  0,196, 
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deren  Differenzen  ziemlich  constant  sind.  Da  dieselben  jedoch  nach  unten 
hin  abnehmen,  so  schliesst  Fick,  dass  der  stationäre  Zustand  noch  nicht 
völlig  eingetreten  sei,  trotzdem  der  Apparat  schon  wochenlang  in  Thätig- 
keit  gewesen  war.  Diese  Unsicherheit  in  der  Erkennung  des  Zeitpunktes, 
wenn  es  gestattet  ist,  den  Diffusionsstrom  als  stationär  vorauszusetzen,  lassen 
denselben  überhaupt  als  Grundlage  der  Beobachtung  wenig  empfehlenswerth 
erscheinen.  Hierzu  kommt,  dass  auf  Concentrationsbeobachtungen  am  sta 
tionären  Strome  sich  keine  Berechnung  der  Constante  k  grtlnden  lässt,  da 
sie  aus  der  betreffenden  Gleichung  verschwunden  ist  (siehe  Gl. 29).  Fick 
sncht  daher  die  Constante  k  aus  der  Menge  des  aus  dem  Diffusionsgefäss 
entwichenen  Salzes  zu  bestimmen.  Er  definirt  sie  in  diesem  Falle  als  die- 
jenige Salzmenge,  welche  während  der  Zeiteinheit  durch  die  Querschnitts- 
einbeit  ans  einer  Schicht  in  die  benachbarte  übergeht,  wenn  die  Baschheit 

der  Concentrationsabnahme  ^-  der  Einheit  gleich  ist.     Als  Querschnitts- 

einbeit  wird  die  Oberfläche  ein^s  Kreises  von  1^"*  Halbmesser  angenommen, 

femer  wird  die  Concentrationsabnahme  ^—  dann  der  Einheit  gleich  gesetzt, 

wenn  sie  durch  eine  Flüssigkeitssäule,  deren  Höhe  der  Längeneinheit  l*"*" 
gleich  kommt,  constant  herrschend  gedacht,  eine  Concentrationsdifferenz 
der  beiden  Endflächen  derart  zur  Folge  hat,  dass  die  eine  die  absoluter 
Sättigung  entsprechende  Concentrafion ,  die  andere  die  Concentration  Null 
besitzt  Als  Zeiteinheit  soll  ein  Tag  gelten.  Die  vorstehende  Definition 
der  Constante  k  ergiebt  sich  streng  genommen  weder  aus  der  Gleichung  d) 
noch  aus  6),  es  dürfte  daher  die  oben  aus  b)  abgeleitete  vorzuziehen  sein. 
Aus  derselben  Gleichung  b)  ergiebt  sich,  dass  für  ü=^l  und  q=-l 

c)  k  =  -  ^ 

ist.  Fick  nahm  nun  Röhren,  deren  Querschnitt  20"""  Durchmesser  hatte, 
die  aber  von  verschiedener  Länge  waren.  In  diesen  wurde  auf  die  oben 
beschriebene  Weise  ein  stationärer  Diffusionsznstand  hervorgebracht.  Hier- 
auf wurden  die  Salzmengen  untersucht,  welche  während  ein  und  derselben 
Zeit  ans  jeder  der  drei  Eöhren  in  die  äussere  Flüssigkeit  diffundirt  waren, 
durch  Abheben,  Eindämpfen  und  Fällen  mit  einer  titrirten  Silberlösung. 
Mit  Hilfe  von  c)  wurden  sodann  die  Werthe  von  k  berechnet.  Diese  erga- 
ben sich  für  die  drei  Gefässe : 

11,71  12,36  11,08 

9,67  9,7  9,3 

9,57  .   . 

.  .  9,94  .   . 

10,79 

10,71  11,08  10,50 

11,14  .  .  11,02 

26* 


ydrodiffusioti  in  begrenzten  cjlindrischen  GefSNOH. 


ti,44  u,aa 

Der  grössto  Werth  von  k  ist  demnacli  13,30 ^  der  kleinste  0,3,  die  Dfffei«tu 
also  3fOC.  Dieser  Unterscbied  ist  Rti  und  für  eich  schon  bedentend;  da  Am 
Fick  angieht^  dass  er  nur  die  hesteu  seiner  Versuche  mittheile^  so  itak 
211  vernrnthoDi  dniiu^  wenn  er  nlle,  bei  denen  nicht  geradezu  ein  Versehen 
vorgekomnien  ist,  mit  In  Rechnung  gebogen  häHe,  die  Diffcren«  6icli  öod 
höher  here^iisgestellt  haben  wUrde«  £s  kann  daher  wohl  kein  Zweife!  ah* 
walten,  dusa  die  eben  beschriebene  Methode  k  aas  dem  st4tionliren  Zustande 
des  DifFusinnsiitranies  zn  bestimmen,  als  unbrauchbar  &u2usehen  ist.  Simm- 
ler und  \^  haben  sich  gleich  nnr  dafür  entscbieden,  die  Conslanie  dureb 
Beobachtung  1  '  "  *  "  m'  i  erm'tteln.  Die  er ste  Methode,  die 
ßie  SU  diesem  Zwecl  'cn,  ist    ^enau  dieselbe,   die  auch  i eh  an- 

gewendet habe  (siehe  i  IV*  S,  T21).  Ein  kleines  cjliodii- 

Bches  Glas  wird  mit  einer  Lösung  aos  zu  untersuchenden  Sakes  von  be- 
kannter Concentration  ganz  angefütU  und  «odann  im  oberen  T heile  eiuei 
grösseren  mit  reinem  Wasser  gefüllten  G^  Ißses  aufgestellt,  eo  dase  der  obere 
eben  abgeschliffene  Rand  des  DiH'usions^  inders  horizontal  ht  und  von  dem 
Lösungsmittel  umspült  wird.  Nach  einif  3r  Zeit  wird  das  GUiscfacn  wieder 
herausgenommen  und  der  Saliverlustj  <:  sn  es  durch  Diffusion  erlitten  ktti 
expeiimentell  bestimmt.  Wendet  mau  die  Vorsicht  an,  dass  man  den  Ver- 
such nnterbricbt,  wenn  der  Strom  etwa  bis  an  den  Boden  des  Gefltsses  zD- 
rückgegangen  Ist»  60  kann  man  die  Gleichung  24) 

&= T-^-i 

«worin  S  den  Salz  Verlust  bedeutet,  anwenden,  um  aus  ihr  unmittelbar 

5*« 

zu  tindeu.  Will  man  aber  auf  die  untere  Grenze  des  Gefässes  RUcksiebt 
nehmen,  so  kann  man  die  Gleichung  21)  benutzen  und  aus  ihr  zunächst  deA 
Salzvejlttst: 

(siehe  Simmler  und  Wild  B.224)  bestimmen.  Aas  dieser  Gleichung  lässt 
Bich  k  näberungswoise  berechnen,  wenn  man  die  unter  Z  stehenden  Glieder 
srimmtUch  bis  auf  das  erste  Ternachlassigt«  Es  ergiebt  sich  dann  als  erste 
Annäherung 


.=-{,.i-,.,(,-^^.)j. 


Die  Gleichung  c*)  hat  jedenfalls  vor  e)  den  Vorzug,  sowohl  was  Einfachheit, 
als  was  Genauigkeit  betrifft.     Man  kann  allerdings,  wie  Simmler  nnd 
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Wild  gezeigt  haben  (siebe  S.  226  f.  L  c),  dnrcb  vortbeilbafte  Anordnung 
des  Anfangszustandes  im  Di£fusionsgefäss  für  S Reiben  erzielen,  die  stärker 
als  die  in  d)  convergiren  und  also  auch  gleicb  den  ersten  Näherungswertb 
für  k  scbärfer  geben,  als  i?);  indess  geschieht  dies  auf  Kosten  der  Sicherheit 
des  Experimentes.  Nach  der  zweiten  Methode  von  Simmler  und  Wild 
soll  die  Concentration  u  in  dem  Diffusionsstrom,  dessen  Gleichung  in  14) 
enthalten  ist,  durch  Beobachtung  und  zwar  auf  optischem  Wege  gefunden 
und  sodann  mit  Hilfe  der  Gleichung  14)  die  Constante  k  annähernd  berech- 
net werden ,  indem  man  von  der  daselbst  auftretenden  unendlichen  Reihe 
wiederum  nur  das  erste  Glied  beibehält.  Die  Beobachtungsmethode  selbst 
ist  folgende.  Man  giebt  dem  Diffusionsgefäss  die  Gestalt  eines  dreiseiti- 
gen Prismas  und  beobachtet  das  Minimum  der  Ablenkung,  welches  ein 
Lichtstrahl  erfährt,  der  horizontal  durch  die  Flüssigkeit  geht.  Hieraus  lässt 
sich  auf  das  Brechungsverhältniss  der  Flüssigkeitsschicht  schliessen,  durch 
welche  sich  der  Lichtstrahl  bewegt,  und  aus  dem  Brechungsverhältniss  kann 
man  dann  die  Concentration  der  Flüssigkeit  ableiten,  da  dasselbe  von  letz- 
terer abhängt.  Um  dies  auszuführen,  ist  es  freilich  nöthig,  dass  man  das 
Brechungsverhältniss  als  Function  der  Concentration  bestimmt  oder  wenig- 
stens aus  einer  hinreichenden  Zahl  guter  Beobachtungen  mit  Hilfe  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  eine  empirische  Formel  für  diese  Abhängig- 
keit aufstellt,  was  meines  Wissens  bis  jetzt  noch  nicht  geschehen  ist.  Im 
Uebrigen  lässt  sich  gegen  die  vorgeschlagene  Methode  vom  theoretischen 
Standpunkt  kaum  eine  Einwendung  machen,  ebenso  wenig  gegen  die  ande- 
ren optischen  Methoden,  die  Si mm  1er  und  Wild  erwähnen.  Einfacher 
und  sicher  zum  Ziele  führend  ist  der  Weg,  den  sowohl  Fick  als  ich  einge- 
schlagen haben ,  nämlich  mit  Hilfe  eines  Senkgläschens  das  specifische 
Gewicht  der  Schichten  zu  bestimmen  und  aus  ihm  die  Concentration  zn  be- 
rechnen, wovon  schon  weiter  oben  die  Rede  gewesen  ist*  Was  nun  die  Be- 
rechnung der  Constante  k  in  diesem  Falle  betrifft,  so  ist  sie  nach  Simmler 
and  Wild  mit  Hilfe  der  Gleichung  14)  annähernd  zu  bewerkstelligen,  wäh- 
rend ich  die  Gleichung  15)  dazu  verwendet  habe,  welche  zwar  nur  für  einen 
nach  oben  und  unten  unbegrenzten  Strom  gilt,  aber  auch,  wie  schon  in  der 
Einleitung  bemerkt  wurde,  für  das  erste  Stadium  eines  Diffusionsstromes  in 
einem  begrenzten  Gefässe  benutzt  werden  kann,  so  lange  derselbe  weder 
den  oberen  noch  den  unteren  Rand  des  Diffusionsgefässes  erreicht  hat.. 
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XIV. 

Zur  Theorie  des  Paßcarschen  Sechsecks. 
^  Von  Dr.  X  Lüroth  in  Berlin. 


Ich  erlfinbe  mir  im  FolgoDdcn  den  MatheinjttikGrn  cinfge  SHtaie  bhm 
ilfis  Paacarsclie  Sechseck  vorzulegeti,  welche  lehren,  ans  eioem  gegebenen 
Hechseck  netie  RbEnbiteD'  Da  bei  einem  dieser  Süt^e  ein  Pascarsches 
Sechseck  anftritt,  welche«  zugleich  ein  Bri Anchon'schcs  einer  speeielleii 
Art  ist,  so  babö  ich  in  §*  2  die  Eigenschaften  einer  solchen  Figur  nfther  be- 
trachtet. Der  Inhalt  des  §*  1^  walclier  die  Grundlage  des  Späteren  bildet, 
iBt  im  Weeenflichrn  der  vierten  der  „  Varlesnngen  aber  anulytiscbe  Geo* 
melrie  desUaumea"  meines  hochverehrten  Lehrers  des  Herrn  Prof,  He$se 
entnommen- 

§1. 

Wenn  die  Gleichnngen  der  gegenüberliegenden  Seiten  eines  Pa^ciiI- 
gehen  Sechsecks  eymbolbch  bezeichnet  werden  durch  ^=^0  nnd  a^=^0,  Ifs^O 
und  6'  =  0,  c=^0  und  c'=0,  so  sind  die  Bedingungen  dieser  Fignr  bekannt- 
lich durch  die  drei  identisehen  Gleichungen: 

r  . ff 

l)  b-b'=r" 

ausgesprochen^  vorausgesetzt  noch,  dass  man  in  den  Grössen  n,n\^,,  Fac- 
toren  einrechnet,  die  zum  Bestehen  dieser  Gleichnngen  nöthig  sind.  r"=(J 
ist  dann  die  Gleichung  der  zum  Sechsecke  gehörigen  PascaTschen  Linie. 
Detinirt  man  nun  die  drei  Äusdr ticke  «",  ö",  c"  durch  die  drei  idenU- 
■eben  Gleichungen 

3)  a  +  b'  +  c'^Q,     h  +  €+n'=(i,     c+^'  +  b^—O, 

so  hat  man  auch  die  Folgenden : 

3)  a+b  +  c"^Q,     b'  +  c  +  a"=0,     c+a  +  h*'  =  0, 

und  diese  sechs  identischen  Gleichnngeu  beweisen ,  dass  a''=Ö,  y^=0|  c'^ssO 
die  Gleichnngen  der  Diagonalen  des  gegebenen  Sechsecks  sind. 

Aus  der  Combination  der  vorstehenden  Gleichungen  geht  nun  folgen- 
des System  hervor: 

a  — a  ^r  a   — ö  =  r 

.  4)  V  —  b"=r  h"  —  b  =  r 

c  — c  ^r  c  — C:=r', 

5)  r  +  r'+r"=0. 

Dessen  Deutung  den  Satz  liefert : 
L     Wenn  man  in  einem  PascaTschen  Sechsecke  drei  nicht  aaf  ein- 
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ander  folgende  Seiten  mit  den  drei  Diagonalen  combinirt,  so  er- 
hält man  %wei  weitere  Sechsecke,  deren  PascaTsche  Linien  sich 
mit  der  des  gegebenen  Sechsecks  in  einem  Punkte  schneiden. 
Aas  den  obigen  Identitäten  entspringt  aber  noch   das  andere  System 
von  Gleichungen 

a  — b  ^q"     b  — c  ^Q     c  — a  =^' 

o)  a  — b  ^g       b  —c  ^q     c  — a  ^q 

a  — b  ^Q      b  — c  -^Q     c  — a  ^q 

aus  dem  der  Satz  hervorgeht: 

II.     Wenn  man  in  einem  PascaTschen  Sechsecke  zwei  Paare  gegen- 
überliegender Seiten  mit  zweien  der  Diagonalen  zusammennimmt, 
so  erhält  man  wieder   ein    PascaTsches   Sechseck.      Die   drei 
PascaTschen  Linien  der  so  entstehenden  drei  Sechsecke  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte. 
Wir  haben  so  zwei  Gruppen  von  drei  Sechsecken,  von  denen  die  erste 
ans  dem  gegebenen  Sechsecke  und  den  beiden  besteht,  die  sich  aus  diesem 
nach  dem  Satze   I)  ableiten  lassen,  während  die   zweite  die  drei   enthält, 
welche  der  zweite  Satz  zu  finden  lehrt.     Diese  Sechsecke  stehen  in  enger 
Verwandtschaft.     Sie  bestehen  nämlich  aus  denselben  neun  Linien  und  ha- 
ben die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  Eines  von  ihnen  als  das  gegebene  be- 
trachtet, die  fünf  abgeleiteten  die  andern  fünf  sind.     Man  sieht  auch  leicht 
ein,  dass,  wenn  ein  Sechseck  aus  der  zweiten  Gruppe  als  das  ursprünglich 
gegebene  betrachtet  wird,  die  beiden  mit  Hilfe  des  Satzes   I)  aus  diesem 
abgeleiteten,  die  zwei  andern  Sechsecke  derselben  Gruppe  sind,  während 
der  zweite  Satz  aus  jenem  die  dtei  Sechsecke  der  ersten  Gruppe  hervor- 
gehen lässt. 

Das  Princip  der  Keciprocität  auf  das  Vorige  angewandt  zeigt,  wie  auch 
aus  jedem  Brianc  ho  naschen  Sechsecke  zwei  Gruppen  von  weiteren  Sechs- 
ecken hervorgehen,  deren  Brian chon*8che  Punkte  in  jeder  Gruppe  auf 
einer  geraden  Linie  liegen. 

Wenn  man  noch  drei  Ausdrücke  R  und  drei  P  durch  die  Gleichungen 
definirt :  r"  —  r  ==R  q"  —  q  ^P 

r  — r  =Ä  ^  — p  ^P 

/,  ___  r^f  t  nff 

r  —r  =K  Q  —^  =P  , 
80  findet  man  leicht 

R  =a   +b   +c  P  =a  +  a+a' 

8)  R^=a  +b'  +c  P'=b  +  b'  +  b" 
R''=a'  +  b"  +  c  •  P"=c+c  +  c\ 

and  hieraus 

Ä+P  =3a  K+P=Za  Ä"  +  P=3a" 

9)  R+P'=Zb  R:  +  P=Zb'  K'  +  P'=Zb" 
Ä+P"  =  3c  Ä'-f.p"=3c'  Ä"  +  P/'  =  3c\ 
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Gleichungen,  an«  denen  sieh  leicht  gewisse  Eigeneehftflen  des  I 
ablesen  lassen,  die  wir  hier,  als  flir  das  folgende  nicht  nOthig,  Ibetgehea* 

Die  Ecken   jedes   Paseal'schen  Sechsecks  liegen  bekouitlidi  auf 
einem  Kegelschnitt,  dessen  Oleichnng  geschrieben  werden  kann: 

10)  r'^—r'*{a  +  b  +  €)  +  ab  +  bc  +  eü=% 

denn  man  ttbenengt  sich  leicht  mit  Hilfe  der  Gleichung  1),  daae  die  10)  e^ 
füllt  ist,  wenn  sn  gleicher  Zeit  a=0  nnd  ^=0  oder  at=0  nnd  c^bsO  n.  ••  w. 
Dnrch  einfache  Bednctionen  mit  Hilfe  der  oben  entwickelten  Idantitllea 
kann  man  jener  Oleichnng  die  Form  geben: 

11)  (H+r'«+/'0-(^*+^'«+^"^=a. 

Ans  dieser  Oleichnng  können  wir  eine  EigensehafI  ableiten.  Die  Oleielrang 
der  Polare  eines  Punktes  in  Being  anf  diesen  Kegekchnitl  findet  sieh 
nRmlich: 

12)  (rr,  +  r'r\+  r"r",)-(»ft+e>',+  ^^  ^''.)=0, 

wenn  wir  durch  den  Index  0  die  Besnltate  der  Substitution  der  Ooordiaaten 
des  gegebenen  Punktes  in  den  betreffenden  Gleichungen  beieiehnen«  Ist 
r^=r\=r'^=zO,  so  wird  die  Gleichung  It)  erf&lh  fttr  einen  Punkt,  de 
Coordinaten  ^,  q  nnd  fjT  gleich  Null  machen,  d.  h. 

der  Schnittpunkt  der  Linien  r  und  der  der  Linien  f  sind 
nische  Pole  des  dem  lugehörigen  Sechsecke  umschriebenen  Ke*' 
gelschnitts. 
Der  Grund  hiervon  ist  der,  dass,  wie  die  Gleichung  II)  neigt,  die  ver* 
erwähnten  beiden  Punkte  die  Spitzen  zweier  Linienpaare  sind,  dnrch  deren 
Schnittpunkte  der  Kegelschnitt  geht. 

§.2. 
Wir  wollen  jetzt  die  Eigenschaften  eines  PascaTschen  Sechsecks  un- 
tersuchen, welches  zugleich  ein  Brianchon^sches  ist.  Die  Bedingungen 
des  ersteren  sind  die  Gleichungen  l)  des  vorigen  Paragraphen.  Soll  das 
Sechseck  auch  ein  Brian chon'sches  sein,  so  muss  zwischen  den  Grössen 
a\  b'\  c'  noch  eine  identische  Gleichung  bestehen.  Wir  wollen  hier  nur 
den  Fall  ins  Auge  fassen,  dass  die  Bedingungsgleichung  die  einfachste 
Form 

13)  a"  +  ft"  +  c"=0 
hat. 

Eine  der  Gleichungen  8)  zeigt  dann  sogleich,  dass  i{"  =  0  ist,  oder  dass 

14)  r  =  r, 

und  hiermit  folgt  aus  5)  r^r'^ — Jr",   d.h.   also   in   nnserm  Sechsecke 
fallen  die  drei  PascaTschen  Linien  r  in  eine  zusammen. 

Wenn  man  nun  in  14)  r  und  /  durch  die  mit  ihnen  identischen  Aus- 
drücke aus  4)  ersetzt,  so  erhält  man  die  Beziehungen 

a-f-a' — 2rt"^0 

15)  6  4-6'  — 26"=0 

c  +  c'— 2c"  =  0, 
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welche  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  1)  aussagen : 

Je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  unseres  Sechsecks  schnei- 
den sich  mit  der  dritten  Diagonale  in  einem  Punkte.     Diese  drei 
Punkte  liegen  natürlich  auf  der  Linie  r\  welche  mit  jeder  Diago- 
nale ein  Linienpaar  bildet,  das  zu  den  Gegenseiten  harmonisch  ist. 
Wenn  man  bedenkt,  dass  a,  a\  a'  die  Diagonalen  eines  Sechsecks  sind, 
welches  zur  zweiten  Gruppe  von  Sechsecken  gehört,   die  sich  aus  dem  ge- 
gebenen ableiten  lassen ,  so  kann  man  den  ersten  Theil  des  Satzes  auch  so 
aussprechen : 

Die  drei  Pascarschen  Sechsecke,  welche  man  durch  den 
Satz  II)  des  rorigen  Paragraphen  aus  unserm  Sechsecke  ableiten 
kann,  sind  auch  zugleich  6  r  i  a  n  c  h  o  n'sche  Sechsecke,  aber  anderer 
Art  als  das  ursprüngliche. 
Hält  man  die  drei  Gleichungen 

a   — 0  ^^  0  ■— c  =Q         c  — a  =q 

zusammen  mit  der  Gleichung  13),  so  sieht  man, 

die  drei  Pasc  aPschen  Linien  (f  sipd  die  drei  vierten  harmonischen 
Linien  zu  den  Diagonalen. 
Ein  solches  Sechseck ,  wie  wir  es  eben  betrachteten ,  besitzt  noch  eine 
merkwürdigeEigenschaft  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  den  man  in  das- 
selbe beschreiben  kann. 

Wir  wollen,  um  sie  zu  finden,  die  Punkte  aufsuchen,  in  denen  die 
Seiten  von  jenem  Kegelschnitte  berührt  werden.  Wenn  man  aber  in  einem 
Brianchon'schen  Sechsecke  zwei  Seiten  zusammenfallen  lässt,  so  geht 
ihr  Schnittpunkt  in  der  Grenze  über  in  den  Berührungspunkt,  der  mit  den 
fünf  andern  Ecken  ein  Brianchon^sches  Sechseck  bildet.  Lassen  wir  z.B 
um  den  Berührungspunkt  von  a  zu  finden,  c  mit  a  zusammenfallen ,  so  ha- 
ben wir  den  Schnittpunkt  von  a  und  b  durch  eine  Linie  G  zu  verbinden 
mit  dem  von  b'  und  c.  Legen  wir  dann  durch  den  von  c  und  a  gebildeten 
Eckpunkt  eine  Linie  JI  so,  dass  sich  G^  ff  und  c"  in  einem  Punkte  schnei- 
den, so  trifft  ff  die  Seite  a  im  Berührungspunkt. 

Bezeichnen  wir  die  Gleichungen  der  Linien  G  und  ZT  durch  Gs=0  und 
ff=iOf  so  findet  sich 

G=2a"^b' 
ff=U"—c. 
In  der  That  genügen  diese  Ausdrücke  den  Bedingungen,  die  wir  auf- 
stellten, da  vermöge  der  Gleichungen  15)  und  13) 

G=.2a—b 
G+ff  +  Zc'=0 
ist.     Man  hat  aber  b"  —  c^ — a — 2  c"  und  somit 

ff=2{b"—c")  —  a=2Q—a. 
Die  Linien^,  a  und  q  schneiden  sich  also  in  einem  Punkte.   Aehnliches 
gilt  von  den  andern  Seiten,  so  dass  sich  der  Satz  et^l^bl*. 
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Die  Punkte,  in  welchen  die  Seiten  unseres  Sechsecks  Ton  dem 
eingeschriebenen  Kegelschnitte  berührt  werden,  sind  ihre  Schnitt- 
punkte mit  den  drei  vierten  harmonischen  Linien  su  den  Diago- 
nalen. 
Wenn  man  auf  die  Figur,  welche  die  eben  abgeleiteten  Eigenschaften 
besitzt,  das  Princip  der  Reciprocität  anwendet,  so  erhält  man  Eigenschaften 
eines  Brian chon*schen  Sechsecks,   welches  sugleich    ein  PascaTsches 
einer  speciellen  Art  ist     Es  lässt  sich  nun  zeigen ,  dass  das  Torliegende 
Sechseck  eben  von  dieser  Art  ist,  oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  dass  es 
sich  selbst  reciprok  ist. 

Um  dies  nachzuweisen,  bemerken  wir ,  dass  die  Eigenschaft  unserer 
Figur,  dass  die  Pas caTsche  Linie  r"  harmonisch  an  den  Diagonalen  in 
Bezug  auf  die  Gegenseiten,  für  sie  charakteristisch  ist.  Denn  sie  verlangt 
die  Gleichungen 

a  +  a—la'=0 
6  +  6'  — fi6"=0 
c  +  c'  — vc"=0. 
Die  Gleichungen 

2Q^fio  — VC  ,     2^  ^vc  — la  ,     2q  ^la  — f»6, 
die  aus  ihnen  folgen,  können  aber  nur  dann  mit  den  Gleichungen 

^  =  0  — c  ,     Q  ^c  — a  ,     Q  =a  — b 
bestehen,    wennA  =  f»=v=2  ist.     Die  oben  aufgestellten  Bedingungen 
gehen  dann  in  die  15)  über,  aus  welchen  sofort  die  13)  hervorgeht. 

Das  Briancho nasche  Sechseck,  auf  welches  wir  durch  das  Princip 
der  Reciprocität  geführt  werden,  besitzt  also  die  charakteristische  Eigen- 
schaft, dass  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  harmonisch  ist  zum  Schnitt- 
punkte von  je  zwei  Gegenseiten.  Dass  dieses  bei  unserm  Sechsecke  statt- 
findet, erkennt  man  leicht,  wenn  man  bedenkt,  dass  nach  15)  a  und  a  har- 
monisch sind  zu  a"  und  r\  und  dass  folglich  diese  zwei  Linienpaare  jede 
weitere  Linie,  also  auch  die  b"  und  c"  in  harmonischen  Punktenpaaren 
schneiden. 

Wir  erhalten  somit  aus  den  oben  angeführten  Eigenschaften  noch  fol- 
gende andere: 

Wenn  man  aus  dem  Sechseck-e,  als  einem  Bri an cho naschen, 
die  fünf  andern  ableitet,  die  sich  nach  den  Reciproken  der  Sätze 
I)  und  II)  des  vorigen  Paragraphen  aus  ihm  ableiten  lassen,  so 
fallen  die  Bri  anchonWhen  Punkte  der  Sechsecke  der  ersten 
Gruppe  zusammen  in  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen.  Die 
Brianchou'schen  Punkte  der  Sechsecke  der  zweiten  Gruppe  sind 
die  Schnittpunkte  der  Linie  r"  mit  den  Linien  q  oder  die  drei 
vierten  harmonischen  Punkte  zu  den  Schnittpunkten  der  Gegen- 
seiten. 

Die    abgeleiteten    Sechsecke    der    zweiten    Gruppe    sind 
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zugleich    PascaTsche    Sechsecke    aber    anderer   Art    als    das 
gegebene ; 
und  weiter: 

Wenn  man  die  Schnittpunkte  der  Linien  q  mit  der  Pascal - 

sehen  Linie  verbindet  mit  den  entsprechenden  Ecken ,  so  sind  die 

Verbindungslinien  die  Tangenten  an  dem  Kegelschnitte,  welchen 

man  dem  Sechsecke  umschreiben,  kann. 

Diese  Eigenschaften  in  Verbindung  mit  den  bekannten  Beziehungen 

von  Pol  und  Polaren  lassen  erkennen : 

Der  Bri an chon'scho  Punkt  und  die  Pasc  aTsche  Linie  sind 

Pol  und  Polare,  sowohl  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  welcher 

dem  Sechseck  einbeschrieben  werden  kann,  als  in  Bezug  auf  den 

ihm  umschriebenen. 

Diese  letzterwähnten  Eigenschaften  hätten  sich   auch  leicht  aus  den 

Gleichungen   der  beiden  Kegelschnitte   herleiten  lassen.     Die  Gleichung 

des  umschriebenen  Kegelschnitts  folgt  ans  ll)  mit  Benutzung  von  14) 

16)  lr''-{9'  +  9'  +  P)  =  0. 

Um  die  Gleichung  des  eingeschriebenen  Kegelschnitts  zn  erlangen,  be« 
trachten  wir  das  Sechseck,  dem  er  umschrieben  ist,  und  dessen  Ecken,  wie 
wir  oben  sahen,  die  Schnittpunkte  der  Linien  q  mit  den  Seiten  sind.     Die 
Gleichungen  der  Seiten  dieses  neuen  Sechsecks  finden  sich 
3a — Q  =0         Za — q  =0         3a"  —  Q  =0 
36  — ^'=0         3ft'  — ^'=0         36"— ^'=0 
3c  — ^"==0         3c'— ^"=0         3c"— 9"— 0, 
denn  da  3a  —  q  z.  B.  auch  ^ — 36'  —  q  ist,  so  geht  diese  Linie  in  derTliat 
durch  den  Schnittpunkt  von  a  mit  g  und  durch  den  von  b'  und  (f  u.  s.  w.    ^ 
Die  Gleichungen  der  PaseaTschen  Linien  dieses  Sechsecks,  das  von 
derselben  Art  ist,  wie  das  gegebene,  werden 

3r==0,  3r'=0,  3r"=0, 

und  wenn  man  nach  11)  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  bildet,  so  erhält 
man  nach  einfachen  Reductionen 

17)  Sr'«-4(^«  +  ^"+^"«)  =  0. 

Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  mit  4  multiplicirte  Gleichung  16)  ab,  so 
bleibt: 

Dies  Resultat  beweist  den  Satz : 

Der  unserem  Sechsecke  eingeschriebene  Kegelschnitt  und 

der  ihm  umschriebene  berühren  sich  in  zwei  Punkten  der  Linie  r\ 

Diese  beiden  Punkte  sind  aber  imaginär;  denn  sie  liegen  auf  dem 

Linionpaar  9*+^''  +  p"'=0,  welches  das  gemeinschaftliche  Tangentenpaar 

beider  Kegelschnitte  ist. 
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Wir  wollen  jetzt  ans  einem  gegebenen  Sechsecke  andere  »bleiten. 
Wir  legen  zunächst  an  jede  Ecke  eine  weitere  Linie  so,  dass  das  an- 
harmonische  Verhältniss  des  Linienpaares,  welches  die  neue  Linie  und  die 
Diagonale  bilden,  zu  dem  von  den  beiden  Seiten  gebildeten,  das  gleiche  ist 
an  den  gegenüberliegenden  £cken.  Die  Gleichungen  der  so  gesogenen 
Linie  lassen  sich  in  der  Form  darstellen: 

(l  +  y)a— (1  — y)6'=0,         (l  +  «)6— (l_«)c'  =  0 
.o.  (l+ftc-(l-.^)a'=0, 

(l  +  y)a'-(l-y)6=0,         (l  +  «)6'  =  (l-«)c=0, 
(l  +  ß)c—{l—ß)a==iO. 
Wenn  man  zwei  unter  einander  stehende  Gleichungen  subtrahirt,  so  erhält 
man  das  Resultat 

2r"=0. 
und  dies  zeigt,  dass  die  gezogenen  sechs  Linien  ein  PascaTsches  Sechseck 
bilden,  dessen  PascaTsche  Linie  mit  der  des  gegebenen  Sechsecks  susam- 
menfällt. 

In  einem  Falle  lassen  sich  sechs  solche  Linien  leicht  construiren. 
Wenn  wir  nämlich  einen  Punkt  der  Linien  r'  des  gegebenen  Sechsecks 
verbinden  mit  dessen  Ecken  und  dann  in  jeder  Ecke  zu  der  Verbindungs- 
linie die  vierte  harmonische  ziehen,  so  erhalten  wir  sechs  Linien,  welche 
der  angegebenen  Bedingung  genügen.  Denn  die  Gleichungen  der  an  den 
Enden  der  Diagonale  c"  liegenden  werden: 

-  +  —  =0,  und  —  +  -  =  0, 

wenn  wir  den  Index  0  in  der  schon  früher  gebrauchten  Bedeutung  anwenden. 
Weil  aber  der  betrachtete  Punkt  auf  der  Linie  r"  liegt,  so  hat  man 
rtjj=a'^,  bQ=b'Q  und  wir  brauchen  blos 

zu  setzen,  um  jene  beiden  Gleichungen  auf  die  Form  18)  zu  bringen. 

Da  Achnlichcs  von  den  beiden  andern  Scitcnpaaren  gilt,  so  hat  man 
den  Satz: 

Wenn    man    einen    Punkt    der    PascaTschen   Linien    r" 
eines  Sechsecks  verbindet  mit  dessen  Ecken  ,   und  in  jeder  die 
vierte  harmonische  zur  Verbindungslinie  construirt,  so  erhält  man 
wieder  ein  Pascal'sches  Sechseck,  dessen  PascaTsche  Linie  mit 
der  des  gegebenen  Sechsecks  zusammenfallt. 
Ein  specieller  Fall  der  Formeln  18)  ist  der,  wenn  a=ß  =  y  ist,  dann 
sind  die  Linien  in  allen  Ecken  nach  dem  gleichen  anharmonischen  Verhält- 
niss gezogen  und  die  Gleichungen  der  Diagonalen  werden: 
(l  +  «)a"— (1  — a)r  =  0,   (l  +  ry)//'  — (1  — a)c-"=^0,  (1 +a)c"  — (1— a)a"=0, 
woraus  mau  ersieht  j  dasö  das  abgeleitete  Sechseck,  wenn  a  unbestimmt  ist, 
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nur  dann  zugleich  einBriancbon'scbes  wird,  wenn  das  ursprüngliche  ron 
der  in  §.  2  betrachteten  Art  war.  In  allen  Fällen  aber  findet  dies  statt, 
wenn  a=0  ist.  Das  anbarmonische  Verbältniss  geht  dann  in  das  harmo- 
nische über  und  die  Gleichungen  der  sechs  Linien  nnd  der  Diagonalen 
werden : 

b — c'=0         c — a=0         a — b' =  0 

19)  b'—c~0        c— a=0         a— 6=0 
b — c  =0         c — a  =0         a — 6=0, 

und  hieraus  folgt  der  Satz: 

Wenn  man  in  jeder  Ecke  eines  PascaTschen  Sechsecks  die 
zur  Diagonale  harmonische  Linie  zieht,  so  bilden  diese  sechs  Li- 
nien ein  PascaTsches  Sechseck,   welches  zugleich  ein  Brian- 
chon^sches   der  in  §.  2  betrachteten  speciellen  Art  ist.     Seine 
PascaPsche  Linie  fällt  mit  der  des  gegebenen  Sechsecks  zusam- 
men und  seine  Diagonalen  sind  die  Linien  q  des  gegebenen  Sechs* 
ecks,  deren  Schnittpunkt  also  der  Brianchon'sche  Punkt  ist. 
Durch  Anwendung  der  in  §.  2  gefundenen  Sätze  können  wir  die  Eigen- 
schaften des  abgeleiteten  Sechsecks   leicht  angeben.     Wir  heben  folgende 
heraus: 

Der  dem  abgeleiteten  Sechseck  einbeschriebene  Kegelschnitt 
berührt  die  Seiten  in  Punkten,  welche  je  zu  zweien  auf  den  drei 
vierten  harmonischen  zu  den  Linien  q  des  ursprünglichen  Sechs- 
ecks liegen,  nnd  die  Tangenten  an  den  umschriebenen  Kegelschnitt 
schneiden  die  Linie  r'  in  denselben  Punkten,  wie  die  drei  vierten 
harmonischen  zu  der  Linie  q. 

l  Der  Schnittpunkt  der  Linien  q  nnd  die  Pasc aFsche  Linie  /' 
sind  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  den  dem  abgeleiteten  Sechseck 
eingeschriebenen  Kegelschnitt  und  den  ihm  umschriebenen.  Diese 
beiden  Kegelschnitte  berühren  sich  in  Punkten  der  Linie  r" ,  die 
auf  dem  Linienpaaro 

«•  +  *'*+«"*=o 

liegen. 
Da  man  aus  19)  als  Ausdrücke  für  diePascaTschen  Linien  des  abge- 
leiteten Sechsecks  folgende  findet: 

2r"=0,  — r"=0,  — r"=0, 

^  —  ^'  =  0,         ^'  —  ^"  =  0,         ^"  —  ^=0, 
80  giebt  die  Formel  16)  des  vorigen  Paragraphen  die  Gleichung  des  um- 
schriebenen Kegelschnitts: 

20)  2r"'-(^«  +  ?''+?"»)=0, 
nnd  aus  17)  folgt  die  des  eingeschriebenen: 

21)  •r"«_(^«+,-  +  ^"')=0. 
Zieht  man  20)  ab  von  der  Gleichung  • 

(r»  +  /•  +  r"»)-(e'+  ^'•  +  <j"»)=0 


r 


i 
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des  KegelscbniUi,  der  dem  nreprütiglielieQ  Seelisccke  niriscbnebGE  ist,  m 
bleibt 

r*  +  r* — r'*^^— 2rr  =0, 
d,  hp   der  dem  abgoloitetcu  Süchäeck  uniacbnebeoe  Keg^i^hebnitt  scbtir^idi^t 
den  dem  urepüngliebco  uwscbucsbeiieii  in  Punkten,   welebe  auf  den  Lmwu 
r  und  T  liegen.  * 

Die  Subtraction  der  Gleicbung  31)  von  jener  lissl  aber  den  Reat 

und  dies  Kesultat  zeigt: 

Der  dem  abgeleiteten  Secbsecke  ©ingeacbriebene  Kegelscbnitt 

berULrt    den    dem   nrsprilngllcben   Sechsecke   umscUnebenen   in 

Ewei  Punkten,  die  auf  der  vierten  harmouigcben  anr  Linie  r* 

liege  iK 

Die  Gleiclmngen  der  Seiten  des  abgeleiteten  Seebsecke  kann  man  auch 

6ch reiben ; 

^  +  r"  =  0,  p'  +  r'=0,  ^''  +  r'=0, 

p— r  =0,         p— r  =a,  q  —r  =% 

und  bierauB   ersieht  man«  dass  die  Schnittpunkte   der  Gegenseiten  dieses 

Secbsecks  die  Punkte  sind  ^  m  welchen  r*  von  den  Linien  ^  getroffen  wird, 

wie  dies  auch  aus  einem  Satze  des  §.  2  3&n  ficblieäsen  war. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  wir  hier  aus  dem  einen  Sechsecke  ein  neues 
ableiteten t  kann  man  aus  jedem  Secbeecke  der  beiden  Gruppen,  die  nach 
den  Sätzen  IJ  nnd  11}  des  §,  \  aus  d^^nj  gegebenen  cutspriiigeUj  eiu  anderes 
erhalten.  Wir  wollen  hier  die  Gleichungen  der  Seiten  der  drei  Sechsecke 
zusammenstellen,  die  aus  Sechsecken  der  ersten  Gruppe  hervorgehen,  indem 
wir  zugleich  eine  passende  Bezeichnung  einführen.     Es  sind  die^: 

A,  =Q  +  r'         B,  ^Q+r"         C,  =^"+r" 
Af  z=f^  —  r  B^:=zQ — r  C^=Q  — f*  • 

Die  Eigenschaften  der  beiden  ersten  Sechsecke  ergeben  sich  leicht  ans 
den  eben  angeführten  Sätzen.  Wir  wollen  noch  einige  aufstellen,  die  allen 
drei  Sechsecken  gemeinsam  sind: 

Die  drei  Sechsecke,  welche  sich  aus  den  drei  zu  einer  Gruppe 
gehörigen  ableiten  lassen,  haben  die  gleichen  Diagonalen. 

Die  den  drei  Sechsecken  eingeschriebenen  Kegelschnitte  be- 
rühren die  Seiten,  deren  Endpunkte  auf  denselben  beiden  Linien 
Q  liegen,  in  Punkten  einer  geraden  Linie  nnd  die  Tangenten  der 
umschriebenen  Kegelschnitte  in  Ecken,  die  auf  einer  der  Lini^  q 
liegen,  schneiden  sich  in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie, 


■j 


u 
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Der  Sobnittpunkt  der  Linien  r  und  der  der  Linien  q  sind  har- 
monische Pole  eines  jeden  der  sechs  Kegelschnitte,  welche  man 
den  drei  abgeleiteten  Sechsecken  nm-  und  einschreiben  kann,  und 
ihre  Verbindungslinie  schneidet  daher  je  drei  derselben  in  Punk- 
ten der  Involution.     Das  Linienpaar 

ist  gemeinschaftliches  Tangentenpaar  aller  sechs  Kegelschnitte. 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  auch  aus  den  drei  Sechsecken  der  zwei- 
ten Gruppe  andere  herleiten.  Geroftss  einer  im  §•  1  gemachten  Bemerkung 
hat  man  aber,  um  die  Eigenschaften  dieser  neuen  Sechsecke  kennen  su 
lernen,  nur  nöthig,  im  Vorigen  die  r  mit  den  q  zu  vertauschen.  Wir  sehen 
so  zunächst,  dass  diese  drei  Sechsecke  aus  denselben  drei  Linien  bestehen, 
deren  Gleichungen  wir  in  22)  zusammenstellten,  nur  bilden  jetzt  die  in 
einer  Verticalreihe  stehenden  zusammen  ein  Sechseck.  Der  Schnittpunkt 
der  Linien  r  und  der  der  Linien  g  sind  auch  hier  harmonische  Pole  der  Ke- 
gelschnitte, welche  man  den  abgeleiteten  Sechsecken  ein-  und  umschreiben 
kann.     Diese  sechs  Kegelschnitte  haben  das  Linienpaar 

r«  +  r'«-fr"«=0 
als  gemeinsames  Tangentenpaar.     Wir  haben  somit  auch  die  geometrische 
Bedeutung  der  Linienpaare  erkannt,  durch  deren  Schnittpunkte  der  Kegel- 
schnitt geht,  welcher  dem  ursprünglichen  Sechsecke  umschrieben  ist. 

Aus  den  18  Linien  ,  deren  Schnittpunkte  in  22)  stehen ,  lassen  sich 
noch  zwei  weitere  Sechsecke  bilden.  Es  bestehen  nämlich  die  Glei- 
chungen : 

j4q — j4i=Bq — B^^C^-^C^^r  — r  ,      A^^ — B^A^ — Bx^A^^^B^q  — g  ^ 
Ai'-A^=Bx—B^=C,'-C^^r--r\      B^-^C^^B^—C^^B^-^C^^q—g^ 

ftoN -^«—-^o— ^a — ^0— ^t — ^0^'*' — ^  »      ^0 — AQ=Cf-^Ai=C2 — -<^2— ^' — Q  > 
^  A,+  B,  +  C2  =  0, 

A,  +  B^  +  C,  =  0, 
jit+B,+  Ct=0, 
nnd  ein  ähnliches  System  gilt  für  die  accentuirten  Grössen,  welches   man 
aus  dem  Vorstehenden  erhält  durch  Vertauschnng  von  +r„  +r/, -|-r"  mit 
—  r,,  —  r/,  —  /'.     Die  Gleichungen  der  beiden  Sechsecken  umschriebenen 
Kegelschnitte  sind  die  gleichen,  nämlich  * 

(r-ry  +  {r'-ry  +  {r"-ry-  {(^_^')«+  (^'_^")«+  (^"_^).j  =o, 
oder  nach  leichten  Kednctionen: 

(r«  +  r'«-hr"«)-(^«  +  ^'«.f^"«)=0. 
Hieraus  folgt  aber: 

Die  neun  von  drei  abwechselnden  Ecken  des  gegebenen 
Sechsecks  ausgehenden  der  gezogenen  ISLinien,  bilden  die  Seiten 
und  Diagonalen  eines  weiteren  PascaTschen  Sechsecks,  dessen 
PascaTiiche  Linien  die  drei  vierten  harmonischen  Linien  zu  den 
Linien  r  und  die  drei  vierten  harmonischen  zu  den  LltA^Xk  ^  ^v^^^ 
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und  dessen  Ecken  auf  demselben  Kegelschnitt  liegen,  wie  die  des 

gegebenen  »Secbsecks. 
Eine  andere  Art,  aus  dem  gegebenen  Sechseck  neue  abzuleiten  ist  die 
folgende.  Die  Formeln  0)  des  §.  1  seigen,  dass  die  drei  vierten  harmoni- 
schen Linien  zu  den  Linien  r  und  die  drei  vierten  harmonischen  zu  den 
Linien  ^  sich  in  neun  Punkten  schneiden,  welche  auf  den  Seiten  und  Dia- 
gonalen des  gegebenen  Sechsecks  liegen.  Zieht  man  nun  in  jedem  solchen 
Schnittpunkte  eine  vierte  Linie,  die  überall  nach  dem  gleichen  anharmoni- 
schen Verhältnisse  der  Seite  des  Sechsecks  conjugirt  ist,  so  erhält  man 
neun  Linien,  deren  Oleichnngen  sind : 

XR—liP  =0,         iIt—iiP=0,        iK'—iiP  =0, 

24)  XR—iiP'=0,        AÄ'— ^P'  =  0,        lir'—(iP'=0, 
lR  —  (iP"=0,         A/r— ^P"  =  0,         Xir—iiP"=0. 

Da  aus  diesen  ein  System  von  Gleichungen,  ähnlich  wie  23)  hervorgeht,  so 
sieht  man,  dass  diese  neun  Linien  die  Seiten  und  die  Diagonalen  eines 
Pascarschen  Sechsecks  bilden,  dessen  Pascarsche  Linien  die  Gleichun- 
gen haben : 

3Ar=0,         3Ar'=0,         3Ar"±=0, 

3|iA^=0,        3^^'  =  0,         3fi^"=0, 
und  also  mit  den  PascaTschen  Linien  des  gegebenen  Sechsecks  zusam- 
menfallen.    Die  Gleichung 

l«(r'+/' +  r  •') -p'(^»+p'»  + ?"•)  =  0 
des  dem  Sechseck  umschriebenen  Kegelschnitts  zeigt,  dass  er  mit  dem  Ke- 
gelschnitt, welchem  das  ursprüngliche  Sechseck  einbeschrieben  ist,  zusam- 
menfällt, wenn  k=ii  ist;  das  anharmouische  Verhältniss  ist  dann  in  das 
harmonische  übergegangen  und  die  Seiten  des  neuen  Sechsecks  lassen  sich 
mit  Hilfe  der  Linien,  deren  Gleichungen  in  22)  stehen,  leicht  con- 
struiren. 

Zwei  weitere  PascaTsche  Sechsecke  erhält  man  auf  folgende  Weise. 
In  jeder  der  Linien  r  und  q  liegen  drei  Schnittpunkte  von  Seiten.  Wir 
ziehen  nun  in  jedem  dieser  Punkte  eine  weitere  Linie  so,  dass  das  anhar- 
monische Verhältniss,  nach  welchem  sie  den  Linien  r  oder  q  conjugirt  ist, 
tiberall  das  gleiche  ist.  Die  neun  Linien,  welche  vom  Liniensysteme  der  r 
ausgehen,  werden  dann  dargestellt  durch  die  Gleichungen : 

Xa  —  ^a'  =  0,  Xa — ^a"  =  0,  Xa'  —  |Lia==0, 

25)  Xb—fib'z=0,         Xb'—fib''  =  0,         A6"-|[i6  =  0, 
Xc — fic==0^         Xc — |[tc"=0,         Ac" — ^c  =  0, 

und  dass  sie  die  Seiten  und  Diagonalen  eines  PascaTschen  Sechsecks  bil- 
den, sieht  man  leicht  ein.  Die  PascaTschen  Linien  dieses  Sechsecks 
fallen  zum  Thcil  mit  den  Linien  q  zusammen,  zum  Theil  gehen  sie  durch 
den  Schnittpunkt  der  Linien  r.  Die  Gleichungen  der  Linien,  welche  vom 
Systeme  der  q  ausgehen,  erhält  man  aus  25),  wenn  man  a  mit  6,  a"  mit  c 
und  b"  mit  c  vertauscht.   Durch  diese  Vertauschung  gehen  r,  r  und  r"  über 
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in  ^,  Q  und  ^"  nnd  umgekehrt;  nnd  wir  sehen  also,  dass  auch  diese  letzteren 
nenn  Linien  ein  Sechseck  bilden,  von  dessen  Pas caPschen  Linien  drei  mit 
den  r  zusammenfallen,  während  die  drei  andern  darch  den  Schnittpunkt  der 
Q  gehen. 

Ein  specfeller  Fall  hiervon  ist  der,  wenn  — = — 1  ist.  Man  kann  den 

Gleichungen  der  Linien  in  25)  dann  die  Form  geben: 

-a  +  6  +  c=0,     — a'  +  6'  +  c=0,    — a"+6"  +  c"=0, 
26)  a— 6  +  c=0,        a'— 6'+c=0,        a"— 6"  +  c"=0, 

a  +  6— c=0,         a'  +  h'—c—O,        a'  +  ft"  — c"=0. 
Die  Gleichungen  der  PascaPschen  Linien  sind  dann 
r=0,  r'=0,  /'=0, 

—  2^=0,      — 2^'=0,      — 2^"=0, 
und  durch  die  Deutung  der  obigen  Ausdrücke  erhält  man  den  Satz: 

Wenn  man  die  Schnittpunkte  der  Linien  q  (oder  r)  und  der 
^  geraden  Seiten  des  Sechsecks  unter  sich  verbindet,  und  ebenso 
mit  den  Schnittpunkten  jener  Linien  nnd  der  ungeraden  Seiten 
sowie  der  Diagonalen  verfährt,  so  erhält  man  drei  Dreiecke,  deren 
Seiten  die  Seiten  und  Diagonalen  eines  PascaTschen  Sechsecks 
sind,  dessen  Pascarsche  Linien  mit  denen  des  gegebenen  Sechs- 
ecks zusammenfallen. 


Z«iUehrm  für  Mathematik  o.  Physik.  X,  S.  27 


Kleinere  Mittheiliingen* 


Heber  deti  Einfluas  der  Gestalt  und  täglichen  Bewe^ng  dei 
BrdbaUt  auf  ßleiohgewiclit  und  teheiiibare  Bewegung  irdiecher  Gegen« 
«liaild  in  dtv  Hähe  der  OberSäche.  Von  Dr.  Ludwig  Mattdie^sex  in 
Husvai, 

Die  Axendrebiing  d<*r  Erde  und  ihre  damit  susammenliHtigende  Ab- 
weichung von  der  Kiigelgesilalt  smd  die  Ursache  einer  Anzahl  merkwürdiger 
Erscheinungen,  von  denen  hier  die  vorzügÜchsten  einer  genaueren  Betrach- 
tung unterzogen  werden  soHc^n<  Schon  EiccioH  und  Braho  verfiQchtu!ü 
in  der  Abweichung  des  fr^^ien  Falle»  von  der  Vertikalen  einen  matbematiüch* 
physikalischen  Beweis  für  die  tägliche  Bewegung  des  Erdballs  zu  entdecken 
(Äiccto/i  argumenta  fisico-matemalico  ilmoto  diurno  della  terra,  1668  Bononiaey 
Das  Problem  dieser  Entdeckung  hat  ein  merkwürdiges  Schicksal  gehabt. 
Die  beiden  genannten  Gelehrten  nahmen  irrthümlich  eine  westliche  De- 
viation des  fallenden  Körpers  an.  Mersenne  stellte  zur  Prüfung  dieser 
Annahme  unmittelbare  Versuche  an,  indem  aus  senkrecht  in  den  Boden  ge- 
grabeneu Kanonen  Kugeln  vertical  aufwärts  abgeschossen  wurden.  Diese 
Versuche  führten  indessen  zu  keinem  entscheidenden  Resultate,  da  die  Ku- 
geln sowohl  westlich  als  östlich  niederfielen,  wiewohl  hier  wiederum  eine 
westliche  Deviation  hätte  erwartet  werden  müssen.  Das  Problem  wurde 
mit  grösserer  Schärfe  gelöst  von  Newton  und  Hooke  um  das  Jahr  1670. 
Letzterer  machte  zuerst  die  interessante  Bemerkung,  dass  nicht  allein  eine 
östliche,  sondern  auch  wegen  der  Abplattung  der  Erde  eine  kleine  südliche 
Deviation  des  Falles  auf  der  nördlichen  Halbkugel  stattfinden  müsse. 
Newton  hielt  die  Curve  des  fallenden  Körpers  für  eine  Spirale,  Hooke 
für  eine  Ellipse.  Mit  ihren  Versuchen  machten  diese  Beiden  indessen 
ebenso  wenig  Glück,  wie  die  vorigen.  Die  ersten  mit  der  Theorie  überein- 
stimmenden Versuche   wurden  1^02  von  Benzenberg  angestellt.     Erbe- 
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obacbtete  bei  einer  Fallhöbe  von  235'  (Micbaelistburm  in  Hamburg)  eine 
östliche  Deviation  von  4"',0.*)  In  neuester  Zeit  hat  Puiseux  (jCompt.  rend, 
1856,  S.  Ö83)  wiederum  auf  die  Einwirkung  der  Umdrehung  der  Erde  auf 
die  Ricbtungsänderung  der  Verticalen  und  die  hiervon  abhängige  Gleichge- 
wichtslage eines  Pendels  aufmerksam  gemacht.  Im  Jahre  1862  ist  in  einer 
ausfülirlicheren  Bearbeitung  (Jahrg.  VII  dieser  Zeitschr. ,  S.  252)  die  Glei- 
chung der  Aberration  der  Richtung  der  Schwerkraft  von  der  Verticalen 
eines  Punktes  der  Erdoberfläche  von  mir  aufgestellt  worden.  A.  a.  O. 
glaube  ich  dargethan  zu  haben,  dass  diese  Gleichung  der  Aberration  in  der 
Nähe  der  Erdoberfläche  bis  zu  einer  Höhe  von  100000  Metern  sich  auf  eine 
gemeine  Parabel  reducire,  nämlich  für  einen  Ort  mittlerer  Breite 

die  scheinbare  Bahn  des  fallenden  Körpers  wegen  der  täglichen  Bewegung 
aber,  auf  die  fortschreitende  Verticale  als  Ordinatenaxe  bezogen,  eine 
NeiTsche  Parabel  yorstelle  von  der  Form 


A'=-^^, 


.  t 


wo  R  den  Erdhalbmesser,  h  die  Fallhöhe^  9  die  Breite  des  Ortes,  8  die  Er- 
hebung über  der  Erdoberfläche,  co  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Aequa- 
tors,  s  und  5,  die  südliche  und  Östliche  Deviation  bezeichnen.  Fer- 
ner habe  ich  ibid.  nachgewiesen,  dass  die  scheinbare  Bahn  eines  durch 
beide  Ursachen  influencirten  Körpers  eine  spiralförmig  gewundene,  gegen 
iV  und  0  CO ncave,  gegen  5fF  convexe  Linie  sei. 

Unter  den  Wirkungen  der  Axendrehung  und  der  durch  die  Abplattung 
verursachten  Aberration  der  Verticalen  sind  folgende  beachtenswerth : 

1.  Die  Trajectorien ,  welche  die  der  Erdoberfläche  sehr  naheliegen- 
den Niveauflächen  durchschneiden,  sind  gemeine  Parabeln, 
welche  ihre  concave  Seite  dem  nächsten  Erdpole  zuwenden. 
Sie  sind  die  Linien  der  Aberration  der  Verticalen  und  liegen  in  der 
Ebene  des  Meridians. 

2.  Ein  frei  hängender  homogener  Faden  hat  die  Gestalt  einer  ge- 
meinen Parabel,  welche  ihre  concave  Seite  ebenfalls  dem 
nächsten  Erdpole  zuwendet  und  in  der  Meridianebene  liegt. 

8.  Ein  Fadenpendel,  an  welchem  eine  Kugel  von  der  Masse  m  hängt, 
bildet  eine  logarithmische  Curve,  welche  ihre  concave  Seite 
dem  nächsten  Erdpole  zuwendet. 

4.  Ein  in  seinem  Schwerpunkte  aufgehängter,  in  der  Meridianebene 
drehbarer  Stab  strebt  sich  so  zu  stellen ,  dass  sein  unteres  Ende 
gegen  den  nächsten  Erdpol  convergirt,  also  auf  der  nördlichen 
Halbkugel  gegen  Norden  gerichtet  ist.   Wird  derselbe  am  obersten 


*)  VergL  Littrow,  die  Wunder  des  Himmele,  §.  20; 


toi  Xieiiieie  IBtAeihuigAi^ 

finde  Anfgeh&igt,  de  Ist  i^ln  unlefe»  Ende  gegen  den  Aefiiator 
geneigt,  er  ninimt  nlir  dann  eine  ybllkolnmen  rei^eele  Stellioig 
ein ,  wenn  der  AnfbXngepmikt  ein  DritUbeil  seiner  Länge  vom 
obem  Ende  genommen  wird.  Das  Hasnnram  seiner  südlichen 
'  Decliiiation  findet  statt,  wenn  die  Hdhe  des  Anfhlbig^nnkles  den 
seobsten  Ttieil  des  Erdlialbitiessers  beträgt. 

5.  Die  Bahn  eines  frei  fallenden  KOi^ers,  abgesehen  Ton  sein^  De« 
viation  nach  Osten  wegen  der  Aendernng  der  Winkelgeschwindig^ 
keit  in  Torschiedenen  Höhen,  wenn  man  allein  die  Aberration  der 
Verticalen  berflcksichti^  ist  eine  in  der  Ebene  des  Meridians  lie^ 
gende  gegen  den  nächsten  Pol  concave  Apollonische  Para* 
bei,  welche  den  Horiaoht  unter  einem  spitzen  Winkel  mit  der 
Normalen  schneidet  Der  fallende  Körper  ricochettirt  gegen  den 
entfernteren  Pol  oder,  was  dasselbe  ist,  gegen  den  Aeqnator. 

6.  Die  Bahn  eines  senkrecht  aufwärts  geworfenen  Körpers  ist  ekie 
Gurre  Tierten  Grades,  welche  in  unmittelbarer  Nähe  der  Erd- 
oberfläche in  eine  Parabel  der  dritten  Ordnung  übergeht.  Sie  ist 
gegen  den  nächsten' Pol  cotiToz  gekrümmt. 

7.  Der  abwärts  steigende  Zweig  dieser  Bahn  ist  ebenfalls  eine  Gurre 
vierten  Grades,  welche  den  Horison t  unter  einem  sehr  spitsen 
Winkel  mit  der  Normalen  schneidend  dem  nächsten  Pole  seine 
'concav  e  Seite  sukehrt  Der  geworfene  Körper  gelangt  an  einem 
"dem  Aequator  näher  gelegenen  Orte  wieder  an  und  ricocbettirt 

gegen  dou  Aequator.  Der  absteigende  Zweig  ist  mit  dem  aufstei- 
genden nicht  congruent. 

•8.  Die  Bahn  eines  fallenden  Körpers ,  abgesehen  von  der  Aberration 
der  Verticalen,  wenn  man  nnr  seine  Deviation  nach  Osten  in 
Rechnung  zieht,  ist  eine  NeiP  sc  he  Parabel,  deren  Scheitel  im 
Ausgangspunkte  liegt  und  deren  concave  Seite  gegen  Osten  ge- 
richtet ist.  Sie  liegt  in  der  durch  die  Verticale  senkrecht  zum 
Meridian  gelegten  Ebene.  Der  fallende  Körper  trifft  den  Horizont 
unter  einem  ijpitzen  Winkel  mit  der  Normalen  und  .ricochettirt 
gegen  Osten. 

D.  Die  Bahn  eines  senkrecht  aufwärts  geworfenen  Körpers  ist  eine 
Curve  dritten  Grades,  deren  concave  Seite  gegen  Westen  ge- 
kehrt ist.  Der  steigende  Körper  erreicht  ein  Maximum  der  De- 
viation gegen  lf\ 

iO.  Der  absteigende  Zweig  dieser  Bahn  ist  eine  Curve  dritten  Gra- 
des, deren  concave  Seite  gegen  0  gekehrt  ist.  Der  fallende 
Körper  erreicht  ein  absolutes  Maximum  der  westlichen  Deviation 
uud  kehrt  dabei  bis  zu  dem  sub  9)  augedeuteten  Maximum  der 
Deviation  zurück.  Die  Total  ab  weichung  ist  aber  eine  westliche 
iJD  Gegensatz  zxk  8)  und  der  Körper  ricochettirt  gegen  0. 
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11,  Ein  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  horizontal  von  S  gegen  N 
sich  bewegender  Körper  durchläuft  eine  scheinbare  Bahn,  deren 
Gleichung  die  einer  Apollonischen  Parabel  ist.  Die  De- 
viation ist  eine  östliche. 

Es  sollen  obige  Theoreme  bewiesen  werden. 

Theorem  I.  Die  Gleichung  der  Aberration  der  Verticalen  ist  bereits 
in  der  Einleitung  angeführt,  nämlich 

wo  X*= z — ,   dem  durch  die  Gradmessungen  beobachteten  und  berech- 

a 

netenWerthe  0,00669,  Jt  der  mittlere  Erdhalbmesser  =  6366785  Meter  zu 
setzen  ist. 

Denkt  man  sich  nämlich  den  Fusspunkt  0  (Taf.  IV,  Fig.  1)  der  Verti- 
calen an  einem  Orte  mittlerer  Breite  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die 
Verticale  als  z-Axe  der  Ordinaten ,  die  Tangente  des  Meridians  als  y-Axe 
der  Abscissen,  die  Tangente  des  Breitenkreises  in  0  als  x-Axe,  so  liegt  die 
Linie  der  Aberration  in  der  yz-Ebene.  Die  Grösse  der  Aberration  für 
einen  Punkt  P  ist  offenbar*) 

wo  8  die  Verlängerung  des  rad,  veci.  R  bis  P,  9  und  ip^  die  Winkel  bedeu- 
ten ,  welchen  die  Tangenten  der  Punkte  P  und  0  mit  der  Aequatorialaxe 
bilden.  Der  Winkel  MPM'  beträgt  für  die  mittlere , Breite  ungefähr  ir,5, 
mithin  ist  J  =  z:cojir,5=«.  1,0000006,  so  dass  man  d  =  z  setzen  darf,  also 

ay_6AM 

d8~~hR' 

Für  die  Oerter  mittlerer  Breite  erreicht  der  Ausdruck  -r-^-.    ein  Maximum. 

0.00 

Es  ist  nämlich  für  ar:y=ar|:yi  =  5r 

ton(po=0+A«)5r,      ianq>,=  j(l  +  A«)+  ^^^'^ 
also 


bR 

in* 

dy  _         hR^  a'y  12^  }l  — (l  +  A')«/{ 


8,d8       1  +  (1  +  X7g«'     8.dö,dq~  hR'\i  +  ijL'^l*f^f 
Für  ein  Maximum  ist  folglich  ^=1  + A',   also  x  nahezu  gleich  y.     Durch 
Integration  obiger  Differentialgleichung  erhält  man 

„       5Ä         bR 

Die  Gleichung  ist  gültig ,   so  lange   als  das  Verhältniss  s  :  8  verschwindl^t 
gegen  6  :  /?,  und  so  lange  dies  gleichfalls  eine  sehr  kleine  Grösse  bleibt. 


♦)  Vergl.  Zeitschr.  Bd,  VU,  ö.  252. 
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Wir  fiohmen  im  Folgen deo  lOOCWW  Meter  al«  dio  äusserate  Grenze  vöh 
6  ftn»  aUdMtiEi  bleibt  df :  H  immei^  nuter  deni  \Verthc  l;li3vÖ7,  ako  klein  ge- 
nug, und  *:  d  unter  3**:  (5. (ia,ö7)  =  0,000000422,  wolebes  wiederum  gegen 
d  :  B  verscKwindend  klisiu  iat    Die  slidliche  Äbweicbung  beträgt  b^i  dieser 

Aiinnbuie  42,170"'"  und  7-;  =laii£==(aiitf*a'0",10, 

Theorem  IL  Um  die  Curve  des  Gleicbgewichts  eine*  Tom  Pnnkte 
F  (Taf.  IV,  Fig.  2)  berabiiangendeu  Fadens  VPO  zu  bestitmnen,  nehmen 
wir  den  uiitersteü  Punkt  küui  Änfangspnnkt  der  Coordinaten  nnd  erinnern 
uns,  da^s  in  der  Nabe  des  Ortes  0  die  Linie  der  Aberration  überall  «is  pa- 
rallel angeaeben  werden  kann.  Die  Gleicbiingen,  welcbe  die  Bt^dingungen 
des  Glelehgewicbtü  fUr  eine  Seikurve  unsdrüeken,  sind : 

.(.^»)  +  r8,  =  .,    .(r|i)  +  «.-o. 

Die  Componenten  T  und  2  werden  durch  die  Ricbtnng  der  Verticaleu 
(Schwerkraft)  im  Paukte  P  bestimmt.  Selen  ftir  denselben  Punkt  d;  und 
d^  die  Differentiale  der  Coordinaten  der  gesuchten  Corve,  di  bnd  ^tj  die 
der  Linie  der  Aberration,  sowie  ds  nnd  de  die  zogeLörigen  Bogenelemente, 
8»  hat  man,  wenn  ^  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Fadens  an  der  Erd- 
ober fiacbe  bedeutet,  für  den  Punkt  {yz) 

g.da  *  g.da  g.dc  ' 

wo  g'  und  g  die  Schwerkräfte  in  P  nnd  0  bezeichnen.  Da  aber  diese  sich 
wenig. ändert  und  für  kleine  Werthe  von  z  nahezu 


9:g  =  R':{R  +  ty=:(l-^y.J, 


SO  wird  es  gestattet  sein,  g'=g  zu  setzen.    Weil  ferner  in  der  Nähe  von  P 
SO  ist  wegen  Congruenz  dieser  Curven  c  eine  Constaute,  und 


Ferner  sind 


a.=.y.+(|f)',  ..=n/i+(f|)'. 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Bedingnngsgleichungen  ein,  so  sind  ihre 
Integrale 


I 


.a,_».    ,./^■^^ä 


ds      bR^J 


/■+Gi)* 
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^^' 
^ä 


Nan  ist  die  Cotangente  des  Panktes  V  offenbar  kleiner,  als  die  des  Punktes. 
/*,  und  noch  viel  kleiner  gegen  die  Cotangente  eines  beliebigen  andern 
tiefer  gelegenen  Punktes  Pder  Curve,  also 


ebenso  ist 


^<  tow  £  <   5— -2  oder  0,000000843, 


aj       bR  ^dz 


also  eine  gegen  1  verschwindende  Grösse.     Hieraus  folgen  die  einfachen 
Integrale 

z 


0 

z 


0 

Dividirt  man  beide  Gleichnugen,  so  erhält  man 

^=— z,  nnd   ,?==jjry+Consl. 

Da  nun  für  y=0  auch  z=0  werden  soll,  so  ist  die  Constante  Null  und 

,     lOÄ 

welche  Gleichung  eine  Apollonische  Parabel  vom  doppelten  Parameter  der 
Linie  der  Aberration  vorstellt.     Für  2  =  ^o=l<^OÖOO"»  ist  y=21,088"»". 

Theo  fem  III.  Denken  wir  uns  den  herabhängenden  Faden  von  der 
Masse  m  und  am  untern  Ende  durch  die  Masse  M  gespannt,  so  wird  die  Rich- 
tungsänderung desselben  eine  andere  Function  von  seiner  Länge  werden, 
nnd  sich  voraussichtlich  bei  zunehmendem  M  der  Verticalen  fort  und  fort 
nähern.     Die  Gleichgewichtsbedingungen  sind 

dz  • 

weil  —  für  z=0  in  die  Einheit,  7  aber  in  M  übergeht. 

c  s 

Es  ist  also 

dy_      SAVz*      _       Zk*z* 
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w  wJS^^J^^^'ji^J^^^H^^^,^^fc»*V^   -y^  ^  M  J'U  ll^B  » 


Das  Integral  dieser  Gleicbnn^  ist 

tind  wenn  di3r  Einfachheit  wegen  rt=0  fltry=0  angenommen  wirdj  ^~iS^ 
die  Constaiite  glBich  —  (  ^  )  '<'|?waf  (  —  )  und 


d 


0 


Ug  nal 


3f+z^ 


Da  innerbitlb  der  Grenzen  unserer  Betrachtungen  die  Bogenlänge  s  und  die 
Ordinate  z  als  gleich  angeiiommen  werden  können,  eo   Ist  gemäi^s  Voraus*' 

fiGtifiUng  ^do=fn,  akofi  =  ^^  und  wenn  dies  substituirt  wird 


*        iDÄ  m     "      '       \mj      ^ 


M  +  -m 


Btelieu  M  nnd  rii  in  einem  messbaren  Yerhältnisäe  %u  ein&nder,   «e  wird  für| 
kleine  2 


Vmz^ 


(cnbiscbe  Parabel), 


Dieselbe  Gleicbnng  er^^ält  mao^  wenn  überhaupt  m  gegen  ^verschwiää 
det.     Z.  B,  fUr  m-=Q  oder  M=^iJ0  wird  ^=0  (vertlcale  Lage)- 

Theorem  IV.  Für  einen  in  seinem  Schwerpunkte  aufgehängten,  iftl 
der  Ebene  des  Meridians  liegenden,  prismatischen  Stab  glebt  es  nur  zwei 
Gleichgewichtslagen ,  die  eine  parallel  zum  Horizont,  die  andere  mit  einer 
geringen  Ablenkung  von  der  Normalen  des  Punktes  0  (Taf.IV,  Fig.  3)  gegen 
den  nächsten  Erdpol.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  des  Stabes  KL 
ist  die,  dass  die  Summen  der  statischen  Momente  gleich  Null  sind.  Bezeich- 
net CO  den  Winkel  der  gesuchten  Ablenkung,  9  —  tp'  die  Aberration  in  P,  so 
ist  die  Componente  der  Schwerkraft,  welche  in  P  normal  gegen  den  Stab 
wirkt» 


J 


Berücksichtigt  man,  dass  z  gegen  R  verschwindet,  so  reducirt  sich  K  auf  den 
Ausdruck 

L'  )     •.  2(021 

A=9  {(o+(p—(po ^>. 

Bildet  man  nun  die  Ausdrücke  für  die  statischen  Momente  der  beiden  Hälf- 
ten des  Stabes ,   indem   man   für  die  Abstände  auf  den  Stäben  die  entspre- 
chenden Längen  der  Ordiuaten  z  setzt,  nämlich 
So 

J^jw  +  9  — 9o— 2a)|W  2  —  -^J^z, 
T 
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und  '  , 

il 

igangsgleiclini] 


0 
so  erhält  man  die  Bedingangsgleiclinng 


l5V-Vi 


48 
Rlam 


=0. 


Die  Inclination  des  Stabes  ist  also  unter  derselben  geographischen 
Breite  von  der  Länge  des  Stabes  unabhängig.  Für  die  mittlere  geogra- 
phische Breite  ist  0  =  5" ,7,  Den  Aufhängepunkt  des  Stabes,  für  welchen 
CO  gleich  Null  wird,  erhält  man,  wenn  man  in  beiden  Integralen  statt  8q  und 

-^  die  Grenzen  Öq  und  /  einführt,  und  dann  oo  gleich  Null  setzt«     Die  Be- 

dingungsgleichuDg  ist  jetzt 


CD  ^   - 


■1+C-^.'^)1?-^1=«. 


2 

also  7=1^0.  Hieraus  folgt,  dass  der  Stab  die  vollkommen  perpendiculäro 
Stellung  einnimmt,  wenn  der  Aufhängepunkt  ^  vom  obern  Ende  entfernt 
ist.  Rückt  man  denselben  noch  höher  auf,  so  geht  die  nördliche  Inclination 
des  Stabes  in  eine  südliche  über,  die  ein  neues  Maximum  erreicht.  Wählt 
man  das  obere  Ende  dazu,  so  wird  1=8^  und  die  Bedingung  des  Gleichge- 
wichts ist  2  X*  An  I ,  ^^»  ^f,  ^ 

bR 
Der  Sinn  des  negativen  Vorzeichens  ist  klar  genug.     Es  giebt  zwei  Grenz- 
werthc  von  co,   welche  man  aus   der  allgemeinen  Gleichung    des  Gleichge- 
wichts findet,  indem  man  oo  nach  /  differenzirt  und  den  Differential  Quotien- 
ten gleich  Null  oder  oo  setzt.     £s  ist  nun 

8,      .  34^0 
(0  —  «-  w  - 


dm  Ä       •    5Ä 


2"^Ä        3Ä 


Für  den  ersten  Fall  ist 
U'8. 

n\  r—  _  z 


=-  — 000'c",09  (südlichste  Inclination). 


bJt 

Der  entsprechende  Werth  von  /  ist  i?  :  6. 
Für  den  zweiten  Fall  ist 

2  "^  Ä        8Ä  '  2* 

Der  entsprechende  Werth  von  co  ist 

(p  ==  I X*  =  0^0' 5" ,7  (nördlichste  Inclination). 
Bei  einem  homogenen  I^rdcUipsoid  würde  dieisiill)«  ^'  ^  Wvx^^v^w. 


Kleinere  Mittbeilungeo 


Aus  dem  ersteren  Wertlie  vnn  /  folgt  die  merk  wiirrj ige  Thatsache,  ditsi 

bei  DOcb  weiter  wachi^eDdem  /  riie  Inclmatinn  eineu   constanten  Werth   aa* 

nimmt^  und  dor  Stab  also  steh  piirallel  seiner  Richtung  gegen  den  Äequator 

in  bewegen  muss-    Ftir  denselben  GrexiÄ  werth  von  l  ist  die  südliche  Äblen- 

ng   des  untern  Ende!]   von  dem  Fusspunkt  der  Verticalen  des  Aufhänge* 

punktes 

=  0,00efl9M0*  Meter  =  448,9"", 


IO=i^  Metern 


I 


10 

Diese  L&ee  des  Stabes  ist  zuglaich  die  Stöhne ,   welche  den   obersten 
ie  der  Aberration  mit  ibrena  Scbeitel  0  Terbindet* 
V,    Wir  nehmen  vorläufig  den  Fusspunkt  Ö  (Taf.  IV,  Ftg.4) 
n  wfll^Kpr  diA  Bahn  ikrflti  Anfang  hftt,   als  Coordjnatenan- 


ngspunkt  an. 

n  Winl 
3»  Äxen  einschm        i|     i 

^1  +  . 


■f*®  ^~2  ^^*^  ^,  welche  den  Cy». 
Q  die  Richtungen  der  Kräfte  mit 

=  ~2g — ' 


üft  aber  (  ^^j  gegen  die  Einl     ;  verBchwindend  klein  bleibt,  bo  k 


den  beiden  Gleidiungen  eine  einfacbere  Gestalt  geben,  nämlicb 


ann  man 


81" 


=  -2ff, 


B'y 


,»1. 


e^=-^^ä£=-' 


Durch  Integration  erhält  man 

dz 


y^=/4f7(^o— ^)»    «=^0— ^^ 


und  weil 


dfi      QX*z 


ist,  so  ist  noch 


Die  Constante  wird  gleich  Null,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist 
Unter  dieser  Annahme  erhält  man  durch  abermalige  Integration 

worin,  der  Voraussetzung  gemäss ,  die  Constante  gleichfalls  Null  ist. 
stituirt  man  den  Werth  von  t  aus  z,  so  wird 

Hieraus  ergiebt  sich  für  z  =  0  der  Werth  der  südlichen  Deviation 


Sab- 


r=-i^^  = 


B 


70,29" 


£>er  Körper  erreicht  also  nicht  völlig  den  Werth  der  Subtangente  der 
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Aberrationslinio    des    obersten     Punktes    der    Bahn ,    welche    gefunden 
wird 


Da  weiter 


y,  =  -J-Y  =84,352« 


dz      5Ä     ,        .      ., 


80  findet  man  den  Winkel,  unter  welchem  der  Horizont  in  G  getroffen  wird, 

gleich 

dz      n       4AMo 

arctan  ;r-  = ^* 

dy      2         5Ä 

Der  Körper  ricochettirt  mithin  gegen  den  Aequator.    Der  Ort  des  Scheitels 

der  Parabel  liegt  unter  dem  Horizont  und  ergiebt  sich  aus  der  Relation 

2z  +  4^0  =  0,      2  =  — 2^0=  —  200000"*. 


Für  diese  Ordinate  i8ty= ^^^     Substituirt  man  t,  —  2^^  statt  z  und 


y,  statt  y ,,%  so  ist  die  Scheitelgleichung  der  Bahn 

,       ÖÄ 

Die  Richtung  der  Bahn  im  Anfange  der  Bewegung  ist 

dz_        fjR  _dz 

also  mit  der  Aberration  gleich. 

Theorem  VI.     Um  die  Bahn  eines  vertical  aufwärts  geworfenen  Kör- 
pers (Taf.  IV,  Fig.  5)  zu  bestimmen,  rechnen  wir  die  positiven  Abscissen 
gegen  den  Aequator  hin  vom  Anfangspunkte  aus,   Ist  a  die  Anfangsgeschwin 
digkeit,  so  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung 

^  =  — 2ör,     z  =  at  —  gf, 

Durch  Substitution  von  i  aus  z  erhält  man  eine  Curve  vierten  Grades.     Es 
ist  nämlich 


Addirt  man  hierzu 


g     g 


'^'-2afi-gt^, 


so  wird  ,         •  ^  I  ö  Ä 

2«  =  ö«/»  +  -r.y, 


g^' 
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und 


■y-'-'-S'-ii-'-T'} 


e  Grenze  i       Werthes  von  a  wird  bostlnimt  durch  j/4*f6a*     Ilierftus  nnd 
ii8  fjj=^^^'d,  - 1/  findet  man  weiter  die  heristontale  Geschwindigkeit  im  hoch- 
«tcn  Punkte  der  Bahn 

nd  al&  das  Maximum  der  sUdlit^Uen  Deviation 

S^*  =— r:^  V  =  — 42,170""", 


^e  Ton  t  ist 


£he  Parabel)* 


elf 


e  Bahn  ist  gc^f  gekrümmt 

Theorem  un     iweig  der  Bahn  wird  gefatid^i 

wenn  f  fortan  ro^  -  n  an  gerechnet  wird, 

8# =-  ''•^-Ä  f^«-  .    r  »^  5^  (*•'- 1  'V + ^"'•*'- 

l'Ur  /=t)  ist  aber,  wie  ob« 

"''        »=-»l|(v-|'')-S'->^-'  +  *"'^ 

Verlegt    man    den    Coordinatenaafangspunkt    von    0  nach   0\    so    wird 

Uierans  lässt  sich  i  vermittelst  der  Beziehung  z=dQ — gi*  eliminiren 

Die  Gleichung  ist  eine  biquadratische  und  von  der  Bahncurve  in  V  nur  um 
das  Glied  —  8^^  J^^oC^o  ~"  ^)  verschieden.  Man  kann  sie  aus  jeuer  ablei- 
ten, wenn  man  annimmt,  dass  die  Ordinatenaxe  0|Z|   mit  der  vom  Körper 


im  höchsten  Punkte  seiner  Bahn  erlangten  Geschwindigkeit  (  ^  )     fort- 
•  Zeit  i  ist  dieser  Fortschritt 


schreite.     Nach  der  Zeit  i  ist  dieser  Fortschritt 


Kleinere  Mittheilungen«  413 

also 

5Ä 


Der  absteigende  Zweig  der  Bahn  ist  gegen  den  Aequator  convex  und  ihr 
Scheitel  unter  dem  Horizont  gelegen.     Denn  für  ( -=- j  =0  ist 

2^  +  4^0  +  4  — =!^=0,     z=— 3^0  =  — 300000«. 

Für  2  =  0  ist  bRy  :  i*  =  —  13  V>  also  ^i©  südliche  Abweichung  O^G  gleich 

13i* 
—^  dfl*.     Die  Totalabweichung  OG  beträgt  also 

13i* 

Um  den  Winkel  zu  finden,  unter  welchem  der  Körper  den  Horizont  in  G 
trifft,  hat  man 

also  für  2  =  0 


—  —dV  =  - 224,94« 


dy      n      8iMo 

dz      2        5Ä 
Der  Körper  ricochettirt  mithin  gegen  den  Aequator. 

Theorem  VIII.  Bezeichnet  w  die  Winkelgesdlwindigkeit  eines 
Ortes  von  der  Breite  q>  in  der  Richtung  der  Verticalen,  o)  die  Winkelge- 
schwindigkeit eines  Punktes  des  Aequator s,  so  ist  w  =  ca  cos  q>.  Nimmt 
man  die  Verticale  des  Anfangspunktes  V  der  Bahn  (Taf.IV,  Fig.6)  zur  Or- 
dinatenaxe,  die  Horizontale  derselben  zur  Abscissenaxe,  so  ist  die  Ordinate 
M  die  Fallhöhe  und 

s^=:whtcosq>=r:z(ohtcosq>*^     h  =  g^^ 
mithin  die  scheinbare  Bahn  des  Körpers  bezogen  auf  die  veränderliche  Or- 
dinateuaxe 

h^=—^—..^  (Neil's  Parabel); 
(iircosq>*      ^  '' 

die  Grosso  5,  oder  OG  der  Abweichung  eines  fallenden  Körpers  vom  Fuss- 
punkte  0  der  Verticalen  beträgt  für  die  Fallhöhe  100000"*  an  einem  Orte 
mittlerer  Breite 

Den  Winkel,  unter  welchem  der  Körper  den  Horizont  trifft,  findet  man  aus 

dh_         2gs        __2Ä 

ds      3w'cü5  9)*Ä*      3ir' 

dh      n      3* 

arcian:r-  = -; 

ds       2       2ä' 
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der  KSrper  rieoehettirt  mitlifii  gegen  Ostai  (bei  grossen  Söhea  elwas  Sil» 
östlich). 

Theorem  IX.  Üer  aofsieigende  Zweig  der  scheinbarai  Bahn 
(Taf.  V,  Fig.  7)  ein^  vertieal  avfwirU  gew<Mrfenen  Kürpera  wird  gehmiiä 
ans  den  Relationen 

wo  i^  die  höchste  ßteignng  hezeichnet.     EUminirt  man  ^  so  wird 

Für  kleine  x  geht  diese  Gleichong  der  Bahn  über  in  die  einer  Parabel 

mcosqr 
Ferner  findet  man  leicht 


dz  y\g\.neost^z  —  2^« 

ULfi  %  =  ^—  SS3S  = 1 

also  für  das  max.  oder  min,  von  kmt 


0=  ncöSfp^yAgS^z  —  2g  x. 
Wenn  man  hieraus  x  bestimmt  nnd  in  die  GleichoDg  der  Bahn  einsetzt,  so 
wird 

mithin  ein  max.  t^  zsO,  ein  mdr.  für  zstfo*    ^  letzteren  Falle  eiliitt  man 
die  grösste  westliche  Deviation,  nämlich 

x^  =  ai  cos  fp^y-.  ^0  =  521  ~. 

Die  Zeit  des  Aufsteigens  ist  t^^=^  j/ö^  : g  oder  ungefähr  2' 2l'',4.    Differenzirt 

ma  X  nach  l^  so  erhält  man  die  scheinbare  horizontale  Geschwindigkeit  des 

Körpers  im  höchsten  Punkte  V  seiner  Bahn,  nämlich 

dx  f  dz\ 

—  =  mcostp^  /  J^4-  /      j  =  «.cos<p*.do  =  3,64*", 

indem  —  an  dieser  Stelle  gleich  Null  wird. 

Theorem  X.     Von  dem  Wendepunkte  V  der  Bahn  (Taf.  IV,  Fig.  7) 
an  gerechnet,  ist  nun  offenbar 

Ä:  =  a}C05<p'|do^o+  ^('  — Oti 

5,-z  =  g{t-Q\     t-t^  =  y2l—. 
Snbstituirt  man  diesen  Werth  in  die  Bahngleicbung,  so  wird 


X 


=  «co«v'jv.  +  «/^j, 


und  wenn  man  x — a:^,=a:i  setzt 

^  —  io^  +  g    t"^''   4=0. 
"      *  ^  ar€0S(p* 
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Für  z  =  0  und  S^  wird  ^^ =0,  d.  b.  der  Körper  erreicht  am  Fnsspunkte  der 

Normalen  des  Gipfelpunktes  V  der  scheinbaren  Bahn  wieder  den  Erdboden. 

Seine  gesammte  Deviation  ist  (ilso  westlich,   sie  beträgt  ebenfalls  521"*. 

Es  giebt  aber  zwischen  z=0  und  z=Öq  ein  max,  der  Deviation  gegen    W 

dx 
und  wird  gefunden ,  wenn  man  — -  =  0  setzt,  oder 

V  z 
^      2S^z  —  Zz\   ,  , 

Igx^ 
also  2^^=!  dg,  während  die  Deviation  x  selbst  beträgt 

a?  =  aro  +  a?^^  =  «cosqp*^-^do(l  +  /^)  =  719-. 
Der  Winkel,  unter  welchem  der  Körper  in  G  aufschlägt,  wird  gefunden  ans 


dz^  2gxx  ^j/oV^fi — z,(acos(p^ 

dx~'(2öf^z  —  Zz*)m^C08(p^~  ^ö^—Zz 


welcher  Ausdruck  für  z=0  die  Form  7^  -^ :  oacosq>*  annimmt.     Mithin  ist 

dz      it       mcosw* 

arc  tan  r—  = — ^. 

Der  Körper  ricochettirt  folglich  gegen  Osten. 

Da  ferner  —für  «  =  0  oder  9  =  —  gleich  00  wird,   so  folgt  hieraus, 

dass  in  beiden  Fällen,  also  am  Pole  stets  und  am  Aequator  aus  in  diesem 
speciellen  Falle  die  scheinbare  Bahn  eine  Gerade  ist.  Das  Hauptmaxi- 
mum der  Deviation  befindet  sich  über  dem  Aequator  und  zwar  westlich 
1438  Meter  für  do  =  100000  Meter. 

Theorem  XI.  Seien  die  Tangente  NS  des  Meridians  des  Ortes  0 
(Taf.  IV,  Fig.  8),  sowie  die  Tangente  WO  des  Breitenkreises  die  Coordina- 
tenaxen  der  Horizontalprojection  der  scheinbaren  Bahn  OG.  Nehmen  wir 
ferner  an,  die  Breite  des  Punktes  0  betrage  «jpg,  die  irgend  eines  andern 
Punktes  der  Bahn  9»,  so  ist  offenbar 

ff  =  vtj      xz=  mrlfcosfp^--  cosq))  sss  2a)r/*in  (5?o_r  j  ,,>,  Iz. ??j. 

Da  man  aber  wegen  der  sehr  kleinen  Grösse  9  —  9^  für  den  Sinus  den  Bo- 
gen sclbst^setzen  darf,  sowie  für  sinl^ jden  Werth  sintp^^  so  geht  die 

zweite  Gleichung  über  in 

x  =  (orisin<Pf^  —  =i<ot  sin  tp^y^ 
und  wenn  man  /  eliminirt 


V  »«n^o 
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Um    die   Ideen   ^ti    fixireii   «den    för  eine  Oeaclititxkiigel  vst=100Ö'"    önd^i 

^^=8000™,  so  würdü  faotrtigen  ^| 

eine   Grösse   der   DeviatioBi    dio  »ich   der  BeobftelHung  kaum   enlaiebea 

dürfte. 


üeber  ein  geometritches  Theorem  vom  JaoabL 
In  Crcllc's  Jouroal  (t.  XII»  p,  139)  hat  Jacob!   folgenden  Satz  auf- 
gestellt : 

Sind  ä\&  DislanEen  eines  Punktes  n  7on  drei  festen  Punktca 

m^  u>\  m"   respective   gleich   den  Distanzen   emea  Punktes  p   von 

•  drei  festen  Punkten  o,  o\  o\   bewegt  sich    der  Punkt  «  in    einer 

Ebene,  eo  beschreibt  der  Punkt  ja  eine  FlÄche  zweiten  Grades, 

Unter  Voraussetzung  eines  orthogonalen  Coordfnaten Systems  seien  |, 

»^1  %  und  X,  j/,  z  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte  7^  und  p\  ferner  i»,  §^  3^; 

a\  ^1  y\  ^\  ß\  y"  ^i^  Coordinaten  der  drei  festen  Punkte  m,  m\  0";  eud- 

lieh  ^,  ö,  cj    fl',  !f\  c';   fl*\  Äf",  c'*   die  Coordinaten   der   drei   festen  Punkte 

Die  Bedingungen  cojr  =  op,  tan^^o'p^  to"»^=:o"/>  geben: 

t)    (S-«)'+(i?~-/J')'+(t-/)'=(*-«)'+(y-&')»+(^-c')«, 

f(i-«T+(i?-n*+a-/o'=(^-«7+(y-n'+(*-o*- 

Setzt  man: 

3)  {co*i  +  t}COSn  +  {:cosy  =  c, 

wo  l,  n,  V,  t  Constanten  sind,  so  drückt  diese  Gleichung  aus,  dass  der  Pankt 
ff  in  einer  festen  Ebene  liegt. 

Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 

Ux  —  a  )'  +  {y-6  y  +  it—c  )»=r  . 

3)  j(^_a')»+(y_fr').+  (j_c')«=r', 

((«— «7+(/s'-/s")*+(/-/')*=a . 

4)  { («  -  «")'  +  (ß  ~ß'y  +  (y  - /')'=»' , 
/(«-«')«+(/» -^)'  +  (y-/)»=r. 

a"  C05  A  +  /J"  COÄ  fi  +  /'  cosv  —  t =q\ 
Mittelst  der  Gleichungen  l),  3)  und  4)  folgt: 

2(«_|)(„'_|)+2(^_,)(/r_,)  +  2(y-t)(/-t)  = 

(s-«)'+(ij-«'+a-yr+(i-«)*+ ('?-^)*+ a-/)* 

-|(«-«)'+(|S'-ft'  +  (y'-y)»}  =  r+r'-a". 


I 
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8) 


^= 


^= 


Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

l(«-S)(«'-|)  +  (^-,/)(/r-,,)  +  (y-0(/-{;)=«(r  +  r'-r), 

6)  j(„_|)(«"_|)+((S_,)(^'_,)+(y_t)(/'-f)  =  4(r  +  r"-«'), 

/(«'-|)(«"-|)  +  (^'-,,)(/J"-,,)+(y'-J:)(y"-Ö=«(r'+r"-d). 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  5)  folgt : 

|(a  —^)co8k  +  {ß  --fj)coS(i  +  {y  —  f)co*v=p  , 
(a"— |)co5A+  (jS"— i2)co5^  +  {Y'—t)cosv~Q\ 
Die  Elimination  von  £,  17,  ^  zwischen  den  Gleichungen  l)  und  2)  lässt  sich 
leicht  mittelst  der  folgenden  Determinante  ausführen : 

«,      ßy      y,    1 
«>       ß'y       /,     l 
«  »      P  ,      y  ,    1 
co;A,   eo^^,  C05V,     0 
Es  ist  nun  auch: 

«  — i,    ^  —1?,     y  — f,     1 

«— {,    /^  — 1?»    y— f»    1 
«"—I,    13"—^,   y"— &    1 

cos  Xy        cos  f4,       eof  V,     0 
Diese  Gleichung  quadrirt  giebt,  mit  Rücksicht  auf  1),  3),  O)  und  7): 

i+r,  i  +  4(r  +  r'~0»  1  +  i (^  +  r"- d'),  ^ 

l+i(r  +  r"-d'),   l  +  4(r'  +  r''-*  ),  1+r",  ^" 

*  '*  • 

^»  ?  >  P  1  i 

Zieht  man  in  der  Determinante  auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden 
Gleichung  die  Elemente  der  ersten  Vorticalreihe  von  den  Elementen  der 
zweiten  und  dritten  Verticalreihe  ab,  so  folgt: 

1  +  r,  4(r'-r-r),  i(r"-r-Ä'),  ^ 

l  +  hir  +  r^n.  4(r-r  +  0,  i(r  -r-a  +  a"),  Q 

l+4(r  +  r"-a'),  4(r'-r-a+a'),    4(r"-r  +  a'),  q' 

Zieht  man  in  der  rechts  stehenden  Determinante  die  Elemente  der  ersten 
Horizontalreihe  von  den  Elementen  der  zweiten  und  dritten  Horizontalreihe 
ab,  so  erhält  man : 

i  +  r,  \ir-r~6"),  iir'-r-i^),  f 

W-r-i'l  4(«'+*"-«).  i-  9"-9 

Zieht  man  in  der  Determinante  der  Gleichung  8)  die  Elemente  der  ersten 
Horizontaireibe  von  denen  der  zweiten  und  dritten  ab,  so  folgt : 

a— «,     /?—/?,     /  — y 

j=    «"-«,   r-A   y"-r 

cos  k,       cos  n,       cos  V 

Zrllkrhrifl  f.  Mathrniatik  u.  Physik.  X,  S.  ^ 


^  = 


9) 


4*  = 
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.=«. 


Diese  Gleichung  quadnrt,  giebt,  mU  RückEieUt  auf  4)  nnd  5) 

Zerlegt  man  die  Determmnnte  in  0)  in  pnrtiello  DeteFmlnnnlon^  welche  dm  ^ 

Elemente  der  erttaa  Horisontplreihe  sn  f  aetor e»  ImUi^  «o  laLaadi  10)  der 
Factor  toh  1-f  r  gMdi:^i  die43kMh«pg9>inp41ttards^ 

oder  entwickelt : 

«(r-0(r— 0  +  r(rVr)(/-0+d"(r''— r)(r"~r')  +  *r«*' 

+ rS(+i+d*+r)  +  r'r  (— a+ d'—a'^ +r 'r  (— *—  r+o 

Die  ▼orstehende  Glcdebuim;  eiithlU  dae  BesulUt  der  Elimiitatimi  wa  {» fif 
zwischea  den  GleichiiBgen  iXwnd  2}.  Jf  it  Sücksicht  auf  die  Gleichiiagea 
3)  ist  nnidittelbar  etricbtÜch,  daes  die  GIei#iiang  11}  in  Beaie}ii^g  auf  r,y,t 
vom  aweiten  Grade  ist* 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  11)  durch  f(ryr\r')^  so 
finden  folgende  Gleichungen  statt: 

\dt*dr*      \drdr')~dr*dr'*      \br  dr")  ~ dr*dr"*      \drdr")~ 


15)1 


ay    «*/•      ay  a«/* 


»•/• 


9'r     ay 


ay 


drdr'drdr"      dt*drdr" 

ay     ay 


drdr  dr  dr" 

ay   ay 


drdr  drdr"      dr"*drdr 


dr'^dr  dr" 


14)  iif=:a'+ *'•+*"'— 2dd'—2öa"—2d'r 

+4|«(p-*')(f-e")+<''(e'-e)(e"-p)+*"(p"-f)(p"-e')|. 

Aus  der  Gleichung  12)  oder  aus  den  Gleichungen  13)  ergiebt  sich  unmittel- 


bar die  folgende: 


15) 


ay      ay      ay 


dr*  '  drdr"  drdr" 
d*f        d*f        h*f 

drdr"  dr*  '  drdr" 
d'f         d*f         d*f 

drdr'"  drdr"    dr"* 


=0. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Oleichnng  14)  findet  man : 

dx*~di*\dxj  "^  dr'Adx)  "^  dr'*\dxj  "^    drdr'dxdx 

^'drdr'dxdx^    dr'dr'-dxdx  ^    "' 

ay        d'fdrdr       d*fdr'dr         d*f  dr'dr" 

dxdy^dt*dxdy'^dr'*dx  dy"^  dr"*  dx  dy  "*" 


drd 


gy    (drdr       dr'dr\         d*f    /drdr"      dfdr''\ 
r\dxdy'^dxdyj'^drdr"\dx  dy'^dy  dx) 

ay    (^^,^Sr\ 
r'dr"\dx  dy     -dy  dx)' 


dr 

Mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen    and  einiger  analogen  folgt,  nnter 
Zuaiehnng  der  Gleichungen  13): 

^  dx*dy*     \dxdyj  ^  dx'dt*     \dx  dt)  "^  dy'dz*     \dydz/~ 
-M\g'9"-h^  +9g"-h'*+g9-h"*+i  {hh'-g"h")+2  (hk"~g'h')+2  (h'  H'-gh)  | 

+  UM*. 
In  der  vorstehenden  Gleichung  ist  zur  Abkttrznng  gesetzt: 

^~\dx)  ■^\ay/'''U*/'         dxdx'^dy  dy'^dt  dz' 

^~\dx)  ■''vay/  "^Va«/'    ~dxdx'^dydy'*'dt  ä7* 

Setzt  man : 

(«-a')*+(ft-ft')*+(c-c')*=P".  (a-a'0'+(6-ft")'+(c-c")*=p', 
*''•'  (a'— o'O*  +  {b'  —  b"y  +  {c'—c"y=p, 

ao  geben  die  Gleichungen  17) :    . 

g=:Ar,  A"=2(r+r'-p"), 
g'=4r',  A'=2(r+r"— p'), 
g"=4r",         h  =2(r'+r"— p  ). 

Die  Gleichung  16)  geht  hierdurch  ttber  in: 

1Q^ ,  tgy  gy   { gy  y  ,  g*/"  gy  /^  y/^  y.d'fd'r  ( ey  v)  ^ 

^*|aa;'ay*    Va« ay/ "^ aa;'a*»    Vaxar/ ^ay*a*«    va^az/f 

^1  P*  +P'*  +p"'  — 2pp'— 2pp"— 2p'p"j 

+4iif|p(a'+a"-Ä)+p'(a  +  d"-a')+p"(« +  «'—«")! 
— 8{p(f-^0(p-?")+p'(e'-e)(e'-?'0+p"(f"-?)(*"-eOJ* 

+  3*». 
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Annlog  folgt: 
20) 

2!p(S'+d"- «!)+/>'(<»  +  '»"  — <J')+P"(*+(J'-«")| 

-^\p{a-ii%v-fi")+p'[9'-aW~ii")+p"W'~9)W-9': 

+  3Jlf. 
Miiltiplicirt  man  die  Gleicliung  15^  mit  der  Determinante: 

?r  3r^  .9r" 
8«'  dm'  Tx 
a  r  dr'  dr" 
3y'  0y'  dy 
8  f     gr'     »r** 

die  SU  erUaltctiP  Gleicliung  noch  ciDiual  mit  der  DcterminftiilA  21),  so  folgt: 

3V      „  ,    «Y  ,    9Y 


21) 


-jf,  i 


3  a- ay' 

SV 


i 


4ir,^-^.i 


Diese  Glelcliuug  m  Verbindung  mit  10)  und  20)  giebt 

d*r       S'f       ay 


t 


s«/- 


dy  dz 


4-fV—  ^ 


=  0* 


av       ^Y       ^Y 


8i^' 


aY       g'/     _^Y 

+  2p't*  +  ^"  — *')+2/>"(*  +  Ä'  — tf") 
-4{i.(p-p0(?-O+P'(?'-(i")(^'-^)+P"((>"-e)(^"-(»')} 

Substitnirt  man  hierin  für  M  seinen  Werth  aus  14),  so  folgt: 

aY        aY        ^Y 


aY        eY        aY 

a^  '   dy  dz 

aY        ^Y 


aa:  ay' 

aY      

dxd'z'    dy  dz'       az« 

Durch   diesen   Ausdruck  fttr  die  Determinante  der  Gleichung  d^r  Fläche 
zweiten  Grades  ist  die  Art  der  Fläche  bestimmt.    Die  Quantitäten  j9,  p'^  p'* 
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Bind  die  Quadrate  der  Verbindangslinien  der  Punkte  o,  o',  o'';  ebenso  sind 
d,  d\  d"  die  Quadrate  der  Verbindungslinien  der  Punkte  »,  a>',  co";  endlicb 
sind  Qj  q\  q"  die  Perpendikel,  gefällt  von  den  Punkten  od,  co',  q)''  auf  die 
feste  Ebene.  Oebt  die  feste  Ebene  durcb  die  Punkte  oo,  (o^  g)'\  so  ist 
^=0,  e'=0,  e"=0. 

IMe  banptsäcblicbsten  Fläcben  zweiten  Grades  ergeben  sieb  durcb  die 
Annabme,  dass  die  Punkte  m^  g}\  m"  und  o,  o\  o"  die  Spitzen  zweier  gleicb- 
scbenkligen  Dreiecke  bilden.  Nimmt  man  der  Einfacbbeit  balber  an,  dass 
die  Punkte  o,  (o^  f»*'  in  der  festen  Ebene  liegen,  ferner  die  Ebene  durcb 
die  Punkte  o,  o',  o"  zur  Ebene  der  x  und  y  und  die  Mitte  von  o\  o*'  zum 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  bat  man  folgende  Gleichungen : 

^=0,         p'=0,         p"=0, 

c=0,         c'=0,         c"=0, 

22)  a=0,         a'r=im,        a'^z=^m, 
6=w,         6'=0,         ft"=0. 

Setzt  man  noch  d=49',  so  gebt  die  Gleichung  11)  wegen  der  Gleichungen 
22)  ttber  in: 

23)  +  nyq^  (2q'  +n«-m«-d')+?*  (^^^^T^J 

Nimmt  man  d'=2q*+n* — m*,  so  geht  die  Gleichung  23)  über  in; 

qt  +  ^^^tj^n^  +  gt^^t—  1' 

Diese  Gleichung  repräsentirt  für : 
9*  >m*  das  Ellipsoid, 

rn^^q*,  n'>m* — ^*  das  einschalige  Hyperpoloid, 
»»*>^*  +  w*,  2^*>wi*  —  n*  das  zweiscbalige  Hyperboloid. 

Setzt  man  in  23)  d*=q*+n\  so  folgt: 


qt^gt—rn'       n^n'\      4       ^    )' 


Diese  Gleichung  repräsentirt  die  beiden  Paraboloide  je  nachdem  q^^mK 

Dr.  Enneper. 


XXXL  Die  PolariiationBbatterie»  ein  neuer  Apparat  zur  Heryor- 
bringung  einet  elektrischen  Stromes  von  hoher  Spannung  und  constanter 
Stärke  mit  Hilfe  eines  einzelnen  galvanif oben  Elementes. 

•  Unter  diesem  Titel  hat  Herr  Julius  Thomsen  in  der  Zeitschrift  für 
Physik  und  Chemie  III,  Kopenhagen  J864,  auf  eine  von  ihm  erfundene  neue 
Einrichtung  der  Gasbatterie  aufmerksam  gemacht,  und  daselbst  die  Hoffnung 
stt  erkennen  gegeben,  dass  die  von  ihm   getroffene  Einrichtung  d^\  V^l^-sSa 
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gute  Dien  sie  ]  sten  werde.  Die  Pogge  od  orf 'sehe  Wippe  selielnt  sich 
kaum  zu  eitiem  Apparate  umgestaUeti  zu  lassotif  welcher  bei  der  Yerwen* 
duQg  vieler  PolarisationaseHeD  (um  hebe  Sptnüting  za  erreicheo)  ein©  be* 
queme  Handbabung  gp.^tattet-  Herr  Themsen  hat  die  Aufgabe  zu  lösen 
versucht,  eine  bequem  «o  bandliabendc  Gasbatterie  mit  raÖgliehBt  vielen 
Zellen  2u  con^tmiren  nnd  bat  leine  aus  diesen  Bestreb  an  gen  hervorgegan- 
gene Polarisalionsbatterje  in  dem  oben  citirten  32  Seilen  langen  Anfsai«e 
heacbriebeu  tind  abgebildet,  die  Principieu  ihrer  Constructiou  theoretiscb 
erläutert,  vorläufig  Einiges  über  die  Leistungen  des  gedachten  Apparates 
bekannt  gemacht  nnd  mit  hi§torisclien  Notizen  über  die  Gasbatterien  über- 
haupt den  BeschluBB  gemacht  Die  Thomaen 'flehe  Batterie  i&t  so  einge- 
richtet, das»  unausge****^ -»ßlarr^T,  T,«J -»«tiaden  wird,  so  dass  ein  völlig 
constanter  Strom   zur  ..  omi    m  mnss*     Die  in  dem  Äufsatae 

beschriebene  Batterie  en  mit  Wachs  ausgelegten  Holz- 

kästen,  die  znsammAn  Ltinplatten  in  paralleler  Anfstel- 

long  enthalten,  s  hr^iden  Küeten  gebildet  werden*     Dft 

der  Abstand  zweier  PIi  I     "  m   ist   die  Länge  jedes  Kastens 

12&'"'",  die  Breite  der  Zellen  i§  -  ,  die  Tiefe  80*"'^.     Diese  Zellen 

werden  mit  reiner  verdünnte]  etelsl     3  bi»  zu  5*"""  vom  Rande  gefüllt, 

Die.sea  Arrangement  ist  sehr  m  cb,    weil  die  Platin  platten  selbst  die 

Zellenwitnde  bilden. 

Wenn  man  nun  von  einem  eon^tanten  Elemente,  welche»  im  Stande  ist, 
Wasser  zu  zersetzen,  beide  Elektroden^  die  mit  dem  Abstand  von  ■^'""*  j^n- 
rallel  endigen,  in  die  Hand  nimmt  und  kurze  Zeit  die  Wände  der  ersten 
Zelle,  dann  die  der  zweiten  Zelle  u.  s.  w.  berührt,  so  haben  sieb  nach  der 
Berührung  aller  Zellenwände  in  der  nämlichen  Weise,  z.  B.  alle  rechts  lie- 
genden Zellenwände  der  beiden  vor  den  Experimentator  gestellten  Kästen 
mit  ff,  alle  links  lie'genden  aber  dann  mit  0  überkleidet. 

Verbände  man  nun  beide  Kästen  unter  einander  utid  auch  die  End- 
zellen durch  einen  Draht  metallisch,  so  würde  der  Folarisationsstrom  in  den 
Kästen  von  der  rechten  nach  .der  linken  Hand  gehen.  Dieser  Strom  muss 
aber  bald  aufhören,  "weil  derselbe  durch  seine  elektrolytischen  Wirkungen 
die  erregenden  Gase  an  den  Platten  wieder  aufzehrt.  Wenn  man  nun, 
während  der  Polarisationsstrom  geschlossen  bleibt;  mit  den  ladenden  Elek- 
troden sich  gleichförmig  an  beiden  Kästen  hinbewegt,  so  bleiben  die  Wände 
jeder  Zelle  eine  gewisse  kleine  Zeit  mit  dem  ladenden  Elemente  verbunden 
und  der  Polarisationsstrom  bleibt  daher  immer  von  gleicher  Stärke,  so  bald 
man,  nachdem  man  mit  den  ladenden  Elektroden  an  das  Ende  der  Kfisten 
gekommen  ist,  wieder  mit  dem  Laden  der  ersten  Zelle  beginnt  u.  a»  w.  fafri- 
fährt.  Herr  Thomson  lässt  nun  dieses  unausgesetzte  Laden  durch  tien 
sogenannten  Vertheilungsapparat  besorgen ,  welchem  durch  ein  Uhrirexk 
eine  gleichförmige  Bewegung  gesichert  ist.  Die  Kälten  stehen  stt  beiden 
Seiten  des  Fertheilungsapparates ,  von  jeder  Platinplatte  führt  ein  Draht 
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nach  dem  Umfang  eines  Kreises  und  die  Drahtenden  theilen  diesen  Kreis« 
umfang  in  gleiche  Abschnitte.  Durch  den  Mittelpunkt  des  horizontalen 
Kreises,  den  die  Enden  der  Zuleitungsdrähte  bilden,  geht  eine  verticale 
Axe,  welche  zwei  horizontale  Metallstäbchen  trägt,  die  durch  einen  Nicht- 
leiter in  paralleler  Lage  gehalten  werden  und  bei  ihrer  durch  ein  Uhrwerk 
bewirkten  gleichförmigen  Umdrehung  um  die  Axe  nach  und  nach  alle  die 
im  Kreisumfang  endigenden  Leitungsdrähte  von  den  Platinplatten  so  be- 
rühren, dass  die  Metallstäbchen  gleichzeitig  in  Contact  mit  zwei  Nachbar- 
drahtenden sind.  Da  nun  das  eine  Metallstäbchen  dauernd  mit  dem  einen 
Pole,  das  andere  dauernd  mit  dem  andern  Pole  des  ladenden  Elementes 
verbunden  ist,  so  wird  während  einer  Umdrehung  des  Vertheilungsappara- 
tes  jede  der  50  Zellen  einmal  geladen,  und  es  ist  klar,  dass  die  Polarisations- 
batterie einen  constanton  Strom  liefern  muss. 

Die  theoretischen  Betrachtungen  des  Herrn  Thomsen  zeigen,  dass 
die  Leistungsfähigkeit  der  Pblarisationsbatterie  von  dem  Verhältniss  des 
Oesammtwiderstandes  des  ladenden  Elementes  abhängen.  Es  geht  dies 
aus  dem  Princip  der  mechanischen  Theorie  der  Elektrolyse  hervor :  die  der 
AnfltSsung  des  positiven  Erregers  in  einer  Batterie  entsprechende  Wirkungs- 
fähigkeit ist  der  im  Schliessungskreise  der  Batterie  geleisteten  Arbeit  genau 
gleich. 

Bei  der  Polarisationsbatterie  wirkt  zunächst  die  durch  Auflösung  des 
Zinkeo,  im  ladenden  Elemente  entstehende  Wirkungsfähigkeit,  indem  sie 
die  Sauerstoff-  und  Wasserstoffatome  in  den  Polarisationszellen  von  einan- 
derretsst;  ist  nun  die  Polarisationsbatte^ie  geschlossen,  so  können  2  Fälle 
eintreten : 

1.  der  Polarisationsstrom  verzehrt  die  in  einer  bestimmten  Zeit  ent- 
wickelten Gase  auch  in  derselben  Zeit  wieder  vollständig; 

2.  der  Polarisationsstrom  verzehrt  weniger  erregende  Gase,   als  in 
einer  gewissen  Zeit  entwickelt  werden. 

Den  ersten  Fall,  in  welchem  der  Polarisationsstrom  ebenso  viel  arbei- 
tet als  das  erregende  Element,  hat  Herr  Thomsen  bei  seinem  Polarisa- 
tionsapparat zu  verwirklichen  gesucht. 
Es  sei : 

k  die  elektromotorische  Kraft  des  erregenden  Elementes, 

k*^  die  elektromotorische  Kraft  einer  Zelle  des  Polarisationsappa«; 

rates, 
m  der  innere  Widerstand  des  ladenden  Elementes, 
fi  der  Widerstand  einer  Polarisationszelle, 
n  die  Anzahl  der  Polarisationszellen, 
W  der  äussere  Widerstand  des  Polarisationsapparates, 
8  die  Stromstärke  des  ladenden  Elementes, 
S  die  Stromstärke  der  Polarisationsbattcrie, 
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80  gelten  die  Besiehnngea : 


Sollen  niin  beide  Strdjme  gleich  Tiel  arbeiten,  so  mnts  $  ebeneo  viel 
Knallges  eiitwickelD,  als  S  in  allen  seinen  Zellen  snsammen  genommeti  ent- 
wickelt«  resp.  an  den  Erregerplatten  Terscliwinden  macht,  .d*  k.  ea  mnss 
sein: 

oder 

k  —  k'_      vfk' 

Herr  Thomson  hat  nnn  bei  seinem  Apparat 

genommen  nnd  dadurch  seiner  Polarisationsbatterie  die  grSsstmQgliehste 
Leistangsfthigkeit  gesichert* 

Unter  den  vom  Verfasser  des  besprochenen  Anfsatses  mitgetheiU«ft 
▼orlftofigen  Notiien  ttber  die  Leistangen  seiner  50  elementigen  PolariaatioBt- 
batterie  fallen  besonders  folgende  in  die  Angen: 

a)  der  Strom  seigt  sich  völlig  constant ,  ebenso  ist  ini  jeder  Zeit  die 
elektromotorfsche  Kraft  der  Polarisationsbatterie  constant ,  ja 
selbst  einige  Minnten  nach  dem  Wegnehmen  des  ladenden  Ele- 
mentes vermag  die  Batterie  noch  Bewegungen  von  Relais  hervor- 
zubringen ; 

b)  der  Strom  zeigt  starke  physiologische  Wirkungen  und  zersetzt 
schlecht  leitende  Elektrolyten  gut; 

c)  der  Strom  kann  auch  Glüh-  und  Schmelzwirkungen  hervorbrin- 
gen ,  dünne  Eisendrähte  von  mehrern  Centimetern  Länge  schmel- 
zen durch  ihn. 

Die  Vortheile  der  Polarisationsbatterie ,  die  der  Verfasser  auch  beson- 
ders angegeben  hat,  Hegen  auf  der  Hand;  der  geringe  Kaum,  den  die  Bat- 
forie  einnimmt  (sie  lässt  sich  bequem  auf  einem  kleinen  Tische  aufstellen)^ 
die  geringen  Betriebskosten  und  die  geringe  Mühe,  die  man  zur  Instandhal- 
tung aufzuwenden  hat. 

Die  letzten  Seiten  des  Aufsatzes  sind ,  wie  schon  erwähnt,  mit  histori- 
schen Notizen  angefüllt,  die  die  früheren  Polarisationsbatterien  besprechen; 
die  Ritter'sche  Ladungssäule,  die  Po  g  gen  dörfische  Wippe  und  die 
Grove'sche  Gassäule. 

Es  wäre  im  Interesse  der  Sache  sehr  zu  wünschen,  dass  Her  Thom- 
pson die  versprochenen  genaueren  Mittheilungen  über  die  Leistungen  bald 
veröffentlichte ,  da  das  Bisherige  nur  den  Charakter  einer  Ankündigung  an 
sich  trägt. 

Der  Preis  der  Polarisationsbatterie  lässt  sich  zwar  aus  der  von  Herrn 
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Thotnsen  gemachten  Angabe  angenähert  bestimmen,  dass  man  zu  50  Zel- 
len 80  Gramm  Platin  braucht,  allein  es  würde  eine  genane  Preisangabe  bei 
späteren  Mittheilungen  von  Herrn  Thomsen  nur  willkommen  sein. 

Dr.  Kahl. 


XXZn.  TTeber  die  anichanliche  Daritellnng  einiger  Lehren  der 
muiikaliBchen  Akustik.     Von  Ernst  Mach. 

'  Wenn  es  wahr  ist,  dass  der  berühmte  Scharfsinn  der  alten  Geometer  in 
dem  Maasse  seltener  wird,  als  sich  die  analytischen  Methoden  zur  Behand- 
lung geometrischer  Probleme  yervollkommnen  und  bequemer  gestalten ,  so 
ist  dies  ein  ganz  allgemeiner  sehr  wichtiger  Fingerzeig  für  die  Methode  des 
wissenschaftlichen  Unterrichts  überhaupt..  Die  Einführung  complicirter 
physikalischer  Apparate  in  die  Elementarschule  muss  dann  sofort  als  ein 
arger  Missgriff  erscheinen.  Im  Unterricht  sollen  diese  Dinge  eine  möglichst 
untergeordnete  Rolle  spielen ,  so  gross  auch  ihr  Werth  in  der  Hand  des 
Forschers  sein  mag.  Die  meisten  Apparate  lenken  durch  ihre  künstliche 
Einrichtung  die  Aufmerksamkeit  des  Anfängers  von  der  Hauptsache  ab. 
Viele  haben  den  Zweck,  eine  Erscheinung,  welche  man  mit  einiger  Anstren- 
gung der  Sinne  unter  den  gewöhnlichsten  Umständen  wahrnehmen  kann, 
schärfer  hervorzuheben  und  sicherer  zu  erfassen;  sie  verwöhnen  aber  ge- 
wissermassen  die  Beobachtungsfähigkeit.  Auf  diesem  Wege  aber  wird  man 
kein  Naturforscher.  Wozu  bedarf  der  Elementarunterricht  eines  Savart- 
sehen  Hades,  da  sich  fast  ebenso  viel  an  einem  in  gerippte  Leinwand  ge- 
bundenen Buche  zeigen  lässt,  wenn  man  mit  dem  Fingernagel  darüber  hin- 
fährt. Wozu  eine  kostbare  Stossmaschine  mit  Elfenbeinkugeln ,  da  zwei 
zusammenstossende  Reihen  von  Ein-  und  Zweikreuzerstücken  auf  einem 
platten  Tische  sogar  noch  mehr  lehren.  Wozu  eine  elegant  ausgeführte 
Sirene,  wenn  die  durchlöcherte  Pappscheibe  ausreicht.  Ich  will  die  Bei- 
spiele nicht  häufen. 

Es  fällt  mir  nicht  bei,  die  sogenannten  Schulapparate  verbannen  zu 
wollen.  Sie  sollen  nur  erst  dann  zur  Anwendung  kommen,  wenn  so  viel  als 
möglich  ohne  dieselben  geleistet  worden.  Im  Gegentheil,  ich  wünsche  einer 
gewissen  Art  von  Schulapparaten  sogar  eine  viel  ausgedehntere  Verwer- 
thung,  als  ihnen  gewöhnlich  zu  Theil  wird.  Es  ist  offenbar  ungemein  nütz- 
lich, Dinge,  die  nicht  unmittelbar  sichtbar  sind,  sondern  erschlossen  werden 
müssen,  durch  passende  Modelle  zur  sinnlichen  Anschauung  zu  bringen,  oder 
auch  nur  weniger  geläufige  Vorstellungsweisen  mit  Hilfe  von  Modellen  auf 
geläufigere  zurück  zu  führen. 

Das  Folgende  soll  ein  Beispiel  einer  solchen  Methode  geben.  Ich  ver- 
fiel auf  dieselbe  bei  Gelegenheit  von  Vorlesungen  über  musikalische  Akustik 
vor  einem  gemischten  Publikum,  welchem  ich  keine  bedeuteiid^xi  ^^Vv^^^iKv- 
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I 


fcheii  Kpntitniiäo  zumutlieu  durftB.     D^r  Kungtgrif  erwies  airfi  wenigstonfrj 
praktt»ch  nU  sftlir  zweckmiissig* 

Wie  HelmhoUz  tiacligewiesen  hat,   entbäll  jeder   mafiikftlkcli   rer^j 
wetidbrtie  Klang  nebst   dem  Grondtone   noch  mehrere   schwächere  höherei 
Tön<?  (die  harmonischen  Übertöne),  nümlich  die  OcUve  des  Gruodtons,  diai 
DuodecimeT   die  Doppoloctave,  die  Ter^,   <<^miit  der  Deppeloctavc  u,  s.  w. 
Der  Klang  c  ä,  "\,  enthält  die  einfachen  Töne  r,  c,  ^,  c,  e,  ^,  &  .  »  -      Man] 
kann  sich  den  ^    atig  c  mit  seinen  sfiramtlichen  PnrtialiÖnen  leicht  vergegen- 
wärtigen, we;       mau  an  die  Olavialur  Taf.  IV,  Fig.  0  eine  Stange  aa  legt, 
auf  welcher  i*      trieben  die  betrelTenden  Tasten  markirt  sind.     Die  Stange 
ö3,  an  der  wit       B.  die  Partialtone  für  c  markirt  haben ^    bat   nun    die  be^  ^ 
merkenswerthe                     ■■     ^         Me  Marken  auch  dann  nach  eine  Bcdeu* 
tnog  behalten,  wenn  V—         Sti  ierClaviatur  verachieben,  Verschie-I 

ben  wir  so,  dass  die  tiefate  .,         J,  e,  /",  ^  ,  . ,  .  Mit,  so  bezeichnen  dift-J 

höheren  Marken  die  1  He^iehungaweiBe  der  KJHnge  rf,  f p  /",  ^  .  *  *  - 

Man  braucht  also  die  Mir  irgendwo  an  die  Claviatur  zu  setzten,  tinij 

sofort  irgend  einen  Klan^  »,^.^eii  aämmtliehenPartialtönen  darzustellen«! 

Nach  Helraholtz  consonfren  zwei  KlÜnge  und  eignen  sich  vorzügliefa 
zur  harmonischen  sowohl,  ata  auch  zur  raeledischen  Verbindung,  wenn  ihre 
Partialtüne  211m  Theil  zuaaromenfallen.  Daas  dies  nur  bei  gewissen  bestimm- 
ten YerJiältnissen  der  Tonhöhen  eintrifft,  lagst  sich  an  unserm  Modell  recht 
mach aul ich  darst*^llf^n.  Fflgen  wir  zur  Btan;.'o  tt^t  undi  ^me  zw^^iti^  trloiHi 
markirte  bb.  Wir  können  beide  so  an  die  Claviatur  legen,  dass  die  Mar- 
ken  beider  Stangen  vollständig  auf  einander  fallen ,  demnach  dieselben 
Tasten  bezeichnen ,  demnach  das  Unisono  zweier  Klänge  darstellen.  Las«» 
aen  wir  nun  die  eine  Stange  fort,  während  wir  die  andere  etwa  aufwärts 
verschieben,  so  zeigen  sich  die  Verhältnisse,  welche  bei  Verstimmung  zweier 
Klänge  gegen  einander  auftreten.  Die  Marken  beider  Stangen  (die  Partial- 
töne)  treten  zunächst  auseinander,  es  zeigt  sich  Dissonanz.  Bei  weiterer  Ver- 
schiebung fallen  einige  Marken  wieder  zusammen,  es  stellt  sich  wieder  Con- 
sonanz  ein,  dann  wieder  Dissonanz  u.  s.  f.  —  Consonanz  zeigt  sich  nur  bei 
ganz  bestimmten  Lagen,  bei  ganz  bestimmten  Tonhöhen  Verhältnissen,  welche 
man  mit  Hilfe  unseres  Modells  aufsuchen  kann.  Die  Figur  0  stellt  swei 
Klänge  dar,  welche  die  Terz  ce  bilden,  die  sich  als  Consonanz  charak- 
terisirt 

Wenn  wir  die  Schwingungszahl  eines  Tones  verdoppeln,  so  empfinden 
wir  die  Octave.  Ueberhaupt  erhalten  wir  immer  dieselbe  Tonhöhendiffe- 
renz, wenn  wir  die  Schwingungszahl  mit  demselben  Factor  multiplici- 
ren.  Wenn  der  Grundton  eines  Klanges  zweimal  rascher  schwingt  |  so 
schwingen  auch  alle  Obertöne  zweimal  rascher  und  bei  allen  steigt  die  Höhe 
nmgleichviel.  Kurz  die  Tonhöhenempiindung  geht,  wie  längst  bekannt, 
dem  Logaritbmna  der  Schwinguugszafal  proportional.     Dieses  Ver- 
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hältniss  ist  es,  welches  sieb  in  der  Anordnang  unserer  Ciaviertaster  aus- 
spricht und  die  einfache  Darstellang  durch  das  erwähnte  Modell  möglich 
macht.  Kleine,  theils  durch  historische,  theils  durch  Zweckmässigkeits- 
gründe bedingte  Abweichungen  abgerechnet,  sind  nämlich  die  Tastenab- 
stände den  Differensen  der  Logarithmen  der  Schwingungszahlen  proportio- 
nal ,  welches  einfache  Verhältniss  uns  meist  nicht  auffällt.  Ebenso  wenig 
denken  wir  daran,  dass  ein  Tonstück  in  Noten  ausgeschrieben,  kleine  des 
Ueberblickes  wegen  nöthige  Abweichungen  abgerechnet^  nichts  anderes  ist, 
als  eine  geometrische  Darstellung  durch  eine  Curve,  wobei  die  Zeiten  als 
Abscissen,  die  Logarithmen  der  Schwingungszahlen  als  Ordinalen  aufge- 
tragen erscheinen.  —  Was  das  erwähnte  Modell  brauchbar  und  zweckmäs- 
sig macht,  ist  einmal  die  Vereinfachung,  welche  dadurch  entsteht,  dass  die 
Logarithmen  sämmtlicher  Schwingungszahlen  um  gleiche  Differenzen  wach- 
sen, wenn  die  Schwingungszahlen  selbst  mit  gleichen  Factoren  multiplicirt 
werden,  dann  der  Umstand,  dass  der  optische  Raum  (das  Gesichtsfeld)  für 
alle  Menschen  eine  schärfere  und  klarere  Vorstellung  ist,  als  der  Tonraum 
(die  Tonhöhe)*  obgleich  letzterer  nur  eine  Dimension  hat. 

Wer  die  Fig.  0  aufmerksam  betrachtet,  findet  sofort,  dass  wir  die  ge- 
wöhnliche Construction  der  Claviatur,  um  sie  für  unsere  Zwecke  geeigneter 
zu  machen,  ein  klein  wenig  raodificirt  haben,  die  Untertasten  c,  e,  /*,  h  sind 
schmäler,  wodurch  oben  sämmtliche  Tasten  gleich  breit  ausfallen. 

Ganz  genau  ist  jedoch  die  Demonstration  an  unserm  Modell  nicht. 
Dies  wird  sie  erst,  wenn  wir  berücksichtigen,  dibs  die  Obertöne  eines  Klan- 
ges keine  temperirten  Quinten,  Terzen  u.  s.  w.  gegen  den  Grundton  bilden, 
sondern  reine  Intervalle.  Die  für  diesen  Fall  nöthige  Theilung  der  Stan- 
gen aa^bh  können  wir  mit  Hilfe  der  Logarithmen  leicht  ausfindig  machen. 
Setzen  wir  den  Abstand  einer  Octave  :=:  1  '00000  und  bezeichnen  die  Par- 
tialtöne  der  Reihe  nach  mit  c,  c,  ^,  c,  ^,  9,  b  oder  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  so  erhal- 
ten wir  für  die  Entfernung  ihrer  Marke  von  der  Marke  des  Grundtones : 

Marke  Entfernung  von  der  Marke  c,  1. 

c,  1 000000 

c,  2 100000 

p,  3 1*58490 

c,  4 2-00000 

^,5 2*32102 

5,  6 2-58406 

^  7 2-80735. 

Legt  man  zwei  Stäbe  von  dieser  Theilung  an  die  Claviatur  Fig.  0,  und 
▼erschiebt  den  einen  langsam  gegen  den  andern,  so  findet  man  leicht  alle 
consonanten  Intervalle  auf. 


Kleinere  Mittheilungen* 


-fc^^^*>*W^M^^^^>^^^>**VJl^^J*^M'**»>iWl^^^ 


Die  Constrnction  altmmtlicher  TonlßUern»  am  alten  und  ueuen  Tonge** 
£chlechCer  nach  dpu  Principien    von  Helm  fa  nlt%,   unterliegt  nach    diener  ^ 
Mclbode  keinen  Schwierigkeiten   und  \ä&&i  sich   in  iehr   einfaclier   Weise 
ausfüll  ren. 

Ebenso  gut  brauchbar  ist  das  Instrument,  um  zu  zeigen,  daaa  man  durck] 
Stinimunnf  nach  Quinten  zu  andern  Tonleitern  gelangt,  al»  wenn  man  nacb  [ 
andern  Intervallen  stimmt. 

Zu  witf^ren  Betrachtungen  ttst  es  zweckmä^gig,  sich  auf  einen  Stab  , 
eine  rein         imuite  DurBtrala  anf^utragen,  in  ähnlicher  Weiae  wie  bisher*! 

ist 


Nimmt  man  fi 

as  üctaven Intervall 

denselben  Werth   wie  vorhin  , 

60 

die  Eintheilii 
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Mit  HilfR  solcher  Stäbe  fcan  nf^ngcr  loitht  den  Untersclfteü 

tlrtMPincn  imd  ten^ptrirten  Stimmung  vor^ffienwJiitr^tMi.  Aticli  \*^ird  f»r 
nicht  ohne  Nutzen  versuch'en ,  auf  den  Tönen  einer  reinen  Scala  abermala 
neue  reine  Scalen  zu  construiren. 

Zum  Schiasse  sei  noch  bemerkt,  dass  auch  die  Verhältnisse  der  Com- 
binationstöne ,  die  in  der  Musik  ebenfalls  eine  wichtige  Kolle  spielen ,  sich 
gut  geometrisch  veranschaulichen  lassen.  Ueberhaupt  vereinfacht  dieae 
Betrachtungsweise  selbst  manche  wissenschaftliche  Untersuchung,  nnd  man 
wird  nicht  ohne  Vortheil  die  Logarithmen  der  Schwingungszahlen  ftir  die 
Schwingungszahlen  selbst  in  die  Rechnungen  der  musikalischen  Akustik 
einführen.     Hierauf  komme  ich  vielleicht  später  zurück. 


XXXm  lieber  das  mechanische  Aeqnivalent  der  Wärme  und  die 
Elasücität  fester  Körper  von  Dr.  A.  Kurz. 

Von  dem  kürzlich  verstorbenen  gelehrten  Physiker  Kupf  f  e  r  in  Peters- 
burg rührt  eine  Methode  der  Ermittelung  jener  wichtigen  Constanten  her,*) 
welche  sich  vermöge  ihrer  unmittelbaren  Verständlichkeit  sehr  gut  für 
Lehrzwecke  eignet.  Bei  der  zu  diesem  Behufe  vorgenommenen  Umrech- 
nung von  russischen  Pfunden  und  Füssen  (englischen  DuodecimalsolleD) 


V  Pogg.  Ann.  Bd.  86,  S.  310  (1852). 
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ins  frauzösische  Mass  nahm  ich  den  Decimeter  als  Universaleinheit,  wo- 
durch die  EDtwickelung  in  ihrer  ganzen  Einfachheit  erhalten  wird  und  ohne 
umständliche  Reductionen  zum  bekannten  Ziele  fuhrt. 

Sei  nämlich  i  der  Elasticitätscoefficient  des  Versuchskörpers,  reducirt 
auf  den  Würfel  l^'""  und  das  spannende  Gewicht  l*^,  s  das  specifische  Ge- 
wicht, c  die  specifische  Wärme,  a  der  Ausdehnungscoefficient  für  1°  Celsius. 
Knpffer  bestimmte  für  die  folgenden  vier  Metalle  die  c,  aus  den  Schwin- 
gungen von  10  Fuss  langen  Drähten,  und  deren  s;  die  c  entlehnte  er  von 
Keguanlt  und  desgleichen  die  a  ans  gegebenen  Tabellen. 


f 

s 

C 

a 

Eisen 

0,0^05494 

7,5536 

0,11379 

0,0*1182 

Messing 

10586 

8,4760 

0,09391 

1878 

Platin 

06281 

20,9624 

0,03243 

0884 

Silber 

14125 

10,4845 

0,05701 

1910 

Während  nun  die  Wärmemenge  es  bei  der  Et'höhung  der  Temperatur 
unseres  Metall  würfeis  die  cubische  Dilatation  3  a  hervorbringt,  verlängert 
das  spannende  Gewicht  1^^  nur  die  eine  Dimension  um  f  und  verkürzt  da- 
gegen die  beiden  andern  je  um  me,  so  dass  die  cubische  Dilatation  da 
«(1  — 2m)  wird,  und  3«(l  —  2m)  würde,  wenn  die  Zugkraft  von  1*^  direct 
in  allen  drei  Richtungen  wirkte  wie  die  Wärme. 

Die  Wirkungen  —  der  Wärmeeinheit  und  3£(1  —  2m)  der  Gewichts- 
c  s 

einheit  sind  jetzt  vergleichbar,  so  zwar  dass  die  Arbeit  der  Wärme-Einheit 

gleich  kommt 

-; r —  Decimeterkilogrammen. 

f(l  —  2m)c5  ^ 

Knpffer  folgte  unbedingt  der  Pols  so  naschen  Annnahme,  gemäss  welcher 

unabhängig  von  der  Natur  des  Körpers  wäre  m£=3^,  und  schreibt  daher  gleich 

von  Anfang  an .     Dann  ergiebt  die  Rechnung  der  Reihe  nach  dier  vier 

Resultate  500,  446,  414,  452,  und  im  Mittel  ganz  nahe  die  letzte,  mit  dem  Sil- 
berdraht erhaltene  Zahl  von  453  Meterkilogrammen. 

Diese  Zahl  453  liegt  im  Bereiche  der  anderweitig  für  das  mechanische 
Aequivalent  der  Wärme  gefundenen  Werthe ,  und  noch  mehr  wäre  dies  der 
Fall  mit  der  Mittelzahl  428,  welche  man  erhält  bei  Ausschliessung  der  ex- 
cessiven  Zahl  500,  die  der  Eisendraht  lieferte.  Indessen  beruht  diese  Un- 
sicherheit vornehmlich  auf  unserer  höchst  mangelhaften  Kenntniss  der 
Zahl  m,  angesichts  deren  man  sich  über  die  nahe  Uebereinstimmung  jener 
vier  Resultate  noch  wundern  dürfte. 

Wertheim  hat  die  Poisso n'sche  Annahme  samrot  ihrer  experimentel- 
leu Bestätigung  von  Cagniard  de  Latour  durch  eigene  Versuche  erschüt- 
tert, aber  hauptsächlich,  scheint  es,  um  die  ebenso  starre  Annahme  m=j-  an 
deren  Stelle  zu  setzen.   Damit  würden  die  Kupffer^schenReaaUAXj^^xsx^v^ 
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Hälfte  grösser  I  Kwischen  aOO  und  TOO  au  liegen  konimeii.     Die  nntürlicliate 
AnnahtTK^  hingegen,  dass  die  Zahl  m  versoliiedpo  sei   für  die  v^erschiedeti«?« 
Korper,   weist  uns  darauf  hio^  dass  sie  für  die  obengenÄimten  Metalle  voi 
^  nicht  stRrk  abweicht,   fna  stärkste^n  —  unter  Voraitssetzung  nahczM  glei 
eher  Genauigkeit  in  den  übrigen  CoefticsieDten  —  beim  Eisen ,    für  welcU 
die  ungefähre   Annahme   m  =  j^   d%m  mehr  befriedigende  Resultat   liBfei 

würde -— ==  *Y**  ^^41*^*     ^les  also   ein  wechsebettiger  Dienst,   de^l 

sich   die   Elasticitats-    nnd  die  mechanische   Theorie  dor   Wirme  leitt^fi 

konnten, 

Milnchen,  am  10.  Juli  1805, 
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XXXIV.  Xnrie  üebersicht  einer  Theorie  der  doppalten  Brecbnnf ; 
von  Prof,  Stkfa», 

Wird  daa  Licht  fortpflanBende  Medium  betrachtet   ak   eio  System  Ton 
materiellen  Punkten,  welche  vor  der  Liclit  bildenden  Erschütterung  im  ge- 
genseitigen Gleichgewichte  sich  hefindcn,  so  hat  die  Theorie  der  doppeUeEJ 
Brechung  zuerst  die  Gesetze,    nach  denen    die  ElasticitHt  utn   einen  Funktl 
herum  vertheilt  ist,  festKu.stellen,  dann  ans  diesen  die  Gesetae  der  Polariaa*J 
tion  und  Fortpflanzung  abzuleiten.     Dies  geschieht  auf  folgende  Weis 

Verschiebt  man  einen  Punkt  des  Systems  aus  seiner  Ruhelage  naeh 
allen  möglichen  Richtungen  und  zwar  nach  jeder  so  weit ,  dass  alle  diese 
Verschiebungen  mit  dem  Aufwände  einer  und  derselben  Arbeit  bewerkstel- 
ligt werden,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Verschiebungen  in  einer  kifum- 
men  Fläche,  welche  Fläche  gleicher  Arbeit  heissen  soll.  Ist  die  durch  eine 
Verschiebung  geweckte  Kraft  unabhängig  von  der  Richtung  der  Verschie- 
bung, so  ist  diese  Fläche  eine  Kugel.  Steht  die  Kraft  zur  Verschiebung 
wohl  in  einem  directen  aber  mit  der  Richtung  wechselnden  Verhältniss ,  so 
ist  die  Fläche  gleicher  Arbeit  ein  Ellipsoid.  Ein  solches  lässt  sich  also  um 
jeden  Punkt  des  Systems  constrniren.  Als  Fläche  gleicher  Arbeit  hat  es 
die  Eigenschaft,  dass  jede  in  seiner  Oberfläche  liegende  Verschiebung  ohne 
Aufwand  von  Arbeit  bewerkstelligt  werden  kann.  Verschiebt  man  also  den 
Punkt  bis  in  die  Oberfläche  des  Ellipsoides,  so  hat  die  durch  die  Verschie- 
bung geweckte  Kraft  keine  in  die  Oberfläche  fallende  Componente,  steht 
also  normal  zur  selben.  Es  giebt  daher  nur  drei  Richtungen ,  für  welche 
Verschiebung  und  die  durch  die  geweckte  Kraft  zusammenfallen,  nämlich 
die  der  Axen  des  Ellipsoides  gleicher  Arbeit.  Diese  Richtungen  heissen 
Elasticitätsaxen ,  die  in  diesen  Richtungen  wirksamen  Elasticitäten  Haupt- 
elasticitäten. 

Verschiebt  man  den  Punkt  nach  einer  der  Axen,  so  ist  die  dadurch  ge« 
weckte  Kraft  gleich  der  dazu  gehörigen  Hanptelasticität  multiplicirt  mit  der 
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Verschiebung.  Die  dabei  geleistete  Arbeit  ist  gleich  der  Verschiebung 
multiplicirt  mit  dem  Mittelwerthe  der  durch  dieselbe  geweckten  Kraft,  wel- 
cher Mittel werth  das  halbe  Product  aus  Elasticität  und  Verschiebung  ist. 
Umgekehrt  icrt  die  geweckte  Häuptel asticität  gleich  der  doppelten  Arbeit, 
für  welche  das  Ellipsoid  construirt  ist,  dividirt  durch  das  Quadrat  der  zuge- 
ordneten Axe  des  Ellipsoides. 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmt  sich  von  der  durch  eine  beliebig  gerich- 
tete Verschiebung  geweckten  Elasticität  jene  Componente,  welche  in  die 
Richtung  der  Verschiebung  Htllt  und  parallele  Elasticität  beisst.  Sie  ist 
gleich  der  doppelten  Arbeit,  dividirt  durch  das  Quadrat  des  Radius  Vectors, 
in  welchen  die  gethane  Verschiebung  fällt. 

Um  die  Fortpflanzung  einer  Planwelle  zu  bestimmen,  schneide  man  das 
Ellipsoid  der.  gleichen  Arbeit  central  durch  die  Wellenebene.  Der  Schnitt 
ist  eine  Ellipse.  Von  dieser  und  dem  EUipsoide  zugleich  bildet  die  in  der 
Planwelle  enthaltene  Schwingungsrichtung  einen  Radius  vector.  Normal 
zum  Ellipsoidc  wirkt  die  durch  die  Schwingung  geweckte  Elasticität.  Diese 
zerfalle  man  in  zwei  Componenten,  eine  zur  Wellenebene  senkrechte, 
welche  Longitudinalschwingungen  zu  erzeugen  strebt  und  nicht  weiter  zu 
berücksichtigen  ist,  und  eine  in  die  Wellenebene  fallende.  Diese  letztere 
steht  normal  zur  Ellipse  in  jenem  Punkt,  in  welchem  diese  von  der  Schwin- 
gung getroffen  wird.  Sie  hat  also  mit  der  Schwingung  nur  in  den  zwei 
Fällen  gleiche  Richtung,  wenn  die  Schwingung  in  eine  der  Axen  der  Ellipse 
fällt.  Nur  diese  zwei  Schwingungsrichtungen  sind  stabile.  Die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit einer  Planwelle  mit  Schwingungen  stabiler  Richtung 
ist  der  Quadratwurzel  aus  der  zu  den  Schwingungen  paralleler  Elasticität 
direct,  somit  der  zugehörigen  Axe  der  Ellipse  verkehrt  proportionirt. 

In  jeder  flanwelle,  welche  Schwingungen  nicht  stabiler  Richtung  ent- 
hält, theilen  sich  diese  in  Componenten  nach  den  zwei  zu  einander  senk- 
rechten stabilen  Richtungen.  Da  jeder  dieser  Componenten  eine  andere 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  entspricht,  so  theilt  sich  somit  auch  die 
Welle  in  zwei,  senkrecht  gegen  einander  polarisirte. 

Es  giebt  aber  zwei  Lagen  für  die  Planwelle,  in  welcher  jede  in  ihr  ent- 
haltene Schwingung  eine  stabile  ist.  Diese  sind  jene  Lagen,  in  welchen 
sie  das  Ellipsoid  der  gleichen  Arbeit  in  Kreisen  schneidet.  Sonach  giebt 
es  auch  zwei  Richtungen,  nach  denen  sich  eine  Planwelle  mit  beliebigen 
Schwingungen  ohne  Zweitheilung  fortpflanzen  kann ,  sie  lieissen  die  opti- 
schen Axen  und  liegen  in  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Axe  des 
Ellipsoides  gleicher  Arbeit.     Ihre  Winkel  werden  von  diesen  Axen  halbirt. 

Ist  das  Medium  um  eine  Richtung  herum  symmetrisch  gebaut,  so  ist 
das  Ellipsoid  der  gleichen  Arbeit  ein  Rotationsellipsoid,  die  Symmetrielinie 
ist  die  Rotationsaxe  und  zugleich  die  einzige  optische  Axe.  In  diesem 
Falle  haben  die  verschiedenen  Schnittellipsen  eine  Axe  immer  ^lelc.Vv  ^^^^^ 
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und  Bankrecht  lar  optischen  Aze,  ihr  pnnllde  Schwingnngen  Ulden  die 
ordentliche  Welle  Ton  conitanter  FortpflanBnngagesehwindigkeit 

Ist  das  Medinm  symmetrisch  nach  allen  Richtungen ,  so  ist  die  Fliehe 
gleicher  Arbeit  eine  Kngel,  jede  Schwingnngsrichtang  ist  eine  stabile,  die 
Fortpflansnngsgeschwindigkeit  für  alle  Richtungen  nnd  Schwingungen 
dieselbe. 

Jede  Planwelle  um  ihre  Fortpflansungsgeschwindigkeit  nach  ihrer  Nor- 
male verschoben  9  bildet  eine  Tangentialebene  der  Elementarwellenfliche. 
Den  Berfibrnngspunkt  findet  man,  wenn  man  durch  den  Ursprung  eine  Senk- 
rechte auf  die  Totalelasticität,  welche  durch  die  in  der  Planwelle  enthaltene 
stabile  Schwingung  geweckt  wird,  sieht,  und  sie  bis  in  die  vorgeschobene 
plan  welle  verlängert  So  verfahrend,  kann  man  alle  Punkte  der  Wellen- 
fläche, also  diese  selbst,  constmiren.  (Wiener  Akademieberichte.) 


ZXXT.  üeber  die  üaluria  n  Born,  tu  einer  Sitaung  der  Arcadischen 
Gesellschaft  zu  Rom  vom  11.  Juni  d.  J.  hat  F.  Secchi  einen  interessanten 
Vortrag  über  die  hygienischen  Verhältnisse  des  alten  und  des  jetaigen  Roms 
gehalten,  in  welchem  er  sich  besonders  über  die  bösartigen  Fieber  verbrei* 
tet,  welche  die  Umgebung  von  Rom  in  manchen  Sommermonaten  nahesu 
unbewohnbar  maclien.  Er  findet  auf  10jährigen,  freilich  sehr  mangelhaften 
Tabellen  das  Maximum  der  Erkrankungen  am  6.  August  und  hofft  eine 
Besserung  der  Verhältnisse  aus  der  beginnenden  Anwendung  der  Maschinen 
beim  Ackerbau,  weil  durch  diese  eine  Cultivirung  des  Bodens  in  den  weni- 
gen gesunden  Monaten  ermöglicht  wird,  und  der  cultivirte  Boden  umgekehrt 
wieder  die  giftigen  Ausdünstungen  zurückhalte. 


XV. 

Beitrag  za  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten. 

Von  Dr.  Th.  Reye, 

Privatdooent  in  Zürich. 


•  Die  Bewegung  eines  festen  Körpers  lÄsst  sich  vermöge  des  Principe 
vom  Schwerpunkte  leicht  vollständig  ermitteln ,  wenn  der  Körper  keiner 
Drehung  unterworfen  ist,  indem  dann  nur  die  Masse  des  Körpers  nftd  die 
Resultirende  aller  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  in  Betracht  kommt.  Im  allge- 
meinen Falle  dagegen  ist  ausserdem  noch  das  Drehungsmoment  der  Kräfte, 
sowie  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  eine  veränderliche 
RotatioDsaxe  zu  berücksichtigen.  Ich  habe  mir  nun  die  Frage  vorgelegt, 
ob  nicht  der  Körper,  wie  im  erstgenannten  speciellen  Falle  durch  seinen 
Schwerpunkt,  so  in  diesem  allgemeinen  Falle  durch  eine  beschränkte  An- 
zahl materieller  Punkte  ersetzt  werden  könne,  so  dass  das  Trägheitsmoment 
dieser  Massenpunkte  für  jede  im  Raum  angenommene  Axe  ebenso  gross  aei, 
wie  dasjenige  des  Körpers.  Für  das  beliebig  gegebene  Kräftesjstem  Hessen  . 
sich  dann  Einzelkräfte  substitulren,  welche  auf  jene  Massenpunkte  wirken, 
und  das  so  schwierige  Problem  der  Bewegung  eines  festen  Körpers  wäre 
damit  zurückgeführt  auf  das  einfachere  der  Bewegung  weniger  mit  einander 
fest  verbundener  Massenpunkte. 

Im  Folgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  ein  beliebiger  Körper 
wirklich  durch  eine  beschränkte  Anzahl  materieller  Punkte,  nämlich  durch 
vier,  im  oben  angegebenen  Sinne  ersetzt  werden  kann ,  und  zwar  auf  sehr 
verschiedene  Weise.  Nämlich  der  erste  dieser  vier  Punkte  Icann  ganz  be- 
liebig im  Raum  angenommen  werden;  dadurch  ist  aber  nicht  nur  die  Masse, 
welche  diesem  Punkte  beizulegen  ist,  sondern  auch  die  Ebene  der  drei 
übrigen  Punkte  völlig  bestimmt.  Nimmt  man  in  dieser  Ebene  den  zweiten. 
Pankt  willkürlich  an,  so  erhält  man  eine  Qerade^  wii  ^^\Oci^t  ^x^Xi^-v^^x^ 

ZeiUchrift  f.  Malbenuük  m,  Physik.  X. «.  ^ 


434         Betrag  m  d^  hAäte  ron  dm  TH^MtsDiositirtte. 

letBten  Punkte  liegen,  und  auf  dieeer  kann  nodi  der  dritte  Pnnkt  belieb% 
gewählt  werden.  Wirkt  die  Sehwerkraft  aaf  den  gc^benen  Körper»  ao 
können  wir  derselben  die  Gewichte  der  vier  Pnnfcte  flnbstitmren ,  indem 
letstere  stets  dieselbe  Gesammtmasse  nnd  denselben  Schwerpunkt  haben, 
wie  der  Körper.  Der  umstand  femer,  dass  das  Tetraeder,  dessen  Eck» 
punkte  die  Tier  materiellen  Punkte  bilden ,  in  der  Tersehiedensten  Weise 
eonstmirt  werden  kann ,  mnss  als  ein  sehr  glfleklieher  beaeiehnet  werden, 
denn  soll  s.  B.  die  Drehi^^g  eines  Körpers  um  eine  feste  Axe  oder  einen 
festen  Punkt  nntersueht  werden,  so  kann  man  awei  Eckpunkte  des  Tetrae* 
ders  in  jene  Axe,  oder  doch  einen  in  diesen  Punkt  verlegen,  nnd  hat  sodaan 
nur  noch  die  Bewegung  der  Übrigen  swei  resp.  drei  Punkte  au  unter- 
Michen. 

Ich  behalte  mir  vor,  derartige  Anwendungen  meiner  TorUegenden  Ar* 
beit  wf  4^  Bewegung  fefl|Br  ^^rper  /^ätor  m  ▼eiÄffe^^icl^#i^i  jwid  be- 
schränke mich  hier  darauf,  die  Möglichkeit  eines  Tetraeders,  welches  einen 
Körper  hinsichtlich  der  Trigbeitsaomente  völlig  vertritt,  su  beweisea^  seine 
Constrnction  ansugeben,  und  einige  der  aahlreichen,  theils  geometrischen, 
theils  analjtischen  Aufgaben  su  erörtern ,  die  sich  an  jene  Hauptaufgabe 
knöpfen«  Ich  schicke  einige  bekannte  Sitse  über  Trägheitsmomente 
.voraus.  • 

Die  Trägheitsmomente  eines  beliebigen  Massensjstems  in  Bezug  auf 
swei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  sind  zusammen  gleich  dem  Trägheits- 
moment in  Bezug  auf  die  Axe,  in  welcher  die  Ebenen  sich  schneiden.  Denn 
sind  X  und  y  die  Abstände  eines  Massentbeilchens  m  von  den  Ebenen,  r  der 
Abstand  von  der  Axe,  so  ist  mr'=»ia:*+my*  und  folglich  auch  Ilmr*=^2ma^ 
+  £tny^^  wenn  die  Summen  über  die  gleichartig  gebildeten  Produkte  für 
alle  Massentheilchen  ausgedehnt  werden.  Wenn  also  die  Trägheitsmomente 
von  zwei  Massensjstemen  einander  gleich  sind  für  jede  beliebige  Ebene,  so 
sind  sie  auch  gleich  für  jede  Axe  im  Räume.  Wir  dürfen  uns  daher  auf 
Momente  in  Bezug  auf  Ebenen  beschränken. 

Für  diese  aber  wollen  wir  den  Begriff  „Trägheitsmoment"  in  weiterem 
Sinne  auffassen,  als  soeben  geschah.  Ziehen  wir  von  jedem  Massentheil- 
chen m  in  beliebig  angenommener  Richtung  eine  Gerade  bis  an  die  gege- 
bene Ebene,  und  beizeichnen  mit  r  die  Länge  dieser  Geraden,  so  soll  die 
Summe  Zmr^^  ausgedehnt  über  alle  Massentheilchen,  das  Trägheitsmoment 
für  die  gegebene  Ebene  und  Richtung  heissen.  Ist  iIR=Zm  die  Gesammt* 
masse  des  Systems,  so  können  wir  mittelst  der  Gleichung : 

den  sogenannten  Trägheitsradius  q  für  die  gebene  Ebene  und  Richtung 

berechnen.    Das  Trägheitsmoment  ist  dann  so  gross,  als  wäre  die  gesainmte 

Masse  des  Sjrstema  in  einer  der  beiden  Ebenen  concentrirt,  welche  mit  der 
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gegebenen  parallel  sind  und  mit  derselben  auf  jeder  Geraden  r  die  Länge 
^  einschliessen.  Die  Lage  dieser  Ebenen  ist  unabhängig  von  der 
gegebenen  Richtung.  Denn  nach  obiger  Gleichung  ändert  sich  q  pro- 
portional mit  r,  wenn  eine  neue  Richtung  gewählt  wird,  und  die  beiden  Pa- 
rallelebenen behalten  ihren  senkrechten  Abstand  von  der  gogebenon. 

Wenn  nun  die  gegebene  Ebene  sich  um  einen  ihrer  Punkte  0  dreht,  und 
so  alle  möglichen  Stellangen  im  Räume  annimmt,  so  umschreiben,  wie  nach 
Cauchy's  Aussage  (siehe  Exercices  de  Math.  Bd.  2,  S.  93)  zuerst  Binet  ge- 
zeigt hat,  die  beiden  Parallelebenen  ein  Ellipsoid.  Die  Gleichung  desselben 
lässt  sich  wohl  am  einfachsten  auf  folgendem  von  Herrn  Culmann  (in 
seiner  „Graphischen  Statik'*  S.  163  ff.)  eingeschlngenen  Wege  gewinnen. 

Seien  du(;ch  den  Drehpunkt  0  drei  ganz  beliebige,  z.  B.  schiefwinklige 
Coordinatenaxen  gelegt,  und  rr,  y,  z  die  Coordinaten  des  Massentheilchens  m. 
Die  Länge  r,  welche  in  gegebener  Richtung  den  Abstand  des  m  von  einer 
bestimmten,  durch  0  gelegten  Ebene  misst,  ist  dann  eine  lineare  Function 
von  ar,  y,  «,  also 

r=iax  +  ßy  +  yz. 
Denn  projiciren  wir  den  Linienzug  der  Coordinaten  jr,  y,  t,  durch  welchen 
m  mit  0  verbunden  wird,  parallel  zu  der  Ebene  auf  die  gegebene  Richtung, 
so  erhalten  wir  als  Projection  die  Länge  r  selber,  oder  auch  aa:  +  j5y  +  yz, 
wenn  «,  j5,  y  die  Verkürzungsverhältnisse  für  .r,  y  und  z  bedeuten.  Diesel- 
ben bleiben  constant,  so  lange  die  gegebene  Ebene  und  die  Richtung  der  r 
unverändert  bleiben.  Das  Trägheitsmoment  901  ^'  =  Zmr^  lässt  sich  daher 
auch  schreiben: 

aR/  =  a*2;ma:*  -f  ß^ Zmt^  +  fZmz^  +  2ßyZmyz  +  2yuZmzx 

+  2aß£mxy. 
Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

!i:mx*=  aWa«,      JSmyz  =  3».^, 
2:wy«  =  SIR6«,      Zmzx—mBy 
2;mz«  =  3}lc*,      £mxy=WlC] 
so  dass  Oy  fr,  c  die  Trägheitsradien  für  die  Coordinatenebenen  der  yz^  zx  nnd 
sy  bedeuten,  gemessen  in  der  Richtung  der  x,  y  und  z.   Für  q*  ergiebt  sich 
dann : 

2)  ^«  =  a«a«  +  ß*b*  +  y^c'+  2ßyA  +  2yaB  +  2aßC. 

Die  eine  der  beiden  Ebenen,  welche  von  der  gegebenen  in  der  Rich- 
tung der  Geraden  r  um  9  entfernt  sind,  möge  nun  auf  den  Coordinatenaxen 
die  Strecken  ^t,  yi,  Z|  abschneiden,  so  dass  ihre  Gleichung  lautet: 

X  V  z 

3)  -  +  i  +  i  =  1. 

a?i       Vi       h 
Projiciren  wir  alsdann  diese  Strecken  anf  die  Bicbtang   von  r  parallel  zu 
der  Ebene,  so  erhalten  vir: 


TÄ* 


^^  gm  der  Lehre  Ton  den  Träghelteniomcnten, 

ä  jiüs  2)  ergiebt  sich  durcli  Elitninäticn  tob  ü^  ß  und  y : 

4)  i=— .+1+-.  +  —  +  ^r  +  — - 

*i         fi         *l  FiM        'J^^i        ^i!^i 

Diß  Ebene  3)  Leeclir^^ilTt  also  den  Eben<^nbündel  zweifer  Orrlnnrig  4),  oder 
sie  uiPsclireibt  eine  Fl?iche  zweiter  Ordnung,  welche  ein  Ellipsoid  sein  mues, 
dfi  d',  h*  uod  c"  positiv©  Grösjsen  be:seiclinen*  Durch  Veränderung  der  Co- 
ordmatenaxen  können  A,  B  und  C  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  so 

wird»  Das  Ellipsoid  ist  dann  anf  drei  conjugirte  Durchmesser  bezogen ^  und 
aeiue  BerUhrung&ebene  3)  iät  bedingt  durch  die  Gleichung: 

a»        ö'        c* 
4a)  l  =  — +— ,  +  ri' 

In  Fonktcoordinaten  wird  dann  die  Glelcbung  des  Eilipsoidee  folgende: 

ß*       b^         c' 

D«r  Punkt  0  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Ellipsoides;  dasselbo  soll  da^  Trag  * 
heitsellipsoid  von  0  belesen. 

Für  jede  durch  0  gebende  Ebene  ist  das  Trrig- 
heitsmomentdesMassens^'^ätenis  genau  so  gross,  als 
wäre  die  geaammte  Masse  concenlrirt  in  einer  der  bei* 
deu  Berührungsebenen  des  Ellipsoidesö),  welche  je* 
ner  gegebenen  Ebene  parallol  laufen* 

§.2. 

Die  unzähligen  Trägheitsellipsoide ,  welche  wir  für  die  sämmtlichen 
Paukte  des  Raumes  construiren  können ,  stehen  in  einfachen  Beziehungen 
zu  einander.  Die  Ellipsoide  der  sämmtlichen  Punkte  einer  Ebene  z.  B. 
werden  von  zwei  Ebenen,  die  zu  jener  parallel  sind,  berübrt.  Die  Ellipsoide 
der  sämmtlichen  Punkte  einer  Geraden  werden  von  eiuer  Cylinderfläche 
berübrt,  deren  Axe  jene  Gerade  ist;  die  Berührnngslinien  sind  natürlich 
Kegelschnitte. 

Das  Trägheitsellipsoid  für  den  Schwerpunkt  5  des  Massensystems  ist 
von  besonderer  Wichtigkeit;  es  wird  auch  Centralellipsoid  genannt. 
Lage  und  Gestalt  der  übrigen  Ellipsoide  lassen  sich  leicht  aus  derjenigen 
des  Centralellipsoides  ableiten.  Sei  5)  die  Gleichung  desselben  in  Bezug 
auf  drei  conjugirte  Axen,  von  denen  diejenige  der  x  durch  einen  beliebigen 
Punkt  0  des  Kaumcs  gelegt  sei.  Wir  setzen  OS  =  Xq  uud  verlegen  die  Co- 
ordinatenaxen  parallel  nach  0;  dann  gehen  die  Coordinaten  x,  y,  z  des 
Massentheilchens  m  über  in: 

x'  =  x  —  x^;     y=^y\     z=z, 
und  da  für  den  Schwerpunkt  Zmx  =--  Zmy  =  J^mz  =  0  ist,  und  nach  Vor- 
Hüsseizung  Em a: y  =  Zm yz  =  £m zx  =  0,  so  folgt : 


3 
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£my*  =£my^  —  mb\ 
£mz*  —£rm^  =ü)ic*, 
£myz'=  2?my2=  0, 
Zmz'x'=  Zmzx — x^Zmz  =  0, 
Zmx'yz=.  Zmxy —  x^Zmy  =  0. 
Die  erste  dieser  6  Gleichungen  entliHlt  die  bekannte  Regel : 

Um  i\XT  irgend    eine   Richtung   das  Trägheitsmo- 
ment eines  Masseusystems  in  Bezug  auf  eine  gegebene 
Ebene  zu  erhalten,  bestimmt  man   für  eine   durch   den 
Schwerpunkt   gehende  Parallelebene  das  Trägheits- 
moment und  addirtdazu  dasProductausderGesammt- 
masse  90t   in    das   Quadrat    des    (nach    der   gegebenen 
Richtung  gemessenen)  Abstandes  beider  Ebenen. 
Die  letzten   drei  Gleichungen  zeigen,   dass  die  drei   neuen  Coordinateu- 
axen  drei  conjugirte  Durchmesser  sind  für   das  Trägheitsellipsoid  von   0. 
Die  halben  Längen  dieser  Durchmesser  sind : 


Ya^  +  ÄTo',  b  und  c. 
Das  Ellipsoid  des  beliebigen  Punktes  0  kann  also  mittelst  des  Central- 
ellipsoides  wie  folgt  construirt  werden.  Man  umhülle  letzteres  durch  eine 
Cylinderfläche,  deren  Axe  die  Gerade  SO  ist,  und  verschiebe  die  ebene  Be- 
rtihrungscurve  parallel  auf  der  Cylinderfläche,  bis  ihr  Mittelpunkt  mit  0  zu- 
sammenfällt, so  hat  man  die  Curve,  in  welcher  die  Cylinderfläche  von  dem 
Ellipsoid  0  berührt  wird.  Zwischen  der  Länge  SO  und  dem  auf  derselben 
Geraden  liegenden  Halbmesser  a  des  CentralellipsoideM,  als  Catheten,  con- 
struire  taan  femer  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  und  trage  die  Hypotenuse 
j/ö'+SÖ'  von  0  aus  ab  auf  50;  so  erhält  man  die  beiden  Punkte,  in  wel- 
chen SO  von  dem  gesuchten  Ellipsoid  0  geschnitten  wird.  Auch  je  zwei 
Sehnen  der  beiden  EUipsoide,  welche  auf  einer  Parallelen  zu  50  liegen, 
▼erhalten  sich  wie  ]/a'  +  '^^'  '  ^%  ^i^d  da  dieselben  von  den  Ebenen  der 
oben  genannten  Berührungscurven  halbirt  werden,  so  ist  die  eine  leicht  zu» 
construiren,  wenn  die  andere  bekannt  ist.  Herr  Culmann  folgert  aus  den 
hier  bewiesenen  Sätzen  (a.  a.  0.) : 

Die  Trägheitsellipsoide  sämmtlicher  Punkte 
einer  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Geraden  wer- 
den von  einer  zu  letzterer  parallelen  Cjlinderfläche 
in  parallelen  und  congruenten  Kegelschnitten  be- 
rührt.    Daraus  ergiebt  sich  weiter : 

Die  Trägheitsellipsoide  sämmtlicher  Punkte 
einer  durch  5  gehenden  Ebene  werden  von  zwei  pa- 
rallelen  Ebenen  berührt|  und  die  nach  d^m  Vk^xH^V- 


'ag  zu  der  Lehre  Ton  den  TrägheitBinomeiiteD« 


miigspnokteii  feheDdcn  DnTcbmesser  der  Ellipdolde 
Bin  d  p  nra  1  ]  el. 

Der  Scbwerpunkt  S  liegt  mserhalli  j  edee  Trägbeita- 
ellipaoidee,  well  uämlich  j/a*+OS*  >0S  ifit 


§.3, 

Solt  ntin  das  g(?gebeiie  Maäseiisy stein  durch  ein  &iiderea  m  Bezng  au: 
die  Triigbeitamoraeut«  völlig  ersetzt  werden,  so  ist  oSenbar  aothweodig,  aber 
aach  b  iure  lebend: 

1.  dass  die  Trägheitsellipsoidfl  beider  Systeme  für  einen  gegebenen 
Punkt  0  zusammenfallen»  das^*  also  irgend  drei  conjngirte  Durcb- 
tneäser  derselben  gleiche  Richtung  und  Grösse  haben; 

2.  dass  die  Sehwerpunkte   der   bilden  Mnssensysteme  znsammetifal 
len,   so  dass  auch  die   beiden  CentralelUpsoide   und   folglich    die 
Trägbeitsellipäoide  eines  jeden  Punktes  einander  decken; 

S-  dass  die  Gesammtmaaso  DJi  des  eiuen  Systems  derjenigen  des  an- 
dern gleich  sei.  Denn  mit  3W  ist  daa  Quadrat  des  betreffenden 
Träglieitsradiu»  ^  zn  multipliciren,  damit  wir  für  irgend  eine 
Ebene  und  i^ichtung  das  Tr^lgheltsniomeat  ^^*  erhalten. 

Ein  Massensystem,  deäi^on  Ceutralelllpsoid  die  GJelobnng 


I 


J 


hat,  lässt  sich  in  diesem  Sinne  ersetzen  durch  ein  Ellipsoid 

''=«'  +  y'  +  7" 

in  dessen  Innern  die  Gesammtmasse  Wl  gleichförmig  rertheilt  ist;  ebenso 
durch  ein  homogenes  Parallelepipedon,  dessen  Seitenflächen  die  Gleichun- 
gen haben: 

-  =  f  =  -  =  +  /l2. 

a        b        c        —  ^ 

Durch  ein  System  von  drei  materiellen  Punkten  lassen  sich  jene  Be- 
dingungen nur  dann  erfüllen,  wenn  das  gegebene  Massensystem  ganz  in  der 
Ebene  dieser  drei  Punkte  liegt,  weil  nur  dann  das  Trägheitsmoment  für 
diese  Ebene  gleich  Null  wird.  Im  allgemeinen  Fall  genügen  vier  Punkte, 
die  nicht  alle  in  einer  Ebene  liegen,  also  die  Eckpunkte  eines  Tetraeders^ 
Seien  m,  m«,  i7<y,  ntg  die  Massen  derselben.  Wir  nehnjien  den  ersten  dersel- 
ben, 0,  zum  Anfangspunkte  eines  Coordinatensystems ,  dessen  Axen  resp. 
durch  die  übrigen  drei  Punkte  gehen.  Seien  |,  17,  i  die  resp«  Entfernungen 
dieser  Punkte  von  0,  so  wird : 

2;my»=0;  2:mzar=0;  £mxy=0. 

Die  drei  Geraden,  welche  den  Punkt  0  mit*  den  übrigen  drei  materiellen 
Pi^nkten  verbinden,  sind  also  conjugirte  Durchmesser  des  Trägheitsellipsoi- 
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des  0  unseres  Tetraeders.  Der  Forderung  l)  zufolge  müssen  sie  der  Rich- 
tung und  Grösse  nach  zusammenfallen  mit  drei  beliebigen  conjugirten  Durch- 
messern desjenigen  Ellipsoides,  welches  in  dem  ursprünglich  gegebenen 
Massensystem  dem  Punkte  0  zukommt.  Die  Gleichung  des  letzteren  Ellip- 
soides muss  sich  also  auf  die  Form  bringen  lassen : 

und  für  die  Grösse  der  Halbaxen  gelten  die  Gleichungen : 

Sind  d?o,yo,  Zo  die  (^oord^nA^oi^  des  Schwerpunktes,  so   führt  uns  die 
Forderung  2)  zu  folgenden  Gleichungen : 

Die  dritte  Forderung  endlich  wird  befriedigt  durch  die  Gleichung : 
w»  +  m,  +  my  +  m,  =  an. 
Diese  sieben  Gleichungen  lassen  sich  in  folgende  auflösen.     Es  ist: 
/l  *  A  *  c* 

8)  m,=  ÜR^);     fn,  =  m^,',     m,=  SK^-t ; 

^0  ^0  ^0 

*       fli  < 


.)  ,=ä,(,_j;_^_^) 


Da  der  Schwerpunkt  (Xg,  y^,  z^  oder  S  stets  innerhalb  des  Ellipsoides 

6)  liegt,  so  ist  tn  positiv,  wie  auch  sein  muss.     Das  Verhältniss    ^    hängt 

ntir  ab  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  0  und  5,  nicht  aber  von  der 
Wahl  des  Coordinatensystems  resp.  der  Lage  der  übrigen  drei  Punkte. 
Denn  die  Function 

ar*       y*        z* 

«0         *'o        **• 
erhält  für  jeden  Punkt  des  Raumes,  also  auch  für  den  Schwerpunkt,  einen 
ganz  bestimmten  Werth,  welcher  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Coordi- 
naten  o:,  y,  z  durch  andere  Grössen  ausdrückt,  d.  h.   ein  beliebiges  neues 
Coordinatensystem  einführt. 

Die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcher  die  Massen  m^r,  m^,  m«  liegen,  ist: 

oder: 

d.h.  diese  Ebene  ist  die  Polarebene  des  Schwerpunktes  in 
Bezug  auf  das  Trägheitsellipsoid  6).  Auch  die  Lage  dieser  Ebene 
ist  also  unabhängig  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems  oder  der  Punkte 
iiijr,  My  und  ntg.     Also : 
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Durch  wülkarlicbe  Annahme  eines  der  vier  Eck- 
punkte  des  Tetraeders  ist  nickt  nur  die  Musse« 
welche  datiieelben  beizulegen  isLj  sondern  äucIi  die  \ 
Ebene,  in  welcher  die  übrigen  drei  Eckpunkte  Heg  eo,  f 
völlig  ußd  eindeutig  bestimmt 


Die  Grösse  dieser  Masse  uod  die  Lage  dieser  Ebene  lassen  sich  mit* 
teUt  dos  CentralellipsDides  noch  bequemer  angebeu,  ao  dass  sich  namentlich 
leieht  erkennen  iMsst,  wie  sie  sich  andern  mit  der  Lage  des  Punktes  0.  Die 
Ebene  10)  ist  parallel  zu  der  Polarebene  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  dns 
CentralelHpsoid  S,  weil  nach  §.  2  die  beiden  Diametralebenen  der  Ellipsoide 
S  und  Oj  welchen  die  Gerade  SO  conjngirt  ist,  parallel  sind,  zu  diesen  aber 
die  Polarebenen  jedes  Punktes  von  SO.  Wir  wollen  nun  über  die  drei 
conjngirten  Durchmesser,  auf  welche  das  Ellipsoid  0  bezogen  ist,  die  An* 
nähme  machen,  dass  der  eine,  z-  B.  die  j?- Axe,  durch  den  Schwerpunkt  S 
gehe*  Dann  bedeutet  x^  die  Länge  05,  nnd  ^^^  sowie  ip  verschwinden. 
Zwei  von  den  Eckpunkten  des  Massentetraeders  rücken  nach  7)  in  unend* 
liebe  Entfernung,  indem  71=00  und  {=ac;  ihre  Massen  nty  und  iHj  werden 
zugleich  verschwindend  klein  nach  8),  so  jedoch,  dass  immerhin  m^  i/'e=!IK*/ 
und  OT,i'  =  3Rr/  bleibt.     Die  Glelclmngen  9)  und  10}  gehen  über  in : 

7r-=  1 1  und  -V  =^  1. 

Nach  §.  2  ist  aber  a^  =  a'  -|-  x^,  wenn  a  den  auf  Obliegenden  HalbmesT 
ser  des  Centralellipsoides  bezeichnet.     Also  folgt; 

m  a*  ö'        1  «'+*§* 

indem  x  die  Länge  DP  bedeutet,  welche  von  der  Ebene  10)  auf  der  Geraden 
OS  abgeschnitten  wird.  Die  geometrische  Deutung  der  ersten  Gleichung 
liegt  auf  der  Hand;  die  zweite  können  wir  auch  schreiben: 

(^  =  X^,{X  —  X^)=:0S.SP, 

so  dass  also  der  Halbmesser  a  des  Centralellipsoides  die  mittlere  Proportio- 
nale ist  von  OS  und  SP.  Ist  nun  P^  der  Schnittpunkt,  welchen  die  Polar- 
ebene von  0  in  Bezug  auf  das  Centraleilipsoid  mit  OS  erzeugt,  so  dass  also 
Pi  von  0  harmonisch  getrennt  ist  durch  das  Ellipsoid,  so  gilt  bekanntlich 
die  Gleichung: 

a*=OS.P^S. 

Also  ist  PiS=  5P,  oder  die  Polarebene  von  0  ist  nicht  allein  parallel  sa 

der  Ebene  lO),  sondern  hat  auch  vom  Schwerpunkt  denselben  Abstand,  wie 

diese.     Wir  wollen  deshalb  die  Ebene  10)  die  Gegenpolare  des  Punktes 

^.nennen,  und  umgekehrt  0  den  Gegenpol  jener  Ebene  in  Bezug  auf  das 

^lellipsoid. 
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Ist  0  ein  Eckpunkt  des  Tetraeders,  so  liegen  die 
übrigen  drei  Eckpunkte  in  der  Gegeupolare  von  0, 
d.h.  in  der  Ebene,  welche  der  Polare  von  ()  hinsicht- 
lich des  Centralellipsoides  parallel  ist  und  vom 
Schwerpunkt  denselben  Abstand  hat  wie  diese. 

Die  Gleichung  für  —  kann  auch  geschrieben  werden : 

m  ar 

Verlängern  wir  also  jeden  Halbmesser  des  Centralellipsoides  im  Verhältniss 

,  so  erhalten  wir  alle  diejenigen  Punkte  des  Raumes,  welchen  die 

Masse  m  zngetheilt  werden  müsste,  wenn  sie  zu  Eckpunkten  des  Tetraeders 
gewählt  würden.  Für  ein  constantes  m  erhalten  wir  als  Ort  dieser  Punkte 
ein  zum  Centralellipsoid  ähnliches  und  ähnlich  liegendes  El- 
lipsoid.  Ist  die  Gleichung  des  Centralellipsoides  für  drei  seiner  conju- 
girten  Durchmesser : 

ÜJ*        v*        «• 

80  hat  das  letztere  Ellipsoid  die  folgende  Gleichung : 

'  a*       b*        er  m 

Dieselbe  muss  von  den  Cordinaten  (a:^,  y^,  z^)  des  Punktes  0  befriedigt  wer- 
den, wenn  dessen  Masse  m  zum  Voraus  gegeben  ist;  oder  diese  Masse  kann 
aus  12)  berechnet  werden,  wenn  jene  Coordinaten  gegeben  sind.  Die  Masse 
m  liegt,  wie  auch  sein  muss,  immer  zwischen  0  und  90t,  weil  die  linke  Seite 
von  12)  nicht  negativ  werden  kann.  —  Beispielsweise  finden  wir  als  Ort  der 

Punkte ,  welchen  die  Masse  m=  -—  oder  auch  m  =  —  beigelegt  werden 

müsste,  das  Centralellipsoid  und  ein  zweites,  dessen  Axen  doppelt  so  gross 
sind,  wie  diejenigen  des  Centralellipsoides. 

Da  die  Polare  des  Punktes  0  (or^,  y^,  2|)  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid  11) 

folgende  Gleichung  hat:     XjX  .ViyzxZ 

"^"*"  ft«  ■■""?■  —  *' 
so  ist  die  Gleichung  seiner  Gegenpolare : 

.»)  ¥+.¥+¥+■=»■ 

Es  folgt  daraus,  da  13)  symmetrisch  ist  für  (x^y^z)  und  0^1,^,,;^),  der  Satz: 
Von  zwei  gegebenen  Punkton  liegt  entweder  kei- 
ner oder  jeder  in  der  Gegenpolare  des  andern. 

§6. 
Analytisch  lassen  sich  die  soeben  gewonnenen  Resultate  auch  wie  folgt 
ausdrücken.     Seien  m^{x^,y^,Zx),  mf(x^,y^^z^)^  ^si^siVi^^i)  «nd  m^(x^,y^,z^) 
die  viel  Massen  nebst  den  Coordinaten  der  Punkte ,  in  welcheu  &v.^  ^^w^^\sl- 
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trirt  siüd,  taod  seien  ^u  Coorditiatenuxen  drei  conjngirte  Durchmesaer  de« 
Cenlral^llfpsoides  S  g^ew^hlt  worden »  so  dum  wieder  U)  die  Gli^ichiiDg  de« 
letstteren  ist.  Dmnit  akdnnn  dns  gegebene  Massens^Btem  UinsichtUch  der 
Trägheitiitnomente  völlig^  ersetzt  werde  durch  jene  vier  materieUeD  Punkte^ 
müssen  leUtere  mir  dieiselUe  Gesammtmassef  dasselbe  CentraleUipaoid  ond 
also  auch  denselben  Schwerpnnkt  haben,  vle  orsteres*  D«  h.  es  ist  DOth^ 
wendig  und  hinreichend,  dass  folgende leebn  Gleichungen  befriedigt  werdend 


14) 


OT,*,*     +W,*,* 

+  ""»».• 

+  «»«l' 

=  ÜRa', 

""iVi*     +  «'tl/t* 

+  w»y«' 

+  '»4yi* 

=  ©6», 

'"l  *l        T  "i  *l 

+  «.«.• 

+  »»«»«' 

=  aRc*, 

'«i^i      +'»,^1       +'w»;,       +*N^^4       =0» 

Andererseits  baben  wir  als  nothwendjg  und  hinreichend  erkannt,  daai 
jedem  der  vier  Punkte  eine  Ma^s©  beizulegen  aei,  welche  ans  seinen  Coor^ 
dinaten  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  12)  berechnet  wird,  und  dasi 
jeder  von  den  vier  Punkten  auf  der  Gegenpolaren  der  übrigen  liege,  seine 
Coordtn&ten  also  drei  Gleichungen  von  der  Form  13)  genügen.  D.  b.  ei 
müssen  nur  die  zehn  Gleichungen  befriedigt  werden: 


+  '"»?* 

+  «tff3 

+  ««y« 

=  0, 

+  "h-^t 

+  "•»"•» 

+  '»4*4 

=  0. 

/ 


■+¥ 


+5r 


SR 


15) 


1  + 


w 


1+ 


14 


14 


«i^r«  ,   »lytj.  *•*« 


«.x, 


f^a 


6* 


6« 


«1«. 


1*4 


6« 


=  0, 


6» 
y«y4 


=  0, 


«l«4 


6» 
6» 


^  =  0. 


0. 
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Hätten  wir  das  Centralellipsoid  auf  ein  anderes  Cordinatensjstem  bezogen, 
80  würden  in  die  Gleichungen  14)  und  15)  noch  mehr  willkürliche  Constan- 
ten eingetreten  sein.  Diese  allgemeineren  Systeme  von  Gleichungen  sind 
ohne  Schwierigkeit  aufzustellen. 

Das  in  §.  4  Bewiesene  lässt  sich  nun  kurz  so  aussprechen: 

Die  Gleichungen  14)  sind  eine  blosse  Umformung 
der  Gleichungen  15),  und  umgekehrt  diese  von  jenen. 
Einmal  gefunden  lässt  sich  dieser  Satz  auch  analytisch  leicht  beweisen. 
Man  setze  zunächst  zur  Vereinfachung: 

""^  m      ^*'       a    "^•'        b    ~^"        c       ^'^ 

indem  t  die  Indices  1,  2,8  oder  4  bedeutet.  Dann  gehen  die  Gleichungen 
14)  und  15)  in  folgende  über: 

f*,'   +^,*   +f*.'   +f*4'   =1.  /  ^1*    +S.'    +Vi'    +&•  =1. 

fi*  +{••  +«.•  +I4'  =!•  f*.*  +S.*  +nt'  +?«•  =1, 

V     +»?«•    +1?S*    +^4*    =1.  1    Ml*      +ä.*     +1?8«     +J8*    =-!> 

£,•  +&•  +{:.•  +£*•  =1.         I  f*4'  +^4*  +1?/  +iA  =i> 


14a) 


»?ifi+»?ttt+»?8f8+^4£4=ö,   ^^^^  J  ^,^+5i {,+»?, i?,+j:,ßi=o, 


{i{;,+l«ft+Ss{;.+64£i=Oi 

Ml  Jl  +  f*t  ft  +  f*8  fs  +  ^4  f4=ö» 


Ml  Mi  +  61  S»+  ^1  »?S+  fl  ?B  =0, 
MlM4  +  5l54+»?l»?4+flJ4=ö| 
MtM8+StS8  +  »?t»?8  +  &&=ö» 
MlM4  +  St{4  +  ^^4  +  &£4=ö, 


f*i'/l"rptT/t-rf»8^/8T^f*4'/4"-"»  f»lf*4^6tS4-rT/tT/4-rbtS4"-"> 

\    Ml5l   +Mllt  +  M8$8+M4l4=Ö-  V  f«8M4  +  l8f4  +  ^B^4  +  f8£4=ö. 

Von  befreundeter  Seite  wurde  ich  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass, 
wenn  die  ^,  £,  97,  {;  als  Coefiieienten  einer  linearen  Substitution  angesehen 
werden,  die  Gleichungen  14 a)  und  ebenso  15a)  einfach  aussagen,  die  Sub- 
stitution sei  eine  orthogonale*),  und  dass  somit  14a)  aus  15a)  folgt  und 
umgekehrt  15a)  aus  14a).     Nämlich  von  den  Gleichungen: 

/  i  =^,  r+{, u+ri,  r+f,  fv,  ( f*,/+^ti+f*8«^+f*4w=  r, 

folgen,  wie  sofort  in  die  Augen  springt,  die  letzteren  {y)  aus  den  ersteren  (ß) 
wegen  der  Gleichungen  14a).  Ebenso  ergiebt  sich  aus  ß)  und  14a)  die 
Gleichung : 

f  +  u*  +  v^  +  w'=  T*  +  U*  +  V*  +  W\ 
Worden  hierin  rechts  für  T,  (7,  F,  W  ihre  Werthe  (y)  eingesetzt,  und  her- 
nach die  Coefficienten  von  resp.  ^,  iu^  t/*,  tv^  ....  auf  beiden  Seiten  einander 
gleichgemacht  (was  nothwendig  ist,  weil  t^u^v^w  ganz  beliebige  Grössen 
sein  können),  so  folgen  die  Gleichuhgen  15a).  Umgekehrt  ergeben  sich 
aus  15  a)  die  Gleichungen  14  a),  wenn  von  den  Gleichungen  y)  ausgegangen 


*)  Vorgl.  Balte  er,  Determinanten,  2.  Aufl.  (.  14,  5. 
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Wird.  Hiermit  lat  Aiicli  analjtiscb  bewiesen,  dass  das  TptraetleT  auf  nnssÄli- 
lig  viele  Arten  consiniirt  wanden  kann  nacli  Anleitung  der  Gleicbuii^en  !&)- 
üflÄ  Quadrat  der  Subfelitmionsdcterminante  ist  beknnntlidi  =1  oder 

Hl  i   Vt  ti 

iH  it  Vt  i$ 

H  U  V$  £9 

wie  liier  «ofort  Bich  ergiebt ,  wetm  mit  Berücksichtigung  der  Gleichun- 
gen 14a)  oder  15a)  dag  Quadrat  m  eine  einfache  DeterniinaiUo  Torwandeit 
wu(l.*)  Werden  für  die  |,  1/  uod  £  ihre  Werthe  aus  a)  eingeführt,  so  erhal- 
ten wir:**} 

1  s^  y^  t^ 


=  1, 


\      ahc     ) 


i  H  n  H 


=  u 


1  ^4  ^*  ^4 

Die  in  dieser  Gleicbung  vorkorampude  Üeterminam©  bedenlet^  wenn  wir 
Tür  deo  Augenblick  rechtwinkelige  Coordiiiaten  vorau^aeUen,  das  Becha- 
facb©  vom  Inhalte  7"  dea  Tetraeders,  welebes  die  vier  Maascüpuukte  bil* 
4ij 


den  ;***)  und  ebenso  ist  —  a6e  gleich  dem  lubalte  £des  Centralellipsoidea. 
Wir  haben  also : 

ft-rf'        »7 


T 


3K* 


8  ;r .  f*i  /ij  /ta  JM4       8  7t  '^     m^  wi,  m^  m^ 


d.h.: 


Der  Inhalt  des  Tetraeders  hängt   nur  davon  ab, 
wie  die  Masse  3R  anf  die  vier  Eckpunkte  vertheiltist. 

Für  mj=m,=5W3=w^= —  2.  B.  ist  Tss  —  E-=^^abc  ein  Minimum^ 

2 

so  dass  das  Tetraedervoluraen  niemals  grösser  werden  kann,  als  —  vomVo^ 

n 

lumen  des  Centralellipsoides.    Im  nächsten  Paragraphen  wird  sich  ergeben, ' 

dass  das  Verhältniss,  in  welchem  die  Masse  3Ji  sich  auf  die  vier  Eckpunkte 

des  Tetraeders  vertheilen  soll,   zum  Voraus  willkürlich  angenommen,   und 

dass  gleichwohl  das  Tetraeder  noch  auf  unendlich   viele  Arten  eonstruki 

werden  kann. 

§.  6. 

Ein  Tetraeder,  welches  dem  gegebenen  Massensystem  aequivalent  ist 

hinsichtlich  der  Trägheitsmomente,  kann   nach  Obigem  wie  folgt  bestimmt 

werden.     Man  nimmt  einen  beliebigen  Punkt  0^   als  ersten  Eckpunkt   an; 

die  Gleichungen  12)  und  13)  bestimmen  dann  sofort  die  Masse  m^ ,  welche 

•)  Vergl.  Baltzera.  a.  O.  §.  14,  6. 
**)  Ebenda  §.  3,  4. 
**V  Ebenda  §.  J5,  6. 
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demselben  beizulegen  ist ,  sowie  die  Ebene ,  in  welcher  die  übrigen  drei 
Punkte  liegen,  und  welche  als  Gegenpolare  von  0|  mittelst  des  Centralellip- 
soides  leicht  constrnirt  werden  kann.  In  dieser  Ebene  wird  der  zweite  Eck- 
punkt 0,  beliebig  angenommen,  dessen  Masse  m,  und  dessen  gegenüberlie- 
gende Ebene  sich  wieder  aus  12)  und  13)  ergeben.  Auf  der  Schnittlinie  der 
beiden  so  gefundenen  Ebenen  kann  der  dritte  Eckpunkt  beliebig  gewählt 
werden;  wodurch  dann  auch  dessen  gegenüberliegende  Ebene  und  somit 
der  vierte  Eckpunkt,  in  welchem  jene  drei  Ebenen  sich  schneiden ,  eindeu- 
tig bestimmt  ist. 

Ist  vom  Tetraeder  eine  Ebene  gegeben,  deren  Gleichung  sei : 
Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0, 
so  erhalten  wir  durch  Identificirung  dieser  Gleichung  mit  13)  für  die  Coor- 
diuaten  des  ausserhalb  der  Ebene  gelegenen  Eckpunktes  die  Werthe : 

Seine  Masse  m  und  die  in  der  Ebene  concentrirte  Masse  9R  —  m  ergeben 
sich  aus  Gleichung  12),  wenn  diese  Coordinaten  statt  or,  y^  z  eingesetzt  wer- 
den. Der  Punkt  (X|,  y,,  z^)  ist  der  Segenpol  der  gegebenen  Ebene ;  seine 
Verbindungslinie  mit  dem  Pol  der  letzteren  hinsichtlich  des  Centralellipsoi* 
des  wird  durch  den  Schwerpunkt  S  halbirt.  Für  Z>=:0,  d.  h.  wenn  die 
Ebene  den  Schwerpunkt  enthält,  fällt  (X|,  y,,  z,)  ins  Unendliche;  die  RichT 
tung,  nach  welcher  hin  er  im  Unendlichen  liegt,  ist  jedoch  bestimmt,  da  er 
sich  stets  auf  der  Geraden : 

X  _y_ z 

d.  h.  auf  demjenigen  Durchmesser  des  Centralellipsoides ,  welcher  der  ge- 
gebenen Ebene  conjugirt  ist,  befinden  muss. 

Ueberhaupt  bilden  die  sämmtlichen  Punkte  des  Raumes  mit  ihren  Ge- 
genpolaren  ein  räumliches  Polarsystem,  dessen  Ordnungsfläche  oder  Direc- 
\rix  jedoch  imaginär  ist,  und  die  Gleichung  hat : 

OJ«         ü*        z« 

Das  Massentetraeder  ist  ein  Polartetraeder  (oder  Quadrupel  harmonischer 
Punkte),  und  der  Schwerpunkt  S  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Polarsystems. 
Man  überzeugt  sich  hiernach  leicht,  dass  durch  willkürliche  Annahme  einer 
Kante  des  Tetraeders  sowohl  die  Summe  der  in  ihr  liegenden  beiden  Mas- 
sen ,  als  auch  die  gegenüberliegende  Kante  als  Gegenpolare  der  ersteren 
eindeutig  bestimmt  ist.  Geht  die  eine  Kante  durch  den  Schwerpunkt,  so 
liegt  die  andere  im  Unendlichen  (vergl.  §.  4). 

Wenn  für  jeden  Punkt  einer  Ebene  das  TrHgheitsellipsoid ,  in  diesem 
aber  derjenige  Durchmesser  construirt  wird,  welcher  jener  Ebene  conjugirt 
ist,  so  geht  derselbe  durch  den  Gegenpol  der  Ebene.  Denn  sei  dieser  Ge- 
genpol ein  Eckpunkt  des  Tetraeders,  so  liegen  die  drei  \lV^t\^<^\i\w  \^xl^^^^> 
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und  Äwar  kftoo  einer  voo  diesen,  0^^  gnnss  beliebig  m  der  Ebene  angenotn* 
men  werdeo.  Diu  Urei  Kanten  des  Tetraeders,  welcbe  durch  0^  geben,  sind 
aber  nach  §.  3  conjngirtß  Dnrchmesflcr  des  Tmgbeitsellipsoides  von  Oj,  wie 
behauptet  wurde.  Wir  köunen  diesen  Satz  anschaulicher,  wie  folgt ,  ans* 
spreeben : 

DieTrägbeiteellipBoide  der  aftmintlicben  Pnnkte 
einer  Ebene  werden  vonawei  zu  letzterer  parÄllelen 
Ebene»  ßo  berührt,  dnss  die  sümmtlicbeu  Beruh- 
rungsAebnen  im  Gegenpole  der  gegebenen  Ebene  sieb 
schneiden.     Üarnus  trgiebt  sieb  mit  Leichtigkeit: 

Die  Trägheitäellipsoide  der  sammtlichen  Punkte 
einer  Geraden  werden  vor*  «^iner  zn  der  letzte  ren  pa- 
rallelen CylinderflÄcbe  m  KogeUcbnitten  berührt» 
deren  Ebenen  sieb  ii  Geraden  scbnelde  n,  näm 

lieh  in  d  er  Gege  ^„         ir  gegebenen  Geraden 

Die  in  §,  2  aufgestellten  ver  sind  in  dieBen  enthalten. 

Jeder  Ebene,   welche   .  ^^le  des  Tetraeders   angenomm 

wird,  kummt  ein  gans?  bestiminter  H^  rpunkt  eu,  dessten  Lage  unab- 

hängig ist  von  der  Lage  der  drei  in  *  baltenen  Eckjinnkte-  Derselbe 
liegt  näniÜch  anf  der  Geraden,    welcbe  Gegenpol   der  Ebene   mit   dem 

Schwerpunkt  S  des  Massensystems  veröi  ,et;  denn  jede  Gerade,  welche 
einen  Eckpunkt  des  Tetraeder»  mit  dem  bchwerpunkt  der  drei  übrigen  ver* 
Lindf  t,  geht  durcli  S.  Ebenso  kommt  jeder  Kact(>  des  Tt^traedt^rs  ein  be- 
stimmter Schwerpunkt  zu ,  in  welchem  sie  durch  diejenige  Ebene  geschnit- 
ten wird,  welche  ihre  Gegenpolare  mit  S  verbindet. 

Wird  ein  beliebiger  Punkt  0  als  erster  und  der  Schwerpunkt  0^  seiner 
Gegenpolare  als  zweiter  Eckpunkt  des  Tetraeders  angenommen ,  so  fallen 
nach  §.  4  die  übrigen  beiden  Eckpunkte  ins  Unendliche  und  erhalten  die 
Masse  Null.  Ist  also  in  0  die  Masse  m  concentrirt,  so  fKllt  auf  0,  die 
gesammte  übrige  Masse  3R — m,  während  offenbar  bei  jeder  anderen  An- 
nahme des  zweiten  Eckpunktes  diesem  eine  kleinere  Masse  zugekommen 
wäre.     Wir  schliessen  daraus : 

Liegt  der  Punkt  0  auf  dem  Ellipsoid: 

ar       b*       er  m 

80  hat  seine  Gegenpolare  mit  dem  Ellipsoide: 

eine  Schnittlinie,  oder  nur  ihren  Schwerpunkt  oder 

gar  keinen  reellen  Punkt  gemein,  je  nachdem  fiOR — m 

oder^  =  9Jt  —  m  oder  endlich  ^>ü)l  —  m  ist. 

Aehnliches  gilt  von  beliebig  als  Kanten  des  Tetraeders  angenommenen 

Oeraden.    Ist  m  die  Summe  der  Massen,  welche  in  den  beiden  durch  die 
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Kante  verbaaden^n  Eckpunkten  coocentrirt  sind,  so  hat  die  Gerade  mit 
dem  Ellipsoid: 

a«"*"  6«"*"  c«'"  II 
zwei  Schnittpunkte,  oder  nur  ihren  Schwerpunkt  oder  keinen  reellen  Punkt 
gemein,  je  nachdem  ^<^m  oder  fi  =  m  oder  fi  >m  ist.  Die  Gegenpolare 
der  Geraden  wird  von  jenem  Ellipsoid  berührt  für  fi=aR  —  m,  dagegen 
zweimal  geschnitten  für  fA<<  SR  —  m.  Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  dem 
soeben  geführten  ganz  analog. 

Wir  können  daher  das  Tetraeder  auch  unter  der  Bedingung  construi- 
ren,  dass  die  Gesammtmasse  Wl  des  Systems  in  gegebenem  Verhältniss  sich 
auf  die  vier  Eckpunkte  vertheile.  Denn  seien  m^,  m^,  it?,,  m^  vier  beliebig 
gegebene  Massen,  deren  Snmme  =  3R  ist,  so  liegen  die  gesuchten  vier  Eck- 
punkte des  Tetraeders  auf  vier  Ellipsoiden,  dereQ  resp.  Gleichungen  wir 
erhalten,  wenn  wir  in  Gleichung  12)  statt  m  beziehungsweise  m^,  m^j  m,,  tn^ 
einsetzen.  Den  ersten  Eckpunkt  wählen  wir  beliebig  auf  einem  dieser 
vier  Ellipsoide;  seine  Gegenpolare  schneidet  dann  die  drei  übrigen.  Auf 
einer  der  Schnittcnrven  nehmen  wir  den  zweiten  Eckpunkt  an;  dann  schnei- 
det die  Gegenpolare  der  so  bestimmten  Kante  die  letzten  beiden  Ellip- 
soide. Wählen  wir  endlich  einen  der  vier  Schnittpunkte  als  dritten  Eck* 
punkt,  80  ist  dadurch  auch  der  vierte  den  Bedingungen  gemäss  bestimmt. 

Das  Tetraeder  kann  z.  B.  auf  unzählig  viele  Arten  so  construirt  wer- 
den, dass  die  Gesammtmasse  sich  gleichmnssig  auf  die  vier  Eckpunkte  ver- 

ÜR 
theilt.     Letztere,  deren  jeder  die  Masse  —  enthält,  liegen  dann  auf  dem 

4 

Ellipsoid : 

OJ«        f/*        z* 

die  sechs  Kanten  werden  in  ihren  Halbirungspunkten  vom  Centralellipsoid : 
berührt,  und  die  vier  Seitenflächen  in  ihren  Schwerpunkten  vom  Ellipsoid: 

§.7. 

In  jedem  Trägheitsellipsoid  0  giebt  es  drei  Hauptazen,  d.  h.  conju- 
girte  Durchmesser,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen.  Dieselben  spie- 
len in  der  Rotationslehre  eine  wichtige  Rolle,  denn  sie  fallen  (weil 
£mzx  =  Zmtry  =  Zmyz  =  0  wird,  wenn  sie  zu  Coordinatenaxen  gewählt 
werden)  zusammen  mit  den  Hauptträgheitsaxen  des  Punktes  0.  Wir  wol- 
len sie  schlechthin  die  Hauptaxen ,  und  di^  drei  sie  verbindenden  Ebenen 
die  Hauptebenen  des  Punktes  0  nennen.     Jede  Gerade  ^^^VK\i^^^x\t^(^\w^ 


F 
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mnen  ihrer  Punkte  eine  Hnuptaxe  ist,  sctll  auch  ^me  Hauptaxe  des  Massen- 
8y stnnis  genannt  werden  ;  die  Hauptaxen  und  Hanptebenen  des  Schwer- 
punktes (oder  des  Centralen ipsoidos)  wollen  wir  darcb  die  Namen  Central- 
axen  und  Centralebcnen  von  den  übrigen  luiterscheideu* 

Sei  ^^  eine  beliebige  Ebene,  0  ein  Punkt  derselben  und  P  ihr  Gegen* 
pol;  dano  ist  uach  §,  6  im  Trägheitsellipsoid  von  0  die  Gerade  OP  der 
Ebene  Jt,  conjugirt,  Steht  aho  0  P  senkrecht  auf  it^^  ao  ist  0  P  eine  Raupt' 
axe  und  n^  eine  Ilauptebene  des  Punktes  0\  so  dass  jede  Ebene  im  Allge- 
meinen fUi  einen  einzigen  Püukt,  nämlich  fiit  den  Fuaspankt  der  aus  ihrem  Ge- 
genpol auf  sie  gefällten  Normalen,  eine  Hauptebene  ist.  Nur  jede  der  drei 
Centralebenen  ist  Hauptebeue  fiir  alle  ihre  Punkte,  weil  ibr  Gegenpol  auf 
der  eonjugirten,  senkrechten  Centralaxe  unendlich  fern  liegt.  Jede  zu 
einer  Centralaxe  parallele  Gerade  ist  daher  eine  Hauptaxe  ftir  deojenigea 
Punkt,  in  welchem  sie  die  cnnjugirte  Centralebene  trifft^ 

Eine   beliebig    gegebene    Gerade   k   ist   nur  dann 
Hauptmxe  für  einen  ihrer  Punkte,   wenn  sie  mit  ihrer 
GcgenpolarenÄ^i  einen  recbten  Winkel  bildet. 
Nach  §.  6  ist  nämlicU  in  jedem  Tr?igheili^ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt 
0  auf  k  liegt,  die  Gerade  k  der  Ebene  Ük^  conjugirt,  und  nur  im  genannten 
FnU  läüst  sich  durch  Aj    eine  zu  k  senkrechte  Ebene   Ok^    legen.     Jede  in 
einer  Centralebene  liegende  Gerade  ist  Ilauptaxe  des  Systems,  weil  sie  auf 
ihrer  Polaren  senkrecht  steht     Eine  Geiade,  welche  für  zwei  ihrer  Punkte 
Ilanptaxc  ist,  muss  für  jeden  ibrer  Punkte  eine  Uauptaxe   sein,    well   ibre 
Gegenpolare  als  Schnittlinie  von  zwei  auf  ibr  senkrechten  Ebenen   im  Un- 
endlichen liegt,  und  in  jeder  zu  ihr  senkrechten  Ebene  enthalten  ist.     Die 
Gerade  ist  in  diesem  Falle  eine  Centralaxe. 

Ueber  die  Vertheilung  der  Hauptaxen  des  Massensjstems  über  den  un- 
eudlichen  Raum  geben  uns  folgende  Sätze  Aufschluss : 

Die  sftmmtlicben  Hauptaxen,  welche  durch  einen 
Punkt  Pgehen,  bilden  eine  Kegel  fläche  zweiter  Ord- 
nung; dieselbe  gehtdurch  den  Mittelpunkt  5,  und  durch 
die  unendlich  fernen  Punkte  der  Centralaxen. 

Die    sämmtlichen   Hauptaxen,    welche    in    einer 
gegebenen  Ebene  tt,  liegen,  umhüllen  eine  Parabel. 
Nur  wenn  P  unendlich  fern  oder  auf  einer  Centralebene  liegt,  oder  andrer- 
seits TTi   durch  den  Schwerpunkt  geht,   erhalten  wir  zwei  Strahlenbüschel 
statt  der  Kegelfläche  oder  der  Parabeltangenten. 

Sei  itx  die  Gegenpolare  von  P,  und  n  die  von  P  auf  ^,  gefällte  Normale, 
welche  nebst  ihrer  in  n^  liegenden  Gegenpolaren  n,  eine  Hauptaxe  ist. 
Dem  Ebenenbüschel  n  entsprichtdann  die  zu  ihm  projectivische  Geraden,,  und 
durch  jeden  Punkt  A^  der  letzteren  geht  noch  eine  Hauptaxe  gr,  der  Ebene 
^j,  DäwWch  die  Senkrechte ,  welche  von  A^  auf  seine  durch  n  gehende  Ge- 
genpolare  a  gefällt  wird ;  denn  g^  steht  a^nkiecht  auf  ihrer  durch  P  gehenden 
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Oegenpolaren  g^  welche  letztere  also  ebenfalls  eine  Hauptaxe  ist.  Die  Ge- 
rade ^1  kann  anch  angesehen  werden  als  Verbindungslinie  von  Ay  mit  dem- 
jenigen unendlich  fernen  Punkt  A^  der  Ebene,  welcher  in  einem  zur  Ebene 
tt  senkrechten  Strahl  von  P  Hegt.  Man  schliesst  daraus,  dass  dijB  Gerade 
n,  und  die  unendlich  ferne  Gerade  von  n^  prnjectivisch  auf  einander  bezo- 
gen sind  hinsichtlich  der  einander  entsprechenden  Punkte  von  A^  und  A\^ 
und  dass  folglich  g^  eine  Parabel  umschreibt,  wenn  A  sich  bewegt,  von  wel- 
cher auch  n^  eine  Tangente  ist  (vergl.  Steiner,  Abhängigkeit  geometri- 
scher Gestalten,  S.  302).  Die  Gegenpolare  g  beschreibt  zugleich  die  reci-  . 
proke  Figur,  nämtich  eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  mit  dem  Mittel- 
punkte P,  welche  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Massensjstems  hindurch- 
geht, weil  zu  den  Tangenten  jener  Parabel  auch  die  unendlich  ferne  Gerade 
von  nx  gehört.  Wir  müssen  hiernach  auch  jede  durch  5  gehende,  sowie 
jede  unendlich  ferne  Gerade  als  Hauptaxe  des  Systems  betrachten,  und 
awar  erstere  für  ihren  nnendlich  fernen  Punkt. 

Geht  die  Ebene  n^  durch  5,  so  liegt  ihr  Gegenpol  P  unendlich  fern  auf 
dem  zu  ss  conjugirten  Durchmesser  des  Centralellipsoides.  Die  sämmtli- 
cben  in  tp^  gezogenen  Parallelen,  deren  Richtung  auf  diesen  Durchmesser 
senkrecht  ist,  sind  deshalb  Hauptaxen-,  und  ebenso  ihre  Gegenpolaren, 
welche  jenem  Durchmesser  (nach  P  hin)  parallel  laufen  und  eine  durch  S 
gehende  Ebene  erfüllen.  Statt  der  Kegelfläche  P  erhalten  wir  also  einen 
unendlich  fernen  und  einen  Parallelstrahlenbüschel  P,  dessen  Ebene  durch 
S  geht;  statt  der  sämmtlichen  Tangenten  einer  Parabel  erhalten  wir  in  n^ 
einen  Strahlenbüsche)  S  und  einen  Parallelstrahlenbüschel,  und  zwar  ist  die 
Richtung  der  parallelen  Strahlen  senkrecht  zu  derjenigen,  in  welcher  fliegt. 
Beiläufig  folgt: 

Die  Hauptaxen,  welche  durch  irgend  zwei,  mit  S 
in  einer  Geraden  liegende  Punkte  hindurchgehen, 
sind  paarweise  parallel,  oder  die  beiden  Kegelflä- 
chen, auf  welchen  sie  liegen,  berühren  sich  in  jener 
Geraden  und  gehen  durch  denselben  unendlich  fernen 
Kegelschnitt. 

Die  sämmtlichen  Parabeln,  welche  von   allen  in 

parallelen   Ebenen   liegenden   Hauptaxen   eingehüllt 

werden,  sind  Schnitte  einer  einzigen  Kegel  fläche  mit 

dem  Mittelpunkt  S, 

Liegt  der  Punkt  P  auf  einer  Centralebene  y  und  ist  s  irgend  eine  durch 

P  gehende  Hauptaxe,  welche  mit  y  einen  spitzen  Winkel  bildet,  so  ist  jeder 

Strahl  von  P,  welcher  mit  8  in  einer  zu  y  senkrechten  Ebene  liegt,   eine 

Hauptaxe.     Denn  zunächst  sind  auch  die  Normale  in  P  und  die  senkrechte 

Projection  von^aufyHauptaxen,  wie frtiherbewiesen ist,  DemStrahlenbüschel 

P,  in  welchem  diese  drei  Hauptaxen  liegen ,  entspricht  aber  ein  projectivi- 

scher  Strahlenbüschel,   welchem   die  drei  Gegen^o\Äi^xv  ^\i^OcÄ\^\!w^  x«A 

ZtlUehriA  f.  MathtmaUk  a.  Phyaik.  X,  6.  ^ 


Beitr   *  zu  ä^T  Lobre  von  den  Trägliehsinoineüteii, 


U^H-^ygV^^F^^Wl^Nj  iJ^^^iM*' 


dessen  El  ;1e Ich f 811^1  anfy  normal  ist,  wHbrend  sein  Mittelpnnkt  gleieb 

P  in  y  IU%K.  d  jeder  Stralil  des  eioen  BüscUel^  steht  atif  seiner  Gegen- 

poKiren  ir       re  en  Biiscliel  tenkrecht,  well  dieses  von  drei  Btrablen    gilt 

(vprgl.  V,  t,  Geom,  d.  Lng<^,  No.  350)*     Die    sämmtlichen   durcU   P 

gplienden         ,  aen  bilden  also  zwei  StralileiibHiieliel,  ron  denen  der  eine 

in  y  Hegt,  x,^^  dere  in  einer  «n  y  normalen  Ebene*     Ebenso  erhilteu  wir 

als  Oit   ßii'**-  »  ni   liegenden  HHuptnicen   zwei  Btrablcnbüschel  ^   nlinlich 

einen  p3  »bleobüBchel^  dessen  Strahlen  auf  y  ßenkrecht  stehen,  und 

einen  gew  .en,  dessen  Mittelpunkt  in  y  liegt.     Beiläufig  folgl;  jH 

istw  eine  Normale  zu  einer  Gen tral ebene  y,  soliil- 
den  die  Bäxnni  Hieben  Hauptaxen,  welche  von  n  ge- 
iclinitton  werden,  ¥  ge""Ächon  2*  Ordnang,  deren 
Mittelpunkte  in  ]  id  we  lebe  von  y  in  einer  und 

derselben  Hyperne-  ^.  itteti   werden, 

NUtnlich  eine  beliebige  dia  ^^        ichen    hat   mit  y  eine  Hyperbel 

gemriii,   welche  durch  den  ^vonnüudy,   darch   den  Schwer* 

pnnkt  Sund  die  unendlich  fernMj  *  tu  der  in  y  liegenden  beiden  Central- 
axoM  bindurchjrelit.  Nneh  dem  eben  Bewiesenen  ist  aber  jede  Gerade^ 
welche  einen  Punkt  der  Hyperbel-  mit  einem  Punkt  von  n  verbindet,  eine 
Hnnptftxe,     Aehnlicb  ist  der  folgende  reciproke  Satz  zu  beweisen:  ^M 

J>ie    sämuit liehen   Hanpta:xeni    welche    von    ein e^^ 
Ceutralebeiioj^und  von  einerin  dies  er  gelegenen  Ge- 
raden^ge st: hnitten  werde n,berühreneinenparaboIi- 
schen  Cyliiider,  welcher  aufy  senk  r«e  cht  ist 

Ist  ausser  den  drei  C<»ntralaxen  noch  eine  vierte  Hauptaxe  a  bekannt, 
welche  weder  mit  einer  von  ersteren  in  einer  Ebene,  noch  unendlich  fern 
liegt,  so  können  alle  Hauptaxen  des  Massensjstems  leicht  construirt  wer- 
den. Man  nehme  z.  B.  auf  der  Ebene  Sa  irgend  einen  Punkt  0  an  und 
lege  durch  diesen  vier  Parallele  zu  den  gegebenen  vier  Hauptaxen  und  eine 
fünfte  Gerade  nach  S,  Construirt  man  dann  die  Kegelfläche  2.  Ordnung, 
welche  durch  diese  fünf  Strahlen  von  0  bestimmt  ist,  so  liegen  in  dieser 
alle  durch  0  gehenden  Hauptaxen.  Wird  dieselbe  Construction  für  jeden 
Punkt  der  Ebene  5a  ausgeführt,  so  erhält  man  alle  Hauptaxen  des  Systems, 
da  jede  derselben  entweder  die  Ebene  schneidet  (resp.  ihr  parallel  ist) 
oder  in  derselben  liegt.  Andere  Constructionen  folgen  aus  den  letzten 
Sätzen. 

Schneiden  sich  zwei  solche  Kegelflächen  in  einer  Geraden,  so  haben 
sie  ausserdem  eine  unebene  Curve  dritter  Ordnung  gemein  ,  welche  durch 
die  Mittelpunkte  der  beiden  Kegelflächen,  durch  S  und  durch  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  drei  Centralaxen  hindurchgeht.  Jede  dritte  solche  Ke- 
gelfläche, deren  Mittelpunkt  0  auf  dieser  Curve  3.  Ordnung  liegt,  geht 
durch  dieso]be  hindurch;  denn  es  lassen  sich  sofort  sechs  durch  0  gehende 
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Hauptaxen  angeben,  welche  die  Curve  schneiden  (vergl.  v.  Staudt,  Beitr. 
z.  Geom.  d.  Lage,  No.  462  ff,).     Also: 

Jede    Gerade,  welche   eine   solche   Curvo  dritter 

Ordnung  berührt  oder  in  zwei  Punk  ton  schneidet,  ist 

eine  Ilauptaxe  des  Massensystems. 
Ich  würde  bei  diesen  Sätzen  nicht  so  lango  verweilt  sein,  wenn  sie 
nicht  für  die  Theorie  der  Normalen  an  Flächen  zweiter  Ordnung  einiges 
Interesse  böten.  Im  Folgenden  stellen  sich  nämlich  die  Haupta^cen  dar  als 
die  Normalen  eines  Systems  confocaler  Oberflächen,  so  dass  alle  jene  Sätze 
auch  für  diese  Normalen  gelten. 

§.8. 

Die  drei  Hauptträgheitsaxen  eines  beliebigen  Punktes  0,  d.  h.  die 
Hauptaxen  seines  Trägheitsellipsoides,  und  die  drei  sie  verbindenden  Ilaupt- 
cbencn  können  wie  folgt  gefunden  werden.  Man  suche  diejenigen  beiden 
Durchmesserebenen,  deren  Abstand  von  den  resp.  ihnen  parallelen  Berüh- 
rungsebenen des  Ellipsoides  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  so  hat  man 
zwei  Hauptebeuen;  die  dritte  steht  senkrecht  auf  jenen  beiden,  deren  Nor- 
malen gleichzeitig  die  Richtung  der  grössten  resp.  kleinsten  Hauptaxen 
angeben. 

Um  die  einfache  Rechnung,  welche  durch  diese  Bemerkung  angezeigt 
ist,  desto  bequemer  ausführen  zu  können,  wählen  wir  die  Centralaxen,  d.  h. 
die  drei  Hauptaxen  des  Schwerpunktes  5,  zu  Coordinatenaxen,  so  dass  die 
Gleichung  des  Centralellipsoides  die  Form  hat: 

0?«       ««       ^« 

Die  halben  Axen  desselben  sind  dann  durch  a,  b^c  bezeichnet.  Der  Ab- 
stand ^0  irgend  einer  durch  5  gelegten  Ebene  f  von  der  ihr  parallelen  Berüh- 
rungsebene des  Ellipsoides  ist  nach  §.  1  Gleichung  2)  bestimmt  durch: 

wenn  a,  j3,  ^  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  bezeichnet,  welche  die  Nor- 
male von  f  mit  den  resp.  Axen  bildet,  und  folglich: 

18)  a»  +  i3«  +  y«=l 

ist.  Wird  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  (:r^,  y^,  z^)  eine  zu  s  parallele 
Ebene  f^  gelegt,  so  ist  deren  Abstand  von  £: 

p  =  €cxi  +  ßy^  +  yz^. 
Zugleich  hat  t^  von  der  ihr  parallelen  Berühruugsebene  des  Trägheitsellip- 
soides  0  nach  §.  2  den  Abstand  ^=^^o'  +  p',  so  dass: 

19)  Q'^c^{a'+x,')+ß'(b'+y,')  +  /{c'+z,')+2ßYy,z,'{'2YiiZ,x,  +  2aßx,y,. 
Damit  q*  ein  Maximum  oder  Minimum  werde,   müssen  die  drei  Glei- 
chungen befriedigt  werden: 


_  tg  ÄU  der  Lehre  von  den  Trägheitsniomenten, 

wi<s  fnit  Beriic     it^htignjig  von  lö)   leicht  gefaodon  wird.     Dieselben  I&ssen 
aidi  aucii  t^cUrtribeu: 


^i  Si  -1 


? «=«: Jj_*_^y_, 

*|  Si  M 

worautt  mit  .Hilfe  von  Gleiciioiig  J8)  folgt: 

wührend: 

Wird  ft^^  >c  YorftQsgesetsit,  so  ergeben  sich  aus  der  cubischeii  Glei- 
cliung  22)  für  ^'  drei  positive  Wertbe,  und  zwar  ist  der  eine  grosser  als  «*, 
der  zweite  liegt  zw  iscben  a*  nnd  b^  und  der  dritte  sswisclien  b*  und  r*. 

Vqu  den  Ilalbaxen  eines  beliebigen  Trägbeits- 
elltpsoides  ist  die  kleiuiftezwiiicbeu  Jen  beiden  Ulei- 
norUf  die  mittlere  ^wiicheu  den  beiden  grosseren 
Ualbaxen  des  Centralellipsoides  entbalten^  die 
gros^te  aber  int  iMnger  als  die  grossto  Halbaxe  des 
CentraleUtpsoideSp 
Krluiirn  wir  in  'Ji')  g  coui^tantj  aber  ^, ,  tj^,  ?,  als  verMnderlicb  an,  so 
folgt  mit  Berücksichtigung  von  23) : 

Die  sämmtlichen  Punkte,  deren  Ellipsoide  eine 
Halbaxe  von  gegebener  Länge  besitzen,  liegen  auf 
einer  FlJiche  zweiter  Ordnung,  deren  Normalen  in  je- 
dem Punkte  die  Richtung  dieser  Halbaxe  angeben; 
und  alle  solche  Flächen  zweiter.  Ordnung  sind  con- 
focal. 
Zu  diesen  confocalen  Oberflächen  gehört  auch  die  imaginäre  Ordnungs- 
fläche 

a?*       V*       2* 

des  in  §.  6  erwähnten  Polarsystems. 

Da  Q^  für  jeden  Punkt  drei  Werthe  annimmt,  so  ergiebt  sich  weiter: 

Durch  jeden  Punkt  0  gehen  drei  j?u  der  Fläche  24) 
confocale  Oberflächen,  deren  Normalen  in  0  mit  den 
Hauptaxeu  dieses  Punktes  zusammenfallen.  Die 
Grössen  dieser  Hauptaxen  sind  gleich  den  doppelten 
Parametern  2^  der  drei  Oberflächen. 
Herr  Clebsch  hat  im  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik, 
^d,  37,  5.  7ö,  diesen  Satz,  mittelst  eines  von  ihm  selbst  erfundenen  ganz  aa- 
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deren  Trägheitsellipsoides  zuerst  bewiesen,   und  auch  die  vorhergehenden 
beiden  Sütze  sind  den  seinen  analog.     Ich  mussfe  sie  auch  für  die  hier  be- 
trachteten  Trägheitsellipsoide  beweisen,  damit  die    in  §.  7    aufgestellten 
Sätze  Über  die  Hanptaxen  eines  Massensystems  sofort  auch  für  die  Norma- 
len confocaler  Oberflächen  gelten.     So  z.  B.  ist  jetzt  der  Satz  bewiesen : 
Sind   von    einem   System    confocaler  Oberflächen 
die  drei  Axen  und  noch  eine  Normale  gegeben,  welche 
mitkeinerderAxenineinerEbene  liegt,  so  sind  da- 
durch alleNormalen  der  Oberflächen  bestimmt.     Die 
Normalen,   welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  ge- 
ben, liegen  im  Allgemeitien  in  einerKegel  fläche  zwei- 
ter Ordnung,     welche    durch     den   Schnittpunkt    und 
die    unendlich    fernen    Punkte    der    drei    Axen    hin- 
durchgeht;   diejenigen,    welche    in    einer   beliebigen 
Ebene  liegen,  umhüllen  eine  Parabel.     Alle  in  gege- 
bener   Richtung   möglichen    Normalen    erfüllen    eine 
Ebene,    welche    durch    den   Mittelpunkt    deis  Systems 
hindurchgeht     Zu  jeder  Geraden  ^,  welche  zu   einer 
Axe  parallel  ist,   lässt  aich  in  der  Ebene  der   übrigen 
beiden  Axen  eine  Hyperbel  h   angeben,  so   dass  jede 
Gerade,  welche  von^undA  gleichzeitig  geschnitten 
wird,  zn  einer  der  Ober  fläch  en  normal  ist.    Schneidet 
eine  Gerade  g  zwei  Axen  zugleich,   so  berühren  die 
sftmmtlichen   Nor'malen,    welche   ^,    aber    nicht    jene 
Axen  schneiden,  einen  parabolischen  Cylinder;  u.s.w. 
Diese  Sätze  werden  wohl  grösstentheils  bekannt  sein ;   doch  wird  ver- 
muthlich  ihr  Beweis  am  einfachsten,  wie  in  §.  7,  mit  Hilfe  der  neueren  Geo- 
metrie geführt. 

Zum  Schluss  bemerke  ich  noch,  dass  der  von  Herrn  Olebsch  bewie- 
sene Satz: 

Die  sämmtlichen  Punkte,   deren  Trägheitsellip- 
soide mehr  als  drei  Hauptaxen  haben,  also  Rotations- 
ellipsoide  sind,  liegen   auf  den  Focallinien  des  Sys- 
tems confocaler  Oberflächen, 
auch  aus  den  Gleichungen  dieses  Paragraphen  mit  Leichtigkeit  folgt.     Für 
diese  Punkte   müssen  nämlich   die  Gleichungen  20),   aus   denen  sich  die 
Richtung  der  Hauptaxen  ergiebt,  für  o,  ß  und  y  unbestimmt  werden,  d.  h.  es 
muss  sein:  entweder  :r,=0  und  ^*=a', 

odery,=0    „     ^'=6*, 
„     2,=0     „      ^«=c*. 
Diese  Bedingnngsgleichungen  lassen  sich  wegen  20)  auch  auf  die  Form  bringen: 

entweder :     x.  =0  und    ,    ,,  +  -z — =  =  l , 


;  EU  der  Lehre  von  den  Trägheit&monienteii- 


1 


.  t  ,1 


oder:    y,=o  unJ --j;^ +  ^.=  1, 

-  --0  —         *       J.  .  *<_    _  i 

Der  Punkt  (x,f|r,)  liegt  nbo  wirklich  auf  emer  tler  Focallinten  de«  Systems; 
dieselben  smd  Jet  Reihe  nach  eJne  Ellipsie,  eme  Hyperbel  und  em  imaginä- 
rer Kegelschnitt,  weil  a  >^>Ct  und  liegen  in  den  ITauptebenen  de» 
Centi'nlellipsoidos. 

Anf  den  besontleTen  Fall,  in  welchem  das  CentrÄlellipsoid  selbst  ein 
Rnlationselliiisoid  ist,  glaubte  ich  bei  dieser  ganapii  Untersuchiin^  nicht 
eingehen  zu  sollen,  obgleich  derselbe daDche  eigenthüDdiehe  Ergeh einnugea 
darbietet^ 

Zneats. 

Wir  haben  gesehen,  dass  jedes  gegebene  Maasensjstem  dnrch  vier  ma- 
lerielle  Punkte  nnd  somit  iiberlianpt  dnrch  unendlich  viele  andere  Massen- 
lysteme  ersetzt  werden  kann,  weiclie  nämlich  dem  gegebenen  System  bin- 
tichtlich  der  Trägheitsmomente  aeqnivalent  sind.  Zwei  Eolebe  aequira- 
lentc  Massensy Sterne  baben  denselben  Schwerpunkt  nud  die  gleiche  Ge- 
eammtniaaae,  so  rlass  die  Schwerkraft  in  der  gleichen  Weise  anf  sie  wirkt 
und  etwaige  Bewegungen  derselben  zu  verändern  siichL  Im  Folgenden 
üoll  noch  gezeigt  werden,  dass  auch  die  Centrifugalkräfte,  welche  in  solchen 
aoqiuvnhmtf^n  fty stimmen  b<M  der  l>re]mrig  nm  eine  bf  lie^ig  im  Ramn  gege- 
bene Axe  wirksam  werden,  ganz  die  glei(fhen  Bewegnngsändernngen  an 
den  Massensystemen  hervorzubringen  streben;  so  dass  Resultante  und  Dreh- 
moment dieser  Centrifngalkräfte  für  einen  beliebigen  Körper  und  für  jede 
Axe  leicht  berechnet  werden  können,  indem  man  die  Centrifngalkr^fte  von 
irgend  vier  Massenpunkten  berechnet,  die  dem  Körper  aequivalent  sind. 

Dreht  sich  ein  Massensystem  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ^  um 
eine  beliebige  Axe,  und  ist  r  der  Abstand  eines  beliebigen  Massenelemen- 
tes tn  von  letzterer,  so  ist  mr^*  die  Centrifugalkraft,  welche  das  Massenel«- 
ment  in  der  Richtung  r  von  der  Axe  zu  entfernen  sucht  oder  der  Zug,  weU 
eben  m  auf  die  Axe  ausübt.  Legen  wir  durch  die  Axe  zwei  zu  einander 
senkrechte,  mit  dem  Massensysteme  sich  drehende  Ebenen,  und  sind  y  und 
X  die  Abstünde  des  Elementes  m  von  denselben,  so  sind  macO*  und  myd*  die 
Projectionen  der  Centrifugalkraft  mr^  auf  diese  Ebenen,  oder  zwei  Com- 
ponenten,  in  welche  mrd*  zerlegt  werden  kann.  Der  resnltirende  Druck, 
welchen  die  Centrifugalkraft  senkrecht  auf  die  Drehaxe  ausübt,  hat  dem- 
nach zu  Componenten  in  den  beiden  Ebenen  die  Kräfte: 

&*.i:mx  und  d^Zmy, 
wenn  in  diesen  Ausdrücken   die  Summen  über  alle  Massenelemente  ausge- 
dehnt werden^    Das  ^*  durfte  als  ein  für  alle  Summanden  gleicher  Factor 
vor  das  2^  gesetzt  werden. 
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Um  auch  das  Moment  zu  berechnen,  mit  welchem  die  Contrifugalkräfte 
die  Axe  zu  drehen  suchen,  construiren  wir  senkrecht  zu  dieser  eine  dritte 
mit  dem  ganzen  System  sich  bewegende  Ebene,  welche  mit  den  beiden  frü- 
heren ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bestimmt,  und  bezeichnen  mit 
z  den  Abstand  des  Elementes  m  von  dieser  Ebene.     Dann  sind : 

d^.£mxz  und  d^£myz 
die  beiden  Componenten,  in  welche  jenes  Drehmoment  sich  nach  der  Rich- 
tung der  ursprünglichen  beiden  Ebenen  zerlegen  lähst. 

Ein  aequivalentes  Massensystem,  welches  sich  um  die  gleiche  Axe  mit 
derselben  Winkelgeschwindigkeit  ^  dreht,  erleidet  oiTenbnr  die  nämlichen 
Wirkungen  seitens  seiner  Centrifugalkrafte,  wenn  für  beide ^iassensysteme 
die  Summen: 

£mx^  £my,  Zmxz  und  Smys 
denselben  Werth  haben.  Von  2m x  und  £my  wissen  wir  dieses  bereits; 
denn  Gesammtmasse  und  Schwerpunkt  beider  Systeme  sind  die  gleichen. 
Dass  aber  auch  Smxz^  Zmyz  und  ebenso  £mxy  für  aequivalente  Systeme  gleiche 
Werthe  erhalten  müssen,  sogar  auch  dann,  wenn  das  Coordinatensystem 
beliebig  schiefwinkelig  ist,  folgt  aus  den  Entwickeluugen  des  §.  1.  Für  das 
Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine  beliebige,  durch  den 
Coordinatenanfang  gehende  Ebene  erhielten  wir  dort  den  Ausdruck: 

a^Ema^  +  ß^Zmy^+y*i:mz^^2ßyZmyz+2y€i£mzX'\-2oLßZnixy. 
Soll  nan  dieser  Ausdruck  für  zwei  Massensysteme  stets  gleiche  Werthe  er- 
geben, wie  wir  auch  die  Lage  jener  Ebene  verändern,  d.h.  welche  Werthe  wir 
auch  denFactoren  a^ß^y  ertheilen  mögen,  so  muss  offenbar  jede  der  Summen 

£mx\  £my^,  £mz\  £myz,  Zmzx,  Smxy 
für  die  beiden  3y8teme  gleiche  Werthe  ergeben,  und  auch  .die  Centrifugal- 
krttfte  aequivalenter  Systeme  sind  somit  die  gleichen. 

Die  schwierige  Aufgabe  der  Bewegung  eines  beliebigen  schweren  Kör- 
pers ist  hiernach  zurückgeführt  auf  folgende : 

DieBewegung  von   vier,   mit  einander  starr  ver- 
bundenen  materiellen  Punkten   zu   untersuchen,   auf 
welche  die  Schwerkraft  und  die  Cent rifugalkraft  wir- 
ken. 
Die  Allgemeinheit  der  Untersuchung    wird  nach  §.  6  nicht  beeinträchtigt, 
wenn  man  die  Massen  der  vier  Punkte  einander  gleichsetzt,  oder  zwischen 
denselben  ein  beliebiges  Verhältniss  feststellt,   falls  uur  ihre  Üoordinaten 
von  einander  unabhängig  sind.     Statt  der  vier  Punkte  kann  nach  §.  3  auch 
ein  beliebiges  homogenes  Ellipsoid  angenommen  werden. 
Zürich,  den  25.  Juli  1805. 
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Bie  f,mittlereii''  Bücher  der  Araber  und  ihre  Beajrheit€r, 

Von  Dr,  M,  Steinschneidee  in  Herlin. 


ÄrabtaeUe  Schriftsteller  bezeiebnen  als  „mittlere"  (mutawassatäi)  eino 
AdziüiI  von  matlietnatisciien  Schrirtou,  welche  zwisclißü  den  Eletu Guten  des 
KucUd  in}d  dem  Almn^eüt  de»  PtolemMus  xu  leKea  äeieiii  Die  Aufgabö 
ddf  nacbMgendeD  Erörterung  ist  ea  vorstuga weise,  zu  unteraucheu:  Ana 
welchen  Quellen  diese  Beieichnting  stamme,  and  In  welcher  Zeit  der 
Begriff  sich  gebildet  habe;  ferner^  welches  der  Inhalt  dieses  Begriffep  sei, 
d*  h,  welche  Schriften  ilieaB  Bezeichnung  überhaupt  umfasse«  Hingegea 
iöt  L*ine  urüchöpfende  Behandlung  der  Literatur  uud  Geschichte  der  einzel- 
nen Bücher  bei  den  Arabern  hier  nicht  beabfiichtigt«  Bei  der  speciellen 
Musterung  ist  auch  auf  die  aus  d€m  Arabischen  geÖosseneD  he  brüisch^sii 
und  lateinischen  Uebersetzungen  Rüvkaicht  genommen  und  über  einige 
arabische  Mathematiker  auf  neu  erschlossene  Quellen  hingewiesen,  aber 
auch  «u  diesen  manche,  wie  ich  glaube,  unbekannte  Ergänzung  und  Berich- 
tigung geboten,  und  zwar  so,  das«  NichtorientaliHten  nirgends  Unv&rstÜnd- 
Ucli**ni  In  LM'i^ni'Tit  'iMhtT  nur  !n^i  worifi^pn  i^tellou  das  nrnlHsclin  \Vi>rt  beige- 
fügt worden,  wo  nämlich  die  Buchstabeugestalt  von  Wichtigkeit  ist«  Eine 
Variation  der  Namensumschreibung  war  bei  Citaten  nicht  zu  umgehen,  na- 
mentlich in  Bezug  auf  ^,7  und  dsch.  Im  Allgemeinen  möchte  noch  hervor- 
zuheben sein,  dass  es  sich  hier  grosseutheils  um  griechische  Schriften 
handelt,  die  nur  in  Uebersetzungeu  sich  erhalten  haben. 

§.1. 

Unter  nenern  Schriftstellern  hat  meines  Wissens  zuerst  Oartz*)  gele- 
gentlich eine  vollständige  Uebersicht  der  sog.  mittleren  Bücher  versucht. 
Unbedeutend  und  nicht  ganz  exact  ist  die  Bemerkung,  welche  Wenrich*) 
der  Behandlung  einiger  dieser  Blicher  voranschickt.  Hingegen  verdanken 
wir  einige  werthvolle  Specialhemerkungen  dem  Catalog  der  orientalischen 
Handschriften  der  Bodleiana  von  Nie  oll  und  Pusey,')  bei  Gelegenheit 


1)  De  uiterpretibus  ei  explanatonbua  Eiwlidis  arabicis^  4.  Hai.  1823,  §.  1  Dinisio  mo- 
theseos  apud  Orientales. 

2)  De  auctoriati  ffi'necor,  versionibtts  etc,  Lips,  1842,  pag.  205. 

3)  Bibliothecae  BodL  Cudicwn  MSS.  oriental.  Catalogi  P.  //.  (1821  —  35),  pag,  259 
und  541;  letztere  Stelle  ist  im  Index  vocabulorum  pag.  727  nicht  angegeben  (weil  dort 
da8  arabische  Wort  nicht  vorkommt)  und  fehlt  auch  hei  Flügel  im  Commentar  zu 
tiugi  Kfutifa  FU,  012  zu  I.  pag.  389. 
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einer  directen  ambischen  Aufz&hluDg,   von  welcher  noch  die  Bede  sein 
wird. 

§.2. 

Die  Frage  nach  den  ersten  Quellen  fällt  natürlich  zusammen  mit  der 
andern:  zu  welcher  Zeit  Begriff  und  Bezeichnung  entstanden  sei.  Von 
der  Bezeichnung  muss  aber  die  Untersuchung  ausgehen ,  weil  erst  mit  ihr 
der  Begriff  die  technische  Präge  erhält;  doch  müssten  auch  Quellen  berück- 
sichtigt werden ,  in  welchen  die  vorzugsweise  hierher  gehörenden  Schriften 
zusammen  aufgezählt  werden.  Solche,  und  zwar  höheren  Alters,  aufzu- 
suchen ,  ist  jedoch  eben  wegen  des  mangelnden  Schlagwortes  sehr  schwie- 
rig, und  man  hätte  sich  zunächst  an  encyklopädische  Werke  zu  halten, 
welche  die  mathematischen  Wissenschaften  behandeln.^)  £s  möge  hier 
auf  eine,  auch  Nichtorientalisten  zugängliche,  im  Mittelalter,  wie  es  scheint, 
viel  gelesene,  in  neuerer  Zeit  aber  meines  Wissens  nicht  näher  erforschte 
Schrift  des  bekannten  ThabitbenKorra  hingewiesen  werden,  welche  uns  um 
80  näher  liegt,  als  der  Verfasser  die  arabische  Uebersetzung  der  meisten 
jener  „mittleren**  Schriften  revidirt,  einige  wohl  selbst  übersetzt  hat.  Je- 
nes Werkchen  ist  unter  dem  Titel :  De  his  (oder  üs)  quae  indigent  exposttione 
antequam  legalur  Almagestum  in  mehreren  lateinischen  Handschriften  erhal- 
ten,^) und  war  schon  Roger  Baco  in  der  lateinischen  Uebersetzung  bekannt,') 
deren  Urheber  meines  Wissens  nirgends  genannt  ist  J)   Vielleicht  nennt  der 

4)  Dergleichen  bekannte  Schriften  nennt  T  h.  Ha  ar  b r  ü ck  e  r  in  seiner  Abhand- 
Inng  „Muhammad  Ibn  Ibrahim  al  Anssari^s  arabische  Encyklopädie  u.  s.  w.*'  (Jah- 
resbericht der  Louisenstädt.  Realschule,  Berlin  18JV9).  —  Von  dem  wichtigen  FihrUt 
des  IbnNadim  hat  inzwischen  Flügel  im  XIII.  Bande  der  D.  Morgenl  Zeitschr. 
eine  ansführliche  Inhaltsübersicht  gegeben,  siehe  weiter  nnten  §.  ö.  Eine  kleine,  in 
die  hebräische  o.  lateinische  Sprache  mehrfach  übersetzte  Schrift  des  Farabi  ist  mir 
leider  weder  im  Original  noch  in  einer  Uebersetznng  zugänglich. 

5)  In  Paris  allein  in  den  5  alten  Handschriften  7195,  7215,  7207,  7208,  7333  nnd 
Suppl.  lat.  40  31.  24  (bei  L  i  b  r  i ,  Hut.  des  sciences  math,  I,  280).  In  O  z  f  o  r  d  u.  A.  in 
der  Bodleiana  (siehe  CataL  MSS,  Angliae  1, 100  n.  2083,1*,  pag.  127  a.  2458;  u.  s.  folg. 
Anm.  7;  vergl.  auch  das.  II.  P.  III,  p.  18  u.  186,0),  in  den  Bibliotheken  yonUniver- 
sity-College  (41,7  p.  12  bei  Coze,  Caialogus  Coda.  Coli,  et  AuU  1852,  wo  im  Index  un- 
ter Thebit  die  Schriften  nicht  richtig  geordnet  sind)  und  Magdalen-Hall  (1,1  der  2« 
Tractat);  sicherlich  noch  in  vielen  andern  Bibliotheken. 

6)  Jourdain,  Recherche»  p.  433  der  1.  Ausg.  (deutsch  von  Stahr  S.  353):  De 
ii$  quae  indigent  etc,  in  einigen  Handschriften  de  h{j3. 

7)  Im  Verzeichniss  der  Uebersetzungen  Gerard's  von  Cremona,  welches 
Boncompagni  (Della  vita  etc,  Roma  \%h\)  veröffentlicht  hat,  findet  man  (p.  5,  das 
28.  Werk,  wenn  dieselben  gezählt  werden):  Hber  tembit  (offenbar  Ü\r  thebit,  indem 
das  h  zum  Nasallautzeicheu  geworden)  de  expoaUione  nominum  atmagesti  tractatus  L 
Unf«er  Schriftchen  führt  aber  auch  den  Titel:  de  ßxposUione  vocabulorum  Almagesti 
im  Titelindez  der  Handschr.  AshmoL  1522  (Catal.  MSS,  Angl.  I,  317  u.  6750,  s.  Black*$ 

•Catalog  dieser  Sammlung,  p.  1428).  —  In  demselben  Verzeichniss  findet  sich  auch 
(als  23.  Werk)  ein  Liber  introductorius  Ptolegieiin  artem  spericam  q\^^  ^^^%^^ 
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Verfasser  auch  die  für  den  Alm&^fst  w t cltt igen  Seh rifleii  ?  Genfltint  mmg  liiei^ 
auch  Pin  aiHleres  Werk  desäeRien  Vcrfaisüers  sem:  „  Ccber  dic^  Stiifi^»  (der* 
Lcctüre,  d.  h,  des  Studiumt}  der  Wis^i^eDächaAen  ^\  woraus  Mqüg  Ibn  Eira 
(XIL  Jabrb,)  eine  arabische  Stelle  citirt,  m  welcher  ?oti  der  Metrik  die 
Kede  ist.^ 

§3-  I 

Der  arnbiöcbe  Atisdruck  mulafvuuatat  oder  eine  andere  Form  derselben 
WnrseP)  reichte,  aacb  den  mir  bisher  zugänglichen  Quellen  nicht  über  daa 
XIIL  Jahrhundert  hinauf.  Durch  die  Aliltbeihing  der  ü^iginftli^tel!0  des 
Kasawi  im  Vorwort  zu  Arcbimedea'  Leninuta  (sieh©  unten  §§.  8  u»  13)  eteht 
der  technische  Gebrauch  im  X,  Jahrhundert  fest»  Der  bekannte  Wesir 
el-Kifti  (gewöhnlich  tiCl-K  liser  der,  namentlich  von  Caairi 

Btark  excerpirten   „  BittHöihftu  v  '\  richtiger  Chromca  Boctamm^^ 

{Taarikh  (d  Ilttkumd)^  welche     2  braucht  jenen  Ausdruck  an  den 

awei  mir  bekannten  StcUco  ii        >ekflnnntca,   der  keiner  Erklä- 

rung bedarfj  und  bezeichnet  «i  ?n  ,,  uie  mittleren  Schrifteui*  grade^i 

ala  ein  einzelnes  Buch  oder  Wbi:&  ^v^^t        r  dem  Euklid  oder  Älmagest-"^ 


dei  ATflbUcben  Ueberfteticrt,  welche»  mni  ine  nübere  Motiv iniKg^  mit  Tbabii's 

Einl*/jtn»i(y  idcnÜficTfen  darf*     Per  bei  ^''  id.  Mar.  Magd,  mitgi^thcnte  Anfang 

lautet ;  Eqvfitor  ttjfrjor  (rehlt  w I  dreufta)  §t  —   lüh  bemerke  bei  dieficr  GTele- 

genheit,  daaa  die  Orientalisten,  wetclits  nuieiii.  t  uneichi^i^sa  vqu  Tb»bit*»  ScbrLftcfii, 
weni^fstens  von  den  notb  erhutUnen^  gcfjoben»  W  üs  tu  n  f  eld,  ¥.  Hammerund 
Chwolsohn  (die  Ssabier),  anf  die  nur  in  latetniflcher  Uebersetzung  erhaltenen  keine 
Rücksicht  genommen ;  obwohl  die  oben  angefahrten  8  Cataloge  allein  gegen  20  Titel 
darbieten;  yergl.  namentlich  unten  §.  8  anter  16. 

8)  Bodl.  Handschr.  bei  Uri  409  (wovon  ich  eine  Darchzeichnang  besitze)  Bl.  73  a. 
Die  Citattonsformel  laatet:  „Es  sagte  Thabit ...  in  seiner  Schrift,  welche  verfasst 
ist  über  die  Stafen  der  Wissenschaften.**  Den  vollem  Titel  hat  el-Kifti  bei  Casiri, 
Bibi.  arab.  /,  390  Z.  11  v.  a.  and  bei  H  a  m  m  e  r ,  Litgesch.  d.  Arab.  IV,  349.  No.  34.  — 
Auch  al-Farabi  verfasste  eine  Schrift  über  ,,die  Stnfen  der  Wissenschaften**  (Ca" 
siri  /,  lÖOy,  bei  Hammer  1.  c.  IV,  291  u.  57  blos  „Buch  der  Wissenschaften**.  Die- 
ser entspricht  vielleicht  das  hebräische  Schriftchen  „  über  die  Ordnung  der  Leetüre 
der  Wissenschaften**,  nur  1  Blatt  umfassend.  Auch  dieses  kenne  ich  leider  nicht  aas 
Aatopsie;  doch  ist  es  jedenfalls  nicht  identisch  mit  dem  in  Anm.  4  erwähnten. 

9)  Muwassatatf  siehe  N  icoU  p.  260,  und  unten  über  die  Stelle  aus  Ibn  Schihne 
bei  Pusej  p.  599. 

10)  Ueber  ihn  siehe  namentlich  Mu  nk ,  Notice jtur  Joseph  ben  Jehouda  (Abzug  ans 
dem  Joitmal  Asiat.  1842)  p.  6;  vgl.  Wenrichl.  c.  praef.  p.Vsequ.  Amari,  Stonadei 
Musulm.  I,  p.  XLVIII;  Hammer,  VII,  18,723.  Chwolsohn,  die  Ssabier  I,  548  n. 
243,  II,  S.  XXI. 

11)  Einmal  bezeichnet  er  die  Sphärica  des  Theo  dos  ins  als  die  beste  der  mitt- 
leren Schriften  zwischen  dem  Buch  des  Euclid  and  dem  Almagest  —  Casiril,  p.  346 
(schon  bei  Harless  zu  Fabrtcius  IV,  22);  nach  el-Kifti  wohl  auch  Aba'lFaragBar- 
Hebränsbei  Assemani,  Catal.  Codd,  ot,  Medic  p.  181  ad  Cod.  271;  vgL-Wenrich 
1.  c.  p.  206  n.  67.  —  Ein  andermal  (Casiri  I,  416,  lin.  6  [so  ist  bei  NicoU  p.  260  za 
lesen],  ]At,  p«  4 14,  Col.  2  unten)  erzählt  ^-Kif ti  im  Namen  des  „JosefNaschi**,  daas 
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Ohne  Bedeutung  für  unsere  Erörterung  der  Zeit  ist  die  oben  (1)  er- 
wähnte Bodleianische  Handschrift,  welche  ein  Verzeichniss  der  mittleren 
Bücher  enthält.  Diese  Handschrift  ist  zwar  auf  Bl.  212  dntirt  GTomadi  L 
635  H.  (d.  i.  20.  Deoember  1237  bis  19.  Januar  1238);  allein  jenes  Verzeich- 
niss ist  auf  Bl.  213  hinzugefügt,  und  aus  Nicoll's  Beschreibung  (p.  259)  ist 
Nichts  darüber  zu  ersehen,  welcher  Zeit  dieser  Znsatz  angehöre. 

Hingegen  scheinen  die  jüngeren  Nachrichten  über  die  mittleren  Bücher 
auf  der  Autorität  des  berühmten  Astronomen  Nasir  ed-Din  aus  Tus 
(starb  24.  Juni  1274)")  zu  beruhen,  welcher  die  klassischen  mathematischen 
Schriften  revidirte  und  zum  Theil  commentirte,  darunter  jene  Schriften  ge- 
wissermassen  in  ein  Corpus  vereinigte,  vielleicht  auch  selbst  mit  der  tech- 
nischen üeberschrift  versah  —  wenigstens  führen  zwei  Handschriften  der 
Bodleiana  u^d  eine  in  Florenz  diesen  Titel,  —  aber  auch  vielleicht  eine 
directo  Aufzählung  der  „mittleren"  gegeben,  welche  uns  leider  nur  aus 
einem  Citat  bekannt  ist.") 

§.4. 

Die  Frage:  WelcheBücher  nannte  man  die  „mittleren**?  darf  nicht 
von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  diese  Bezeichnung  stets  denselben 
Umfang  gehabt;  vielmehr  ist  es  von  vornherein  nicht  unwahrscheinlich,  dass 
mit  der  Zeit  manche  Schriften  in  den  Studienplan  mit  aufgenommen  wurden. 


der  bekannte  Astronom  Ibn  ff eif  harn  (A.  1038,  identis«  h  mit  dem  Optiker  al-Hazcn, 
nach  den  neuesten  Ansichten)  in  einem  Jahre,  bei  allen  andern  Beschäftigungen,  die 
3  Schriften,  nämlich  das  Bach  (Elemente)  des  Euelid,  die  m i  1 1 1  e r e n  und  den  Al- 
magesi  abgeschrieben  und  mit  den  Figuren  versehen  habe.  Der  (bei  Gartz  p.  28  weg- 
gelassene) Gewährsmann  Josef  ist  der  oben  (Anm.  10)  erwähnte  Josef  b.  Jehnda, 
Schüler  des  Maimonides,  identisch  (was  Munk  früher  läugnete)  mit  Joseflbn  Ak- 
nin, siehe  meinen  Artikel  in  Ersch  u.  Graber,  Sect.  II,  Bd.  31,  S.  51,  A.  44,  wo  ich  die 
irrige  Auffassung  jener  Stelle  bei  Wüstenfeld  (arab.  Aerzte  S.  77),  als  ob  Heitham 
»,  jedes  Jahr"  eine  solche  Abschrift  angefertigt,  berichtigt  habe;  vergl.  auch  unten  §.6. 
—  Es  fragt  sich,  ob  die  Bezeichnung  „mittlere  Schriften**  schon  von  Ibn  Heitham 
gebraucht  wurde. 

12)  Siehe  u.  A.  Wenrich  1.  c.  p.  68;  vergl.  Gartz  1.  c.  p.  31;  Nicoll  p.  268 
spricht  von  Tusi's  „Uebersetzung**  des  Euclid,  was  anrichtig  ist. 

13)  Hagi  Khalfa  (Vp371a.  11358)  erklärt mii/aivat«<7/a/ als  diejenigen Büeher, 
welche  zwischen  Euclid  und  Almagest  einzuschalten  sind,  „z.B.  dieSpbärica  desTheo- 
dosins  und  andere,  wie  Nasir  ed-Din  in  seiner  Recension  der  Sphärica  des  Menelaos 
erläutert.  Einige  Neuere  haben  die  Lemmata  des  Arcbimedes  hinzugefügt.**  Die 
Worte  ala  ma  btyjanahu,  welche  Flügel  übersetzt:  quemadmodum  disertedicii,  lassen  eine 
allgemeine  Bedenrang  zu;  es  fragt  sich,  ob  Tusi  selbst  nicht  mehr  als  ein  Beispiel 
brachte,  and  warum  er  gerade  zu  Menelaos  diesen  Begriff  erläuterte  (vergl.  unten  §.  8 
unter  14).  —  Wenn  Flügel  (im  Corom.  VII,  612  za  I,  380)  sich  ausdrückt:  Recenseniur 
hilibri . . .  infra  Vj  No.  11358;  so  hätte  es  wohl  genauer  heissen  sollen:  definiuniur  .  •; 
da,  wie  wir  gesehen,  eben  nur  eine  Definition  mit  einem  oder  zwei  Beispielen  gegeben 
wird. 
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Man  tnnss  also  die  eintselnen  Quellen  in  d\emr  BcssiehuDg  jittcb  eSözeta 
betrachten.  Zunächst  ist  ^u  be&cfaten^  lUsfi  der  Ausdruck  ^^ mittlere",  uneb 
"wenn  er  von  Älteren  inatheniatigehen  Werken  der  Araber  g^cbrancbt  wird, 
nicht  immer  die  obige  technische  Bedeutung  babe,  sondern,  und  insbeson- 
dere in  Verbindung  mit  einem  restringirenden  Wörtchen  {/Uii  ^, darin'*)  dio 
QuAÜtät  des  Werkes  als  eine  „mittelmässige*^  bezötcbno.  Es  Ist  liier- 
nach  unrichtig,  wenn  Pusey  (p,  fXK),  CoK  2,  Z.  l  zu  I,  1Ö4)  meint,  dass  ein 
Werk  des  Khimki  (ätarb  533  FL)  von  Hagi  Khalfa  zu  den  mittleren  gereeh< 
net  werde,**) 

Gartz  (p-  l)  hat  in  einer  Anmerkung  [S)  die  Worte  bingeworren: 
„Cr um  hos  libros  (nämlich  inlermedios)  eiiam  ^ix^ov  dstgt^vd^ov  et  ,,parvam 
Siftlaxim'^  vQCanL*^'^^)  Wenrich  {p.  205)  kehrt  die  Sache  einfach  um:  Die 
in  den  griechischen  Handschriften  meist  zu^iammen  vorkommenden  Schrif- 
ten sind  eben  so  ins  Arabische  iiberset^t  und  ,,die  mittleren'^*  benannt  wor- 
den. An  dieser  blossen  H^^otbese  ist  bovial  bJicbst  wahL-scheinlichf  dass 
der  arabitiche  Autid ruck  sieb  nrsprüngiich  nur  auf  solche  Ueber« 
Setzungen  aus  dem  Griechischen  erstreckt  habe,  und  dass  daber 
die  etwa  spater  hinÄngekommenen  wegen  irgend  einer  näheren  Beziehung 
zu  jenen  der  empfeblenden  Aufnahme  in  den  Cjclus  der  iitl herleiten- 
den*' gewürdigt  wurden.  Diese  Beziehung  werde  ich  weiter  unten  nacb^ 
zuweisen  suchen. 

§.6. 

Für  die  Aufzählung  der  mittleren  Bücher  im  Einzelnen  reduciren 
sich  die  mir  bekannten  Quellen  eigentlich  nur  auf  zwei : 

a)     Die  Sammlung  des  Nasir  ed-Din  Tusi  (vergl.  oben  3). 

Wenn  man  die  Aufzählung  bei  Gartz  ansieht,  so  möchte  man  kaum  be- 
merken, dass  dieselbe  zuletzt  auf  jene  Quelle  zurückgehe.  Er  benutzte 
nämlich  eine  Beschreibung  von  4  Handschriften,  welche  manche  Fehler  und 
Lücken  darbietet,  die  zum  Theil  später  berichtigt  und  ergänzt  worden  sind. 
Von  den  beiden  Mediceischen  Handschriften,  welche  Assemani  unter  No.  271 
(p.  381)  und  286  beschreibt,  ist  die  erstere  eine  (unvollständige)  Copie  der 
letzteren;  diese,  sowie  die  beiden  Handschriften  der  Bodleiana,  welche  Uri 


14)  Die  Handschrift  des  Hagi  Khalfa,  welche  von  Nicoll  und  Pusey  benutzt  ward^ 
ist  nicht  selten  lückenhaft  und  corrnpt ;  vielleicht  fehlt  hier  das  Wort  flhi,  welches  in 
FlügeFs  Ausgabe  H,  180  a.  2370  steht;  letzterer  übersetzt  daher:  ad  mtermedios  Ati- 
jus  docirinaepertinet,  wie  H,  p.  4l01in.  1  hujus  generis;  vergl.  H,  182,  Z.  5,  wo 
ein  Commentar  als  intermedius  bezeichnet  wird;  über  ähnliche  Anwendung  des  Worte« 
siehe  Flügel  im  Comm.  VH,  612  zu  I,  380  n.  VI,  364.  —  Die  asiatische  Ausgabe  des 
Hag'i  Khalfa  steht  mir  nicht  zu  Gebote. 

15)  Diese  Benennung  findet  sich  bei  Pappos  {Fabricius,  Bibl.  Gr.  IV,  p.  16  ed. 
Harleaa), 
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anter  No.  875  (p.  188)  und  No.  805  (p.  104)  verzeichnet,  hat  die  allgemeine 
Ueberschrift  dor  ,,  mittleren  Bücher *S  Aas  Uri  und  Assemani  stammen 
allerlei  falsche  Angaben  nicht  blos  bei  Gartz,  sondern  auch  bei  Wenrich. 
Uri's  Angaben  im  Einzelnen  sind  von  Pnsey  (p.  596  —  9)  mehrfach  ergänzt 
und  berichtigt,  und  werden  wir  Gelegenheit  haben,  darauf  zurückzukom- 
men. Wichtiger  für  die  gegenwärtige  Stelle  unsrer  Untersuchung  sind  die 
allgemeinen  Bemerkungen  desselben  Gelehrten  (p.  541)  über  das  Verhftlt- 
niss  dieser  4  Handschriften  zu  einander  und  die  darac(s  folgenden  Berichti- 
gungen der  Angaben  bei  Gartz,  welcher  die,  allerdings  befremdenden  Irr- 
thttmer  Assemani's  ohne  Anstoss  nachschrieb,  während  eine  kritische  Ver- 
gleichung  mit  Cod.  875  bei  Uri  auf  Richtigeres  führen  mnsste.  Wir  vermis- 
sen aber  auch  bei  Pusey  die  ausdrückliche  Hervorhebung  des  Umstandes, 
dass  sämmtliche  4  Handschriften  die  Sammlung  des  Tusi  ent- 
halten, und  dass  der  Cod.  805  in  Unordnung  gerathen  scheint ;  **)  obwohl 
Pusey  auch  in  angemessener  Weise  die  Aufzählung  der  mathematischen 
Bearbeitungen  des  Tusi  bei  Hag  i  Khalfa  vergleicht;  freilich  wieder  mit 
der  fehlerhaften  Handschrift,  während  FlügeFs  Ausgabe  (II,  p.  213  u.  2400) 
bessere  Lesarten  darbietet.'^) 


16)  Der  selige  Bibliothekar  Bandinel  in  Oxford  ereählte  mir,  wahrscheinlich  aus 
guter  Quelle ,  dass  die  Feinde'  UrPs  ihm  absichtlich  die  Handschriften  in  ungehöriger 
Ordnung  und  zum  Theil  in  Fragmenten  vorlegten,  um  ihn  in  Verlegenheit  zu  bringen! 
Ich  hatte  in  der  That  Gelegenheit,  in  einer  zufällig  entdeckten  Fragmentensammlung 
manche  wichtige  Ergänzung  zu  finden ;  vergL  meinen  Conspectu»  Coda.  eic.  1857  p.  28. 
—  Ich  werde  später  (§.8 unter  14)  Veranlassung  haben,  auf  eine  Verschiedenheit  ;Bwi* 
sehen  den  beiden  Bodleiana- Handschriften  aufmerksam  zu  machen,  welche  freilich 
auf  die  Vermuthung  führen  könnte,  dass  entweder  bei  der  Absohrift  andere  Recensio* 
nen,  als  die  des  Tusi  benutzt  seien,  oder  dass  von  letzterem  selbst  verschiedene  Re- 
censionen  ezistirten.  ~  Uebrigens  wird  Nasir  ed-Din  selbst  mit  seinen  verschiede* 
nen  Namen  Muhammed  ben  Hasan  u.  s.w.  bei  den  Bibliographen  mitunter  in  zwei 
Personen  gespalten;  z.  B.  bei  Httrtett  zu  Faöridun  IV,  22,  24  unter  Theodosius  und 
Menelaus,  nämlich  aus  Casiri  und  Heilbronner;  ja  Wenrich  selbst  musste  sich  in  die- 
ser Beziehung  corrigiren  (p.  302  zu  234).  Ferner  ist  auch  der  Abschreiber  der  Sel- 
den'schen  Handschrift  (Uri  875,  geschrieben  A.  1310)  ^fZin  [richtiger  Zein] ed-Din" 
Abhari  durch  den  Caiahgus  tflSS.  Angfiael,  p.  157,  No.  313ci  zum  Uebersetzer  gestempelt 
worden,  und  dann  yermitteUt  Hdlbronner  in  die  Zusätze  von  Harle89  zu  Fabriciua  (IV, 
17  ff.  u.  188)  gedrungen.  Wenrich  hat  die  Aufklärung  solcher  Irrthtimer  in  seinem 
Werke  wohl  nicht  für  nöthig  gehalten)  mir  scheint  es  jedoch  angemessen,  darauf  auf» 
merksam  zu  machen,  da  Nichtorientalisteu  die  verschlungenen  Wege  solcher  Irrthii- 
mer  nicht  immer  verfolgen  können. 

17)  Nachdem  diese  Abhandlung  beinahe  beendigt  war,  erhielt  ich,  auf  Veranlas- 
sung meines  dritten  Briefes  an  Boncorapagni  über  die  arabischen  Bearbeiter  der  Lern 
mata,  von  meinem  geehrten  Freunde  Prof.  Lasinio  in  Pisa  genauere  Auskunft  über 
die  8  arabischen  Handschriften  der  Medicea,  woraus  hervorgeht,  dass  Asse mani  hier, 
wie  allerdings  nicht  selten,  die  beschriebenen  Handschriften  kaum  genau  angesehei» 
haben  kann.  Cod.  271  enthält  auf  den  beiden  ersten  Seiten  ein  arabisches  Inhaltsver- 
seichniis,  in  dessen  Ueberschrift  die  Sammlung  ausdrücklicli  ala  ^^  ^^^^^xdl^^xS.- 
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Gftrtz  v^Tweiät   zuletzt  aucb   auf  CäJ^iri  I^  345;  allein    <lie  dort    aufl 

Kifti  gcsainmelteii  Stellen    Über  üie  griechij^eheu  Autareu:   Metietaos, 

^odo»ios,  Atttolicos,  Ari«tarcliOtr,  Hyp^icles^  UippRrcKu»  bkten  nur  uaCer 

dojsiOB  die  oben  (§.3)  angfffiibrto  Stelle;  hinzogen  It^t  es  nur  der  gaii seil 

Atilage  tl<?s  Werkes  ;fiüÄUi*chrüibeii^  ()ui»s  die^e  Autoren  bei  al-Kifti  au 

tcuiedenen  Stelleu  erbcLemetif  wülireud  Ibn  Nadim    in   seinem  Fthriwi 

S,  UiHembtlißihnig  dra  tirbetilen  Bucbes   vo»    den  Mutbetuatikeru, 

tnijiern,  ÄiJtliuietikein,  Musikern,  BecUneri],  AalronotiiL^n,  Verfertigern 

tmatiscber  In&trULnente  und  Mecbanikeru  *^)  folgende  Heibenfolgo  d«r 

»ren  boobncbtet:   Kuclid,  Arcbimedes,  Hjpfeicles,  ApolloDius»  Hermea, 

»cius,    Mcnelaus,    IHolemäus,  AutolycUB,    SimpHelu^  der    liumMer/'*) 

s     (Sidoüiu»),'^)     Theon   Alexandriimä,     Valens    (?)     der     Rn- 


fcben  miitlercD  B  ^kxlll  *     *ifimfftß(fi       -MmJiit^ft)  nach  der  Becen^iati  and 

Eoietidali^n  de«  1  Air        .«asse  dv9  tuhnli&rerzelt^hnhAeg  wird 

betnerkt)  d^äaa  diei  letl  il^f  Sammlung^,  welcher  mit  der 

neu  a  t  o  u  Schrift  G  axisen  nur  f  ü  tt  f  *  e  h  n  RufgeiJihltj 

Dämhch  Ärchimedei:  Vt  mmetn  ches  in  Tod.  Uri  ÖT5  «la  No.  5   er- 

flcheint,  fehlt  hier  gani  und  gar,  indem  eh  ^w.  15  (über  die  Vi^m  alNttifä}  ana- 
driickljeh  bemerkt  wird:  ,,  damit  endet  daa  liueh  '*,  Uin^egt^n  eothilt  Cod«  2S0  die 
ganse  Sammlung,  ^J 

18)  Flügel  tD.  M«  Zeitschr,  XUI,  S.  027)  bomerlH  in  Besag  auf  die  beiden  ari.-fl 
buchen  Auidrücke  für  Äritbmetikcr  und  Hei^hner,  ^,i^&»jjl^3  Ut  jiad  die  alten  f  d*  ^| 
h,  varjiiLr*"iii!!^e  irrivcliJHtihtMi^UiLwH^iJ  lic  mTihammc dänisch eii  Arithmctiker** ;  viel* 
mehr  dürfte  ersteres,  ein  aus  dem  griech.  selbst  gebildetes  Wort  (wie  „  Arithmeii- 
ker*|)  diejenigen  bezeichnen,  welche  die  reine  Zahlenlehre  im  Sinne  der  alten  Griechen 
behandeln,  während  die  „ Calculatoren ^*  die  praktischen  Rechenkünstler  sind;  aiehe 
Nesselmaun,  Gesch.  d.  Algebra  S.  40 u.  40d;  Ibn  Khaldnn  bei  Wöpke,  Recherche* 
gurplu8.ouor.de  Leonard  de  PUe  etc.,  IBLom  i65Ö,  p.  3,5;  Hebräische  Bibliogra- 
phie 18Ö4,  S.  88,  Anm.  8. 

10)  Flügel  erwähnt  blos  „2  Schriften**;  man  möchte  wohl  fragen,  wie  die 
Schriften  des  Commentators  des  Aristoteles  anter  die  mathematischen  gekommen 
sind?  Die  arabischen  Bibliographen  kennen  meines  Wissens  nnr  1)  den  Commentar 
zur  Psychologie,  der  ins  Syrische  übersetzt  worden;  so  richtig  el-Kifti  bei  Casiri  I, 
300,  Wenrich  p.  207,  während  Fittrist  bei  Flügel  im  Comm.  zu  H,  Kh,  VII,  758  (and 
wohl  daher  H.  Kh.  V,  164  a  10570)  Simplicius  selbst  syrisch  schreiben  lässt.  Wen- 
rich hat  den  Fihrist  und  H  Kh.  an  dieser  Stelle  nicht  berücksichtigt;  Flügel  VII,  758 
hat  die  obige  richige  Lesart.  —  Den  Comm.  über  die  Logik  erwähnt  H.  Kh.  VI,  97, 
No.  12810,  aber  nicht  Wenrich,  der  überhaupt  nicht  den  ganzen  H.Kh.  ausgenutzt  hat. 

20)  lieber  die  Verstümmelungen  dieses  Namens  inDoroniusa.  s.  w.  and  die 
Bezeichnung  desselben  als  „Königs**  (wie  Ptolemäus)  siehe  die  Anführungen  in  der 
Hebräischen  Bibliographie  1800,  S.  33  und  D.  M.  Zeitschrift  Bd  X VIII,  S.  133, 
Anm.  24  und  S.  156,  Anm  43.  Flügel  (^.  Kh.  VII,  574  zu  I,  108)  weist  auf  die 
(hehr.)  Handschrift  Dresden  384,  8  hin,  wo  Dordonius  vorkommt;  identisch  ist  die 
Vatican.  Handschrift  Urbin  47,  4.  Die  astrologische  Piece  wird  auf  ein  Autograph 
vonIbnEsra  zurückgeführt.  Indem  astrologischen  Buch  de  Interrogationibus  des 
Ibn  £sra,  nach  der  gedruckten  lateinischen  Ucbersetzung  des  Petrus  Aponensis,  heiast 
ejgga  Anfang:  Astrologiae duo  exi9tt,runt  capita,  unus  quidem  ptolomaeus  altena  oero 
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mäer,'*)  Theodosius,  Pappus  der  Kumäer,  Heron,**)  Hipparch  aus  Nicaea, 
Diophantus ,  ^j^bA^b,'^)    Nicomachus     aus     Qerasa  , '^)  U^^ij^^  (oder 

dorotnus  (I,  Doronius),  Et  ambo  fuerwit  reges.  Von  dem  hebräischen  Original  giebt 
es  zwei  Recensioncn,  deren  kürzere  immer  noch  weitläufiger  ist,  als  jene  lateinische 
Uebersetzung.  Auch  daselbst  wird  an  der  Spitze  der  zweiten  Partei  Doronius  ge- 
nannt; in  der  Handschrift  304  der  königl.  Bibliothek  zu  München  BI.  13^  heisst  der 
Name  Dorianus  und  eine  Randnote  bemerkt  dazu:  „Dorianus  der  Weise,  d.  i.  der 
Kaiser  Adrianus/*  —  also  H a d r i a n  1  Es  ist  nicht  unmöglich ,  dass  in  dieser  Na- 
mensähnlichkeit die  Bezeichnung  „König**  mitbegründet  sei.  Hadrian  war  unter  A&» 
derem  wegtun  seines  Krieges  in  Palästina  im  Orient  bekannt  und  werden  ihm  daher 
Disputationen  mit  jüdischen  Gelehrten  zugeschrieben.  Andererseits  ist  er  dem  Orient 
auch  durch  seinen  Philosophen  Secundus  bekannt ;  siehe  Hebr.  Bibliographie 
1861,  S.  18  und  NicoU,  Catal.  p.  68,  No.  607  und  Cod.  Par.  107,14;  943,«,  und  vgl. 
Cod.  895  Adrianus?    Vgl.  auch  Reiche  im  Philologus  1861,  S.  522. 

21)  In  arabischen  und  hebräischen  Schriften  erscheinen  als  Autoritäten  für  Ma- 
thematisches und  Magisches  verschiedene,  zum  Theil  arg  verstümmelte  Namensfor- 
men, deren  Deutung  zwischen  Plinius,  Apollonius  (von  Thyana),  Aelius  und 
Valens  schwankt,  und  bei  der  Neigung  der  Orientalen,  ihre  geheime  Wissenschaft 
auf  Könige  und  Fürsten  zurückzuführen,  darf  neben  Vettitm  Fafens  auch  an  den  Kaiser 
Valens  gedacht  werden ;  siehe  die  weitläufige  Auseinandersetzung  in  meiner  Abhand- 
lung: Zur  pseudopigr.  Literatur,  insbesondere  der  geheimen  Wissenschaften  des  Mit- 
telalters (Berlin  iSöV),  S  32,  83,  «3  und  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  S.  158,  178,  193.  In 
abendländischen,  ans  dem  Orient  durch  directe  Uebersetzung  oder  anderweitig  stam- 
menden Quellen  werden  jene  Namensformen,  wie  das  aus  anderen  Literaturgebieten 
bekannt  ist,  noch  weiter  verstümmelt  und  daher  noch  mehr  problematisch,  so  dass  eine 
directe  Zusammenstellung  sehr  wünschenswerth  erscheint.  Ich  beschränke  mich  hier 
auf  folgende  kurze  Bemerkung.  Die  deutliche  Form  D*^^1  (tVtäis)  erscheint  unmit- 
telbar neben  Doronius  z  B.  in  der,  wie  ich  glaube,  älteren,  und  nur  in  hebr.  Handschr. 
erhaltenen  Recensiun  des  Buches  de  raiionibu»  des  Ihn  Esra  gegen  Ende  des  3.  Kapi- 
tels, s  B.  in  der  prächtigen  Münchener  Handschrift  202  Bl.  59  —  das  Wort  scheint 
ausgefallen  in  der  Münchener  Handschrift  304  Bl.  42.  Identisch  ist  Uueileiua  und 
Gueliiitt  oder  Wellius  in  der  Uebersetzung  des  Haly  (Ihn  Radschal)  und  bei  Guido  Bo- 
na tt  i.  Die  Form  Y 1  u  z  (zur  pseud.  Lit  S.  82,  93)  und  V  e  1  e  z  (Bodr,  de  Castro,  BibL 
Esp.  I,  p  126,  No.  LIXsLX)  stammt  offenbar  aus  dem  arabischen  AiluSf  welches 
man  auch  Ilus  lesen  kann.  Hingegon  hat  die  latein.  Uebersetzung  des  Buches  de  na- 
tivitatibus  von  Ihn  Esra  den  Namen  ff'etius  wahrscheinlich  für  Abu  Ali,  wie  man 
deutlich  im  hebräischen  Original  liest.  Dass  dieser  im  Mittelalter  berühmte  Astrolog 
Abu  AU  kein  anderer  sei  als  Ihn  el-Khajjat  (oder  Chajjat,  d.  h.  Sarcinator^  wie 
er  auch  bei  Bonatti  heisst,  siehe  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  192),  ein  Schüler  des  bekann- 
ten Juden  Maschallah ,  werde  ich  anderswo  nachweisen.  In  Deutschland  ist  Valens 
an  Wilhelm  geworden!  (D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  178).  Zweifelhaft  ist  mir  das  im 
gedruckten  latein.  Abumasar  (Introd,  in  Astrol.  libr.  VIII,  Cap  II)  vorkommende:  *e- 
amdwn  Belitem  oder  Welitem.  —  Auf  Valens  komme  ich  später  (§■  8,  Anm.  60) 
zurück. 

22)  Bei  den  Arabern  und  den  von  ihnen  abgeleiteten  Quellen :  Iran;  siehe  die 
Nachweisungen  in  der  Hebr.  Bibliographie  186^,  S.  92  und  unten  Anm.  60. 

23)  „  Thadsines  '\  vielleicht  nur  eine  aus  Irrthum  selbstständig  aufgeführte  Ne- 
benform von  Theodosius  ? 

24)  Ueber  die  Bekanntschaft  der  Araber  und  Juden  mit  der  AritJinvetyiL  ^'ft:%'^\SÄ- 


eren  Bllcb^r  der  Araber  imd  ihre  Bearbeiter. 


I 


tmie*  . , »  H^raeUmit  . « .  Ärtsioxentii,  . « .  ArbUrelittt  der 
r,        Ion,  der  Patrmreh  « ,  , 
^)     &m  Ziti  itE  der  oben  erwähtiteii  BodleUniseUen  HAorlgcUnft  60t-  ^H 
blül  ei  e   directe  Aar^thlitTig  von  zwölf  Schriften;   diese   Ziibl        ' 
£u  Etide  der  Anfsälitung  wird  von  dem    sonst  so   ^rCtnd- 
icüll  mit  Unrecht  »uf  die  T?a<^tftto  des  sttileUt  getiaotiteti 
«»^B  de«  Thabit  belogen.  ( 

ÄUi&er  diesen  eigeDtlicheD  directen  Qaell^n  henotze  ich  id  der  Hiitf^n 
falgeodra  Ti  dte  Anfzühlnng^  der  vod  Nftsir  ed-Dto  Tusi  recensirtpii 

oder  emendirtf^n  8chrifteii  bei  HÄgi  Khalfa  11,  p.  213.  ' 

c)  n  diese  AbhaiidluDg  zum  Abschlüsse  geUngt  war^  erbieU 

ich,  *  nuei-iKJirtAiL  t^lnft  für  ufiAi^r  Them»  wichtige  NotU^  Auf 
Ver^iuittsi^ang  d«s  r  un>i«ii  ouncömDagoi  schickte  mir  Herr  Eugeixe 
Jaain  io  Farn  eine  ^^Acte  i  ne  Besckreihnng  der  wenhvol-        , 

len  late        'h(*«  ft^i  '■  iaerU  Bibliothek   daselbst,   frö-        ' 

her  .  reu  Index  bei  Lib  ri  (Hi$t  des 

td^K^.rf  iTtf         h  H     Es  hatte   sich   mir  znnäebst 

um  die  Ueoeraetzmn^  »«p»  ^     ^  gehandelt^  von  welcher  unten 

(§.  $)  die  Rede  sein  wird,  }n  Jnntn  war  jedoch  ao  auftnerk- 
sam,  mir  folgende  Worte  p  nnreibeo,  welche  sich  auf  El,  28 
versö  Stiflh«  L     pü*  ^tö  — 4t  der  Sclilussformel  des  Theodo- 

«iua:  dt  e  laufi^ndc  Ziffer  habe  ich  stum 

bequemeren  Citiren  vorgesetzt). 
Ordo  qui  est  posl  librum  Euclidiis  secundum  quod  invenilur  in  scripturis 
JohanniliL 

1)  Euclidis  de  aspectibus  iraciatus  unus, 

2)  Theodosii  de  speris  (so)  IracU  (res, 

3)  Autolici  de  spera  mota  tracL  unus, 

4)  Euclidis  de  apparentibus  Iracl.  unus, 

5)  Theodosii  de  locis  habitabilibus  tracL  unus. 

6)  Autholici  de  orlu  et  occasu  duo  tractatus, 

7)  Theodosii  de  die  et  nocte  duo  tractntus, 

8)  Esculei  (d.  i.  Hypsicles)  de  ascensionibus  tracl.  unus. 

9)  Arsodochii  (so  für  Aristareb)   de  elongationibus  phisicarum   et  earum 
magnitudinibus  tract,  unus, 

„  Johannitins^*  ist  ohne  Zweifel    der  bekannte  Uebersetzer  Hon  ein 
ben  Ishak,   welchem   eine  Uebersetzung  des  Almagest  beigelegt  wird.'^} 


machus  siehe  Heb  r.  Bibliographie]  864,  S.  87 ;  vergl.  D.  M.  Zeitschr.  XV III»  603. 
Die  höchst  werthvolle  hebr.  Münchener  Handschr.  36  enthält  u.  A.  anch  eine  sonst 
anbekannte  Uebersetzung  mit  Anmerkungen  nach  e  I  -  K  i  n  d  i.  Vgl.  anch  unten  Anro.28. 
25)  ,t  Badsrogogia*'  oder  ,^Thadsrogogia'*  klingt  mehr  an  einen  Titel  wie  afi 
einen  Personennamen. 

2ÖJ  Vgl  UDten  Anm.  32. 
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Ehe  ich  jedoch  zu  den  Bemerkungen  in  Betreff  einzelner  Schriften  über- 
gehe, sei  noch  auf  zwei  Autoren  des  XII.  Jahrhunderts  hingewiesen,  derea 
jüngerer  selbst  arabisch  schrieb,  der  ältere  aus  dem  Arabischen  übersetzte; 
beide  hatten  Gelegenheit,  der  Hauptquellen  für  mathematische  Studien  zu 
erwähnen. 

Josef  ben  Jehuda  Ihn  Aknin,  ein  berühmter  Schüler  des  Maimoni- 
des,  verfasste  in  arabischer  Sprache  ein  ethisches  Schriftchen,  betitelt: 
„Medizin  der  Seele'*,  worin  ein  Kapitel  des  III.  Abschnitts,  das  auch  ins 
Hebräische  übersetzt  worden,  eine  encyklopädische  Uobersicht  der  Lehrge- 
genstände und  Lehrmittel  enthält.*^)  Unter  der  Rubrik  Mathematik  wer- 
den Autoren  und  Schriften  in  folgender  Weise  aufgezählt:  Die  Arithmetik 
des  Nikomachos  und  das  von  Avicenna  darüber  Gesammelte, '^)  Eudid's 
Elemente,  Theodosius  über  sphärische  Figuren,  Menelaos,  Archimedes  über 
Kugel  und  Cjlinder,  die  Kegelschnitte  des  Apollonius,  das  Buch  der  Voll- 
kommenheit des  Matamin  Ihn  Hud,  Herrschers  von  Saragossa,*^)  die 
Abhandlung  über   die  befreundeten  Zahlen  von   Thabit,*^)   die  Data  des 


27)  Ich  verweise  der  Kürze  halber  aaf  meinen  betreffenden  Artikel  in  der  £ncy- 
klopädie  von  Ersch  und  Gmber  S.  II,  Bd.  31,  8.  51 ;  vgl.  aneh  oben  Anm.  11. 

28)  WahrscheinUch  ist  der  Abschnitt  des  Buches  Schefä  gemeint ;  siehe  W ö p  ck  e, 
Mem.  8io'  ia  propagation  des  chiffres  ind.  p.  108,  und  oben  Anm.  24. 

29)  Ich  habe  oben  im  Text  gleich  die  richtige  Lesart  gesetzt.  Das  betreffende 
Werk,  welches  Mairoonides  mit  seinem  erwähnten  Schüler  las  und  verbesserte,  führt 
den  unten  zn  neunenden  arabischen  Titel  und  wird  von  el-Kifti  {^asiri  f,  204)  als  ein 
x'ortreffliches  umfassendes  Buch  bezeichnet.  Ks  i«ci  gestattet,  hier  einige  Quellen 
über  den  fürstlichen  Arithmetiker  nachzutragen.  Bei  Gayangos  (Makkari,  His- 
tory  ofthe  Mohanunedan DynustUt  etc.  London  1843,  Vol.  II,  p.  256)  liest  man:  „  . .  and 
hit  son  Abu  *Xmr  (!)  Fusitf  Almut  amen  (the  trunty),  The  latter  was  so  much  addicted  to 
the  »tudy  of  mathtmatics,  thai  he  composed,  among  other  works  on  that  sciencey  one  enlltied 
Kitäbu'l'istikmal  wa-l-manadh  ir  (perfeclion  and  obseroatories).  He  died  the  same 
yeiir  thfti  Toledo  was  taken  (A.  H.  478,  A  D,  1085J ,  and  was  succeeded  by  bis  son  Afmustain 
Ahmed,  who  lost  the  battle  ofHuesca  in  480  (A.  D.  1096J.  "  Im  arabischen  Originale  des 
«Makkan,  welches  kürzlich  im  Druck  vollendet  worden  (Bd.  I,  S.  277),  heisst  es  blo.<<: 

„..  und  sein  Sohn  Jusuf  al-Mutamin,  welcher  sich  der  mathematischen  Wissenschaf- 
ten befleissigte,  auch  darüber  Schriften  verfasste,  worunter  das  Buch  (Kitab)  el-  Istik- 
mnl  we  ^l-iManatzir.  Auf  ihn  folgte  sein  Sohn  el-Mustain  Ahmed  im  Jahre  der  Ein- 
nahme Toledo^s;  durch  denselben  geschah  der  Fall  von  Huesca  im  Krieg  des  Jahres 
80."  Hammer  (Literaturgesch.  VI,  75)  nennt  drei  Fürsten  des  Stammes  Hud:  1* 
Ahmed,  Sohn  des  Josef,  gestorben  474  (lOsl),  dann  2.  Ahmed,  gest.  475  (1085),  dann 
3.  dessen  Sohn  Abn  Aamir  Josef  el-Mutemin:  „ein  gelehrter  Fürst,  der  besonders 
dem  Studium  der  Mathematik  ergeben,  ein  mathematisches  Werk  unter  dem  Titel  hin- 
terliess:  Das  Buch  der  Vervollkommnung  und  der  Ansichten. "  Die  beiden  Ahmed 
sind  identisch,  der  Titel  des  Buches  ist  unrichtig  übersetzt,  jedoch  das  Vforiobserva- 
tan'es  bei  Gayangos  wohl  nicht  in  der  specifisch  astronomischen  Bedeutung  zu  fassen, 
sondern  etwa  im  Sinne  von  „Gesichtspunkte".  Nach  Ibn  el-Abbar  bei  Casiri  II,  50 
stirbt  Abu  DschAfar  Ahmed  (MokUdir)  1081  —  82,  Abu  Amir  Josef  J085  — 86und 
dessen  Sohn  Abn  DschAfar  Ahmed  (Mostain)  fällt  bei  Tudela  1 109. 

80)  Dieses  arithmetische  Thema  hat  jedenfalls  seinen  Urs^nux^vcw  ^vcv«t  ^tw^^^x- 
Z«iUehrirt  f.  Malhrmatik  n.  Physik.  X,  6.  ^V 
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EucUd,  das  SbKnrlige  Werk  des  Ihn  Keitbatn »  Ä1inag€st  des  PtiikinüTia 
a«  8.  Wi,  über  Hccbatitk  das  Werk  der  Beni  Schakir,  Wir  sehen  hier  grosi- 
tentheib  die  eogenatinleti  „mittleren  Schriften ^S  ohne  d^ss  der  techiiiHche 
Ausdruck  gebraucht  würde  —  Tveoig^ätens  habe  Ich  denflelbeti  Dicht  notirt« 

Zu  AnfdTig  df^s  XII.  Jahrhunderts  bearbeilete  der  spanische  Jude 
Abraliam  bar  Ohijja  ans  arabiijcljen  Quellen  eine  Art  Enuyklnpädie, 
als  deren  erster  Tlieil  kürzlich  eine  Abhandlung  in  3  Äbscbtjjtten  aber 
Arithmetik,  Oeometriü  und  Mu&ik  erk^mnt  worden  tst.'^)  Am  Schlüsse  des 
zweiten  Abschnittes  werden  folgende  Schriften  und  Autoreu  iu  2  Cl Assen 
genannt: 

1,  Diejenigen,  welche  von  dea  Linien  und  den  Ebenen  handeln,  wie 
die  Elemente  Und  andere  Sehriftrin  dpsEuclid  und  seinesglei- 
chen ^  oder  von  den  Linien  und  Flachen  der  Kugel,  wie  die  Ab- 
handlungen (von  den  Kugelforuien?)  des  Thendosius  und  Me- 

nelaos  und  ihrf^r  Genossen,  oder  ihrer  Veränderungen  (durch 
Bewegung),  wie  daü  Buch  der  Kug<*l  des  Autolycos  und  Andrer, 
oder  der  gekrtimmten  und  ihrer  EigeuthünirK*hkeiten ,  wie  da» 
Buch  der  Kegelschnitte  des  A  pol  Ion  Jus  und  das  Buch  über  Ku- 
prl  nirJ  Cylindf  r  (  doü  A  r  c  !i  i  m  g  d  e  .s). 

2.  Diejenigen,  velcbe  die  K$rper  beh andelh ,  wie  das  Bach  der  Bei- 
len (??)  des  W3*«n«  —  was  am  ehesten  auf  finto eins  führt,  aber 
sehr  fraglich  ist  —  und  seiner  Genossen,  oder  die  Bücher  vom 
Gewicht  und  der  Wissenschaft  der  Last  des  Heron  und  ö?21tf^ 
(Archimedes?  oder  Beni-Musa?)  und  ihrer  Genossen. 


stillosen  Ahwendang.  Der  als  Mathematiker  bekannte  Maslima  el-Medschri  ti 
(starb  1005  —  8)  —  identisch  mit  „  Afaslem*^,  dem  arabischen  Bearbeiter  des  Plani- 
sphärium  von  Ptolemäus,  dessen  gedruckte'lateinische  Uebersetznng  wahrschein- 
lich von  Hermann  Dalmata  herrührt  (siehe  die  Nachweis,  in  der  D.  M.  Ztschr.  XVIII, 
168  —  9)  —  nennt  als  Erfinder  der  befreundeten  Zahlen  den  ,  in  arabischen  Quellen 
oft  genannten,  indischen  ,, König"  und  Weisen  Kanaka  (gewöhnlich Kanka  u.  s.  w.), 
der  freilich  in  indischen  Quellen  selbst  noch  nicht  wiedererkannt  ist  (siehe  vorläufig 
die  Nachweisungen :  Zur  pseud.  Lit.  S.  78,  91 ;  D.  M.  Ztschr.  XVIII,  120,  1 16 ;  und  im 
2.  Brief  an  Boncompagni  [Rom  1863]  p.  J6).  Herr  P.  deJong  in  Leyden  theilte  mir 
im  Jahre  1862  auf  Verlangen  die  Originalstelle  des  Medschriti  aus  beiden  Leidener 
Handschriften  mit,  und  ich  ersehe  daraus,  dass  die  beiden  Stellen  (Zur  pseud.  Lil. 
S.  37  u.  41)  zusammengehören,  und  in  der  Thal  die  beiden  sympathetischen'Zahlen 
mit  den  Ziffern  Gobar  geschrieben  werden  sollen.  —  Die  Notiz  schien  mir  für  die 
neuesten  Untersuchungen  über  die  Ziffern  interessant  genug,  um  sie  durch  Mittheilung 
an  den  Fürsten  Boncompagni  zu  Wöpcke's  Kenntniss  gelangen  zu  lassen;  letzterer 
konnte  leider  nicht  mehr  davon  Gebrauch  machen! 

31)  Siehe  den  Artikel:  „Die  Encjklopädie  des  Abraham  bar  Chijja'*  in  der 
Heb r.  Bibliographie  1864,  No.  40,  S.  84  ff.  Auf  die  dort  gegebenen  Nachwei- 
sungen  verweise  ich  hier  an  mehreren  Stellen. 


Von  M.  Steinschneider. 


467 


§.7. 

In  der  nachfolgenden  Tabelle  von  18  Schriften ,  deren  ZiflFer  -ich  der 
Bequemlichkeit  halber  vorgesetzt,  ist  die  erste  Columne  aus  Gartz,  mit 
Weglassung  der  unten  nachzuweisenden  irrthümlichen  Angaben.  Was  die 
Reihenfolge  betrifft,  so  habf  ich  nur  unter  15  Thabit  hinter  Menelaos  ge- 
stellt, damit  die  Reihe  der  griechischen  Autoren  ungetrennt  bleibe,  und  die 
letzten  3  nach  ihrem  Znsammenhang.  Das  Sternchen  bedeutet;  dass  die 
Schrift  bei  Fabricius  IV,  16  (und  wohl  daher  bei  Wenrich  p.  205)  zum  „klei- 
nen Astronomen"  gerechnet  werde.  —  Die  II.  Columne  giebt  unter  a  die 
Stelle  oder  Ziffer  an,  unter  welcher  dasselbe  Buch  in  dem  Verzeichniss  der 
12  Schriften  der  bodleianischen  Handschrift  bei  NicoU  p.  200  vorkommt,  und 
unter  b  die  Anzahl  der  zu  dem  Buche  gehörigen  Figuren  nach  derselben 
Quelle,  nebst  den  abweichenden  Angaben  in  andern  Quellen.  —  Die  111.  Co- 
lumne bezeichnet  durch  eine  Ziffer  die  Stelle,  welche  das  betreffende  Buch 
in  der  Aufzählung  bei  Hagi  Khalfa  II,  p.  213  einnimmt,  die  IV.  die  Stelle 
des  Buches  in  der  oben  nachträglich  eingeschalteten  Notiz  des  Honein. 


Gartz. 

a 

NicoU. 
b 

Ho- 
nein 

*  1.  Euclid,  Data 

1 

95  Fig. 

1 

*  2.         „          Optica  (u.  Catoptrica)        .     .     . 

*  3.         „         Phaenomena 

5 

6 

64 
22(23Uri) 

5 

6 

1 
4 

*  i.TheodoBins^  Sphaerica 

*  5.  Autolicus,  Sphera  mota  {mobilis)      .     . 

2 
4 

59  (auch  Uri  875) 
12 

2 
4 

2 
3 

6.  Archimedes,  de  Sphaera  et  cylindro     . 

7.  „                Dimensio  circuli    .     .     . 
*  8.  Theo  dos  ins,  2>e  hahitationibus     .     •     • 

0 
0 
7 

(3  bei  Uri) 
12 

14 

0 

15 

5 

*  9.  Autolycus,(/e  ortu  et occasu  sider,  inerr, 

*  10.  T  h  e  0  d  0  6  i  u  s ,  de  diebus  et  noctibus     .     . 

8 
0 

37  (36?) 
33  (36  Uri) 

8 
7 

6 
7 

*  11.  Aristarch,  de  solis  et  lunae  magn.  et  dist. 

*  12.  II  y  p  s  i  c  1  e  8 ,  Anaphor,  {de  ascensionibus) 
13.  Archimedes,  Lemmata  {Assumta)     .     . 

*H.  Menel AHB y  Sphaerica 

15.  Thabit,  2>a/a 

16.  Muhammed  ben  Musa,  (de  mensura 

10 

11 

0 

3 

0 

17(l6UriNo.875) 
5 

91  (604-30  beiUri) 
(36  Uri) 

10 

9 

11 

12 

9 
8 

figurarum)  •     .     .• 

17.  T  h  a  b  i  t ,  (f^  figura  sectore 

0 

18 

13 
12 

18.  Nasir  ed-Din.Tusi,  de figurae secantis 

proprietatib.  et  demonstr 

(5  Uri) 

^ 

V 

^V"* 
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§9. 

Es  mögen  nun  einige  Bemerkungen  zu  den  einzeluen  Schriften  foT^eo: 

ad'i)  aocli  iibert>*^t2t  Ton  Gerard  von  Cremona  {Bonctimp.  p,  &j  wo 
^^Ptiontm*');  vergU  aucb  unten  U, 

a*l  2  n.  3)  €ürU  zablt  ein  Werk  vonEnclid:  de  Propurtioftibus  aaf 
(Ärab.  Al-Moumehät)^  ivelcbes  nicht  existirt,  «Behou  aus  der  Vergleiclmng 
niit  den  bodleiftniscben  Hdnd»clirirten  conjicirte  Pu**^,  dasa  dieses  Werk 
bei  Assemmii  (der  Quelle  Gartzens)  irrthtinrilich  anstatt  der  Optik  {al^Ma- 
natzir)  genannt  sei.  leb  Hige  binzu,  dase  ich,  noch  ebe  ich  auf  Pn^ey^s  Be- 
richtigung gestosseu,  stbon  aus  der  Zahl  04  der  Figuren  auf  dieselbe  Ver- 
mutbung  gerieth*  Um  so  auffallender  ist  es,  dass  Wetirkh  {p^  lS3)  nicht 
nur  Assemanrfc  Angabe  ohne  Anstofls  wiederholt,  sondern  in  ßezug  auf 
God,  Leyden  1109  mit  64  Figuren  bemerkt,  er  werde  wohl  die  Optik  oder 
das  Werk  de  proport(finiOm  ff nthuUen.  —  Das  angebliche  Buch  de  proportioni- 
hns  desEüclid  Ündet  sich,  wie  ich  nachträglich  bemerke,  auch  ganz  nn abhän- 
gig Ton  Assemauii  aber  durch  ein  nicht  geringereres  Missver^tJindniss,  in 
sonst  guten  Quellen.  Von  el- Hasan  ben  Obeid-AlUh  ben  Solei- 
manbenWahb  (oderWehb),  aus  einer, vornehmen  syriscbeu  Pamili© 
stammend,  handelt  elKifti  bei  Casiri  I,  413«  Der  arabische  Test  ist  nictit 
ganz  sicher,  vielleicht  such  nicht  ganz  correct.  Ich  gebe  hier  die  Ueber- 
£etsuugen  von  Casiri^  Wenrich,  Flügel  und  Hammer. 

Casiri  ü berse tzt :  Com m entariu m  in  Eu cüdis  Hierum  d e  Pr opörti&nibus 
evülgaviU 

Wenrich  (p.  189) :  De  proporlionibus  librum  .  . .  commeniatus  esU 

Flügel  (Diss.  p.  36 ,  No.  85) :  explicationem  unius  proportionis  in  Euclidis 
lihro  de  proporlionibus  vulgavil  —  mit  Beziehung  auf  Gartz  p.  24  (den  ich 
augenblicklich  nicht  zur  Hand  habe  und  der  wohl  nur  aus  Casiri  geschöpft 
hat). 

Hammer  (III,  308 ,  No,  4059) :  ^^\.  Commenfar  der  schwierigen  Stellen 
des  Euclid ;  2.  ein  Buch  des  Verhältnisses  in  einer  Rede  (d.  h.  l.  Tractat)/* 
Hammer  citirt  Casiri,  ohne  dessen  falsche  Uebersetznng,  wie  sonst  gewöhn- 
lich, zu  rügen,  und  hier  hätte  er  wohl  das  Hecht  dazu  gehabt;  denn  Ham- 
mer's  Uebersetznng  empfiehlt  sich  dem  Sinne  nach  am  besten. 

Ein  Datum  für  den,  wie  es  scheint,  sonst  nirgend  unter  diesem  Namen 
vorkommenden  Autor  habe  ich  nicht  finden  können ;  aber  Hammer  führt 
ihn  unter  dem  Namen  AbuMuhammed  el-Hasan  (b.  Obeid  Allah  etc.) 
schon  Bd.  III,  S.  265,  No.  1166  nach  Fihrist  an,  und  zwar  nur  mit  einem 
Werke:  „Buch  der  Lösung  der  Schwierigkeiten  des  Euclid".  — 

Dass  die  Optik  64  Figuren  in  der  Kecension*des  Nasir  ed-Din  enthalte, 
sagt   auch  Hagi  Khalfa  V,  159,  No.  10532.     Diesen  Zeugnissen  von  2  Hand- 
schriften der  Optik  in  Oxford  und  Leyden  und  der  Ahgabe  in  der  Anfsfth* 
lung  gegenüber  finden   wir  wieder  bei  Assemant  unter  der  Optik   in  beiden 
Sandscbriften  die  Angabe  von  23  Figuren  des  Uebersetzers  Honein,  in 


Von  M.  Steinschneider.  469 

welchen  der  Emendator  Thabit  2  hinzu  gefügt  habe.  Wenrich  (p.  183)  wie- 
derholt auch  diese  Angabe,  jedoch  mit  der  Modification :  „  Notandum,  priorem 
Codicum  horum  eic, "  —  was  schon  darum  unmöglich,  weil  eine  Handschrift 
dieCopie  der  andern  ist!  —  und  mit  der  (stillschweigenden) Substitution  des 
Ishak  für  Honein  —  worauf  ich  noch  zurückkomme.  Es  lag  aber  hier  nahe 
genug,  an  die  Phaenomena  zu  denken,  deren  Figurenzahl  23  bei  Wenrich  (p.  182, 
vgl.  Gartz  p.  4)  wenigstens  in  der  arabischen  Ueberschrift  der  bodleianischen 
Handschrift  wiedergegeben  ist.  Auch  hier  hat  i't/5^^(p.  541)  das  Richtige  con- 
jicirt,  ohne  die  Figurenzahl  zu  erwähnen;  jedoch  bemerkt  er  bald  darauf 
(zu  p.  260,  lin.  4),  dass  nach  Hagi  Khalfa  (nämlich  Handschrift)  die  Phäno- 
mena  in  den  verschiedenen  Exemplaren  24  {sie)  oder  25  Figuren  haben. 
Der  Text  des  gedruckten  H.  Kh.  V,  113,  No.  10289  scheint  nicht  ganz  correct, 
ich  möchte  im  Texte  für /f  lesen  wnfi^  und  übersetzen:  „/i6er  . .  quem  Nasir 
ed-din  recognovU,  et  is  (contincl)  2^figuras,  in  guibusdam  vero  exemplaribus  25.** 
Die  Zahl  28  bezieht  sich  jedenfalls  auf  die  Recension  des  Nasir  ed-Diri;  ob 
die  Zahl  25  sich  auf  Exemplare  derselben  Recension  beziehe,  lasse  ich  da- 
hingestellt. ^ 

Als  Uebersetzer  ins  Arabische  wird  bei  Gartz  (p.  I)  Hon  ein  ge- 
nannt; Wenrich  (p.  181,  No.  86)  conjicirt  Isak  (Sohn  des  Honein),  und  sub- 
stituirt  diesen  Namen  p.  183  für  den  der  angeblichen  Optik,  woAssemani  Ho- 
nein hat.  Auch  Pusey  (p.  598)  vermuthet,  dass  die  mathematischen  Schrif- 
ten vom  Sohne  übersetzt  seien,  obwohl  jüngere  arabische  Bibliographen  den 
Vater  nennen. "*)     Doch   muss  bemerkt  werden,  dass  im  gedruckten  JTia^jft 


32)  Diese  allgemeine  Argumentation  darf  jedoch,  bei  der  bekannten  Zweifelhaf- 
tigkeit  der  Autorschaft  von  Vater  und  Sohn  nur  mit  grosser  Vorsiclit  angewendet  wer- 
den, wie  z.  B.  in  Bezug  anf  den  Almagest,  von  dessen  arabischen  Handschriften 
leider  nur  Eine  mit  dem  Namen  des  Uebersetzers  versehen  bekannt  geworden,  näm- 
lich Cod.  Par.  1107,  und  sonderbarerweise  suhntitnirtWenrich  (p. V28)  hier  Ishak 
ben  Honein.  für  Ho  nein  ben  Ishak  (so  bei  Wüstenfetd  8.  29) ;  glücklicherweise  wird 
letzteres  gelegentlich  durch  Autopsie  W  ö  p  c  k  e  *  s  bestätigt  (Mem.  sitr  lapropag,  p.  1 30 j. 
Den  Honein  nennt  auch /^apr/rAA//Vi(V,  385,  No.  11413),  angeführt  bei  Pusey  selbst 
p.  536,  wo  p.  537  ein  Citat  ans  einem  arabischen  Autor ,  wornach  Honein  bezweifelte, 
^  dass  der  Verfasser  des  Almagest  auch  der  des  Qttadriparliiim  sei  (letzteres  übersetzte 
Honein,  nach  der  mediceischen  Handschrift  314).  Auch  Ibn  Schihne  (bei  Pusey  p.500) 
nennt  Honein.  Der  Catalog  der  arabischen  Handschriften  des  British  Museuro 
p.  180,  No.  389  setzt  Honein  und  Thabit  (vgl.  Ckwotsohn  1.  c.  8.  558)  nur  als  Conjectur 
hin.  Wüstenfeld  (8.  30,  $.  71,  5)  lässt  es  dahingestellt,  ob  etwa  Vater  und  Sohn 
swei  selbstständige  Uebersetzungen  verfasst  —  was  doch  woU  am  wenigsten  einleuch- 
tet,—  Flügel  (Dis9,  de  arah.  scriptor.  graecor,  inlerpretibus ,  Meissen  1841,  p.  17) 
macht  den  Vater  zum  Uebersetzer,  den  8ohn  zum  Verbeaserer  der  Uebersetzung,  ver- 
routblich  nur  aus  einer  nahe  liegenden  Conjectur.  Delambre  (HUt.  de  Vasti\  du 
moyin  age  p.  2  und  Berichtigung  p.  LXX)  und  8  e  d il lo t  (MatMtntx  etc.  I,  96)  nennen 
Isak  als  Uebersetzer  und  Thabit  als  Vcrbesscrer,  ausserdem,  nach  einer  Notiz  in  einer 
Handschrift  bei  Peir esc  u.  s.  w.  die  Namen:  Albas  er  (oder  Alhazer),  Sohn  Josefs, 
Bohu  desMaire  (!),  und  Sevius  (oder  Serius,  oder  Serigu«^^  S^^biXk.^^^^W^'^ 


.itleren  Büdier  der  Araber  tind  ihre  Bearbeiter, 


Khttifa  (V,  UOi  No.  10410)  rkhtig  Xmk  rnfkununt,  währetid  die  ron  Pmey 

benuUte  (Liberha«pt  oft  feUlcrbafte)  liiimiitcUnft  „UonDia  b,  Äbd-Ällali"*  (!) 

I  dnrbifitet  —  vidleicbt  eine  Corraptlo«  «ua  lIoii«'in  <?Mhfi{li?     Ibii  Schibn«! 

1^  legt  dem  Flonein    auch   tlic  Uebersetsuug  von      hn-^Jf  bd ;    iat   das    eine 

i^  Corniptel  von  ^LliJI  dl^  Optik? 

Die  kutoptrik  dta  Eutlid  erscheint  bei  jyenrjch  nor  gelegeotnch  (p.  200) 
^  äIs  Tbeil  des  griccbischeu  ,,kle|neD  Astronomen** j  eine  uriibtscbe  Bear- 

beitung weist  er  uicbt  nacli,  und  Ich  habe  auch  sau»t  noch  keine  directa 
Noti»  darüber  gefunden.     In  diesem  FnUe  —  wie   aueh  saust  nicht  «eltea 

1^  —  bietet  die  neuhebriliBche  Uebers^tftungaliteratur   einigten  Kr- 

fiÄta.  GarU  (p.  4)  gicbt  einen  «weitctn  Titel  fllr  <li&  Optik  j^UJ!  *^i  j^;s4 
{Ikhiihif  ul-Münatiir)^  und  ihm  folgt  Nivalt  (bei  Puuy  p.  041),  während  ^fVif- 
rrr/i  lUBselle  wiederholt,  aber  ebenso  wenfg^  oinr^  Quelle  nngiebt  ivIh  Garft 
aelbit.  In  IL  hhatfu  sucht  mun  einen  *ojL'hen  Titel  vf^rgpbeuB,")  Die 
■  Quelle  bt  offenbar  Kifti  bei  ÜAstri  I,  ^42,    wo  dieser  Titel,  atistait  deis   ga- 

f  wuhuliche«  (AWüi,  Buch)  ul-Mutmizir,    von  Ca^lri   inhaltlich  ii<;biig  OpUca 

f  1  he  r s e t  Ä t  w  i  i  d  ^  ( 1  i <^  w  5 rt  1  i c he  U eb or«et z u  n  g  w ii  r e  :  f  '(irift tio  (o d  «*  r  Z' ifferfnim) 
aspeclHum^  Dieseu  Titel  hat  die  Optik  scbon  im  Veraekbniss  bei  NkoU  p, 
m)  lind  ebenso  würtlicb  hebräisch  übersetEt  (Q^::3'=ri  ^nbn,  Ckilhtf  ha-Mtt- 
balm)  in  der  Ueberschnft  von  wenigi^tens  3  oder  4  mir  bekannten  lland- 
sehriften,  nÄnjHch  München  m^  Valican  400  und  Oraioire  182  (und  1S3?).  Der 
Milnehener  Codex,  ein©  höchst  iuteressante  Sammlung  malhenintisfher 
Strliilfteu  enthalt enti ,  v*iii  Mf*h:ben  icli  in  di^r  Ilebr^  Bihlhgnjphie  ]^V2^  S, 
107  — 10  eine  oberflächliche  Notiz  gegeben,  wird  in  dem  von  mir  vorberei- 
teten Catalog  der  hebräischen  Handschriften  der  Münchener  königl.  Biblio- 
thek ausführlicher  beschrieben  werden;  aus  der  Vatican'schen  Handschrift 
erhielt  icl\  eine  Durchzeichnung  einiger  Stellen  durch  die  unerschöpfliche 
Grossmuth  des  Fürsten  Boncompagni.  Die  nachfolgenden  Bemerkungen 
sind  mit  Kücksicht  auf  den  nächsten  Zweck  beschränkt  worden. 

Assemani  behauptet   im   Catalog  der  hebräischen  Handschriften    des 
Vatican,  dass  die  Schrift  unecht  sei,  weil  „zu  Ende**  derselben  des  Alma- 

gest  erwähnt  werde.     Das  ist  eine  der  vielen  Ungenauigkeiten,  denen  man 

# 

(Christ).  £s  ist  nicht  schwer,  in  crsterem  den  Heddschadsch  benJusuf  bcn 
Matar  zu  erkennen,  der  in  arabischen  Quellen  beim  Almagest  genannt  wird,  und  über 
welchen  ich  anderswo  Näheres  angeben  werde.  Sergius  iat  offenbar  der  Syrer  Ser- 
giuB  ben  Elia,  über  welchen  zuletzt  Meyer  (Geschichte  der  Botanik  III,  3\  155) 
gehandelt  hat;  vgl.  Coteörookff  Essays  II,  345.  —  Zu  untersuchen  wäre  noch  ein  Frag- 
ment überCometen,  in  einer  bodl.Handschr.  ( Nicoll  p.  2S3)  demHonein  beigelegt.  W  e  n  - 
rieh  nennt  Honein  als  Uebersetzer  der  sphärischen  Schriften  von  Archimedes,  Mene- 
laös  und  AutolycOs.  Zu  beachten  ist  auch  hier  die  oben  mitgetheilte  Notis  übeif  die 
auf  Euclid  folgenden  Bücher,  welche  dem  Honein  beigelegt  ist. 

33)  Zehn  Figuren  ,,  de  di/ferentia  aspeciüs **  (od er  aspeetuum ?)  soll  Avicenna  anm 
Alniaf^est  hinzugefügt  haben,  nach  Kifti  hei  Casiri  I,  271;  Wenrich  p.  235.  Flügel 
(al-kindi  S.  25  u.  20,  No.  88,  102)  üb3rsetzt  den  arab.  Ausdruck  mit  „Parallaxe**. 


i 
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in  Asscmani's  Catalog  begegnet.  Des  Altnagest  geschieht  nur  in  den  ein- 
leitenden Worten  Erwähnung,  welche  offenbar  von  einem  Uebersetzer  oder 
Abschreiber  hinzugefügt  worden,  und  deren  Wortlaut  ich  hier  ganz  treu 
wiedergebe;  und  zwar  nach  dem  im  Allgemeinen  bessern  Texte  der  Vati- 
can'schen  Handschrift: 

„Es  spricht  der  Uebersetzer  dieses  Buches  (in  M.  blos:  der 
Verfasser):  Nachdem  ich  das  Buch  vollendet,  welches  nach  meinem 
Namen  betitelt  ist,  und  zwar  in  XIII  Tractaten,  als  Einleitung  zu  dem, 
was  nöthig  ist  von  (zu?)  dem  Buch' Megiste,  boschloss  ich,  dieses  Buch  zu 
verfassen,  worin  ich  die  Abwechselung  (oder  Verschiedenheit:  Chilluf) 
dessen  erläutere ,  was  entsteht  in  Bezug  auf  das  Gefühl  bei  dem  Sehen 
eines  sichtbaren  Dinges;  denn  ich  bemerkte,  dass  das  Meiste,  was  dem 
Menschen  kund  werde,  durch  das  Gesicht  (es  thue).  Ich  sah  auch,  dass 
diejenigen,  die  vor  uns  waren,  uns  Nichts  darüber  mitgetheilt.  Ich  er- 
achtete daher  (für  angemessen),  dieses  Buch  zu  verfassen,  damit  die  Män- 
ner meiner  Zeit  es  lesen,  und  es  zum  Erbe  bleibe  demjenigen,  der  nach 
mir  sein  wird." 

Charakteristisch  für  jene  Zeit  ist  es  wohl,  dass  hier  Euclid  —  denn  ihm 
sind  jedenfalls  diese  Worte  in  den  Mund  gelegt,  —  seine  Elemente  als  Ein- 
leitung oder  Vorstufe  zum  Almagest  verfasst  haben  will,  und  mag  ich  hier 
nicht  auf  die  Berichte  eingehen,  welche  von  dem  Zeitalter  dos  Euclid  und 
anderer  griechischer  Mathematiker  sich  erhalten  haben.  Wenn  aber  Asse- 
mani  auf  diese  Erwähnung  des  Almagest  hin ,  das  hebräische  Schriftchen 
ohne  Weiteres  für  unächt,  vielleicht  aus  dem  nachfolgenden  excerpirt  (!) 
erklärt;  so  ist  das  nur  ein  Beispiel  von  der  herrschenden  Nachlässigkeit  der 
Catalogisten ,  die  äusserst  S(4ten  die  Originale  hebräischer  Bearbeitungen 
zur  Hand  nahmen;  weshalb  auch  viele  Verwirrung  angerichtet  worden  und 
manche  willkommene  Nachricht  unbekannt  geblieben. 

Ich  habe  die  Münchener  Handschrift  und  die  Durchzeichnungen  aus 
der  Vaticanischen  mit  der  Ausgabe  Paris  1557  der  Optik  verglichen,  und 
theile  hier  das  Resultat  in  aller  Kürze  mit.  Die  hebräische  Bearbeitung 
beginnt  unmittelbar  nach  der  eben  mitgetheilten  Vorbemerkung  mit  den  un- 
vollständigen und  etwas  umgestellten,  auch  nicht  gezählten  Thesen,  näm- 
lich 1 — 6,  12,  7.  Die  Münchener  Handschrift  geht  dann  nur  bis  zu  Lehrsatz 
32,  welcher  dem  31.  jener  Ausgabe  entspricht,  weil  die  beiden  Absätze  im 
6.  des  Original  in  zwei  (6,  7)  getrennt  sind.  Die  Vaticanische  Handschrift 
scheint  die  Lehrsätze  auch  am  Rande  nicht  zu  zählen;  die  letzten  0  Zeilen 
(Bl.  12)  entsprechen  Lehrsätzen  60  ff.  des  Originals.  Ich  setze  einige  Lesar- 
ten zur  Probe  als  Varianten  zu  dem  nachfolgenden  Anfang  ans  dem  liber  de 
aspeciibus  EuclidiSy  welches  im  erwähnten  Pariser  Cod.  Bl.  88  beginnt  (Bl. 
8Ö,  Col.  2,  Z.  25  beginnen  Eadices  super  quas  est  convenientia,  Radius  solaris 
egreditur  ex  corpore  solis  ad  supcrficiem  omnium  speciorum  speculorum.  Dieses 
Stück  übergeht  Libri  I,  298).     Die  Ziffer  der  Thesen  schalte  \s.Vv  ^\:q.\ 


4f)  I  mltllaatm  Wltfmff  dw  AgAwf ;  «nJLItoe  Beiurbäter. 


<»»^»'»»»<W^yV^^l^>V%«IV>»W»^^^»»IW^^»<MII»I^WWIH^i^l^»r^»M»^<Wi^M» 


Büdim  f^ndiäir  tth  o£uh  super  Imeai  equälcs  (feliU  im  HebräiGclieD)  * 
reclti^^  es  ucciäit  pißst  ipsum  recliiudt/  recia  (liRiSötiea  eütstehen  durch 
ilire  Zahl  gerade  Wege)  eum^  muHtdini  n&n  e»i  fttm^  (2)  £f  figura  quam 
CüHibirt  (li,  r  Hfngicbt)  radius  esi ptramis^  cuiu$  cnput  s r tf  ut tur  (ii.iht  nahe) 
vcitium  ei  basü  eitfs  sequitur  fine m  visi  ( h , :  ist  n rt L e  dem  G t? 5 e b eB e n ) ^ 
(8)   m  m  $upetpMemmmmu$9i^^^  (k;  ited  «faäUbai)*   (i).  M  Ute 

,  AAr  edP  angiOo  pm90  appm^  parpum^  (&)  JST  ftioil  rtdNlr  ec  01^^  «M^yiio 
r.oyniNrel  m$tmm.  (7)  A  m  f^ 

A}so  aiidh  Uet  imr  7  Tbeteii«  md  sw«r  obsie  i^^ 
4NriBeb«i  0,  7  eiMebalttt,  jp«Btt  fel(t  aiM^li  Uer  4^  #rite  Leht»|s:  NmUmm 
$mm¥m  Mim  meiwr  9Umh    Bio  fludidttift  röickl  aber  nur  (U*  0^  Ins 

eifCdOkn..  M  iilud  eH  gtwrf  »g^Maiif g  dliglarwig.  Am  Bande  rtdii  noeh 
JEXrrili;  aber  der  Rest  deiBlalli 

Wer  ist  der  Ueberietaer  der  lateioiscben Handsehrift»  «od  warn  wel* 
sedier  Spi^ehe^  bat  er  flbenetst?    leb  YeriMthe^  ans  dem  AraUsehea.  ^- 

jMk  allen  er^irUboten  ^bfiiiebm  Haudaehrifte»  folgt  enf  die  0|p|ik  aoeh 
^^wxym^m^XßeflmJM^^  Bneb  der  Sjpi^g^  oder  4fpf«Ce)  dea  Buelid 

i^  imd  girar  lautet  die  ▼^stSodigere  sueideatige  Uebersobriflt  im  God» 
MtiiK^ben  (BL 101) : .  „  v<m  Enelid  dem  UTeiaen  (OeMirteo)  in  dw  Elemmr 
ten'*.  Anfang  and  Ende  stimmt  mit  denen  der  Vaticanisclien  Handschrift. 
£»  finden  sich  hier  5  gezählte  Lehrsätze,  deren  erster,  wie  man  in  einem 
Spiegel  einen  Andern  und  nicht  sich  selbst  sehen  könne.  Dann  folgt  ein 
ungezählter  (Bl.  262)  über  einen  nach  vorne  und  hinten  wirkenden  Brenn- 
spiegel. Nur  dieser  hat  Aohnüchkeit  mit  dem  91.  (letzten)  Lehrsatz  der 
griechischen  Katoptrik :  J  concavis  speculis  Soli  oppositiSj  ignis  accendüur.  — 
Weder  der  arabische  noch  der  hebräische  Uebersetzer  beider  Tractate  ist 
in  den  beiden  HandtichriAen  genannt. 

Der  oben  erwähnte  lat.  Codex  Par.  0335  enthält  auf  Blatt 82, 83  Euclid's 
{Libri  setzt  hinzu  imo  Ptolemaei)  de  speculis  j  ich  kann  jedoch  über  das  Ver- 
hältniss  zur  Katoptrik  noch  nichts  Näheres  angeben,  bemerke  jedoch ,  dass 
der  bei  Libri  (No.  15)  verzeichnete  Titel :  De  exilu  radiorum  ei  conversione 
eorum  von  Herrn  Janin  übergangen,  also  wohl  nur  Ueberschrifl  eines  Para- 
graphen ist. 

ad  4)  Theodosins  Sphaerica.  Nach  den  arabischen  Handschriften  (auch 
bei  Uri  und  Nicoll  p.  295)  übersetzte  Costa  ben  Luca  bis  zur  5.  Figur  des 
dritten  Buches,  wofür  Chwolsohn  (die  Ssabier  I,  557)  das  zweite  Buch  setst, 
weil  Hagi  Khalfa  I,  380,  No.  1000  dies  „ausdrücklich  angebe!"     Die  Worte 


34)  Man  vergleiche  hiermit  die  Paraphra3e  der  12  Thesen  bei  Abraham  bar 
ChiJJa  (Hehr.  BibJiogr.  18Ö4,  S.  03). 
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in  lalinum  in  Flügers  Uebersetzung  von  H.  Kh.  V,  48,  No.  Ö883  sind  natür- 
lich ein  lapsus  calami  für  in  arabicum.  An  beiden  Stellen  sagt  H.  Kh,^  dass 
das  Werk  „59  Figuren  enthalte,  in  einigen  Exemplaren  eine  fehle  ^^  Das- 
selbe liest  man  auch  in  der  Handschrift  bei  NicoU  p.  259,  und  ist  hiernach 
bei  Pusey  p.  599  zu  I,  194  für  sab'a  (7)  zu  lesen  las'a  (diese  arabischen  Worte 
unterscheiden  sich  nur  durch  die  Punkte  der  ersten  2  Buchstaben);  so  dass 
es  heisst:  „59,  in  einigen  Exemplaren  58  ^^  Die  Summe  59  geben  auch  3 
Handschriften  bei  Uri. 

Von  der  hebräischen  Uebersetzung,  auf  welche  schon  Harless  lY^  22 
(vergl.  unten  zu  14)  hinweist ,  ohne  dass  Wenrich  darauf  Rücksicht  nähme, 
sind  mir  nur  die  beiden  Codd.  bei  Uri  431  und  433  bekannt.  Die  Hand- 
schrift München  31  enthält  auf  Bl.  319  nichts  als  eine  allgemeine  Ueber- 
schrift:  „Buch  des  Theodosius  über  Geometrie^';  das  darauf  folgende  Bl. 
320  enthält  schon  die  Canones  vom  Jahre  1405  (worüber  siehe  Hebr,  Bibliogr, 
1864,  S.  18,  Anm.  4).  Welche  Bewandtniss  es  mit  dem  Commentare  des 
Jeremia  Kohen  in  Cod,  Valic.  379,*  habe  (vgl.  Zeit  sehr.  f.  d.  relig.  Interessen 
d.  Judenth.,  herausg.  v.  Frankel  1840,  S.  275  u.  400),  wäre  noch  zu  unter- 
suchen. Der  hebräische  Uebersetzer  ist  unbekannt  und  diese  Uebersetzung 
nicht  zu  verwechseln  mit  dem  selbststäudigen  Werke  des  Costa  über  die 
Sphäre  in  05  —  66  Paragraphen,  welches  Jakob  ben  Machir  (der  bekannte 
Astronom  Prophatius)  übersetzte  (vgl.  vorläufig  Hebr,  Bibliogr,  1862,  S.-ISO). 
—  Uri  433  giebt  die  Figurenzahl  24-f-33-f-22,  also  im  Ganzen  79  an. 

Auch  Gerard  von  Cremona  soll  die  Sphaerica  aus  dem  Arabischen 
übersetzt  haben  (Boncompagni,  deüa  vila  etc,  di  Gherardo  p.  63).  Ob  ihm 
die  in  der  oft  erwähnten  Pariser  Handschrift  9335  auf  Bl.  1  —  19  enthaltene 
lateinische  Uebersetzung  angehöre  (deren  erstes  Buch  22  Figuren  zählt), 
muss  noch  untersucht  werden.  In  Bezug  auf  die,  ebenfalls  aus  dem  Ara- 
bischen geflossene,  in  Venedig  1518  zweimal  gedruckte  Uebersetzung  des 
Plato  aus  Tivoli  (welche  Fubricius  IV,  21  u.  22,  aber  nicht  Wenrich  p.  207 
erwähnt),  heisst  es  in  der  Vorrede  des  Jo,  Pena  zu  seiner  Uebersetzung  aus 
dem  Griechischen  (1558,  bei  Boncompagni^  Delle  versioni .  .  di  Piatone  Tibur- 
iino  p.  8) :  „  Theodosius  mullitudinem  iheoramatum  consulto  vilavil,  et  totum  Sphae 
ricum  negotium  sexaginta  propositionibus  absolvil.  AI  Arabes  hunc 
numerum  triente  auxerunt,  et  pro  sexagenis  ociogenas  (/)  cumularunt.^*^  Der 
Schreibfehler  liegt  hier  wohl  in  „  triente  " ;  denn  nach  Boncompagni's  genauer 
Beschreibung  der  beiden  seltenen  Ausgaben  (p.  11,  12,  13)  hat  das  I.  Buch 
33,  das  II.  33,  das  III.  14  (ungezählte)  Propositionen.  —  Vergl.  auch  noch 
einige  andere  Nachweisungen  in  der  Hebräischen  Bibliographie  1804,  S.  91, 
Anm.  16. 

adb)  Antolyoni  de  sphaera.  Für  die  Reihenfolge  wichtig  ist  die 
Bemerkung  NicolPs  (p.  260  n.  c),  dass  in  der  arabischen  Handschrift  Uri 
908  dieses  Buch  ausdrücklich  als  das  fünfte  der  „mittleren  Schriften^*  be- 
zeichnet werde.  — 
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12  Figuren  geben  llÄndsclirifteii  bei  Ufi  und  anch  B.  hluttfa  V,  140» 
Ko.  10418  ausdrücklich  au.  tni  Index  \l\ ,  104&,  No.  1735  M\\i  die  nach- 
tröj^Uclie  Stelb  VII^  S47  zn  V,  48,  die  freilich  schon  durch  I,  ZH%  No.  1008 
(vprgh  VII ^  Ol?)  erledigt  schein t,  —  Die  latt^iai^die  UeherselÄimg-  des 
Gcrard  von  Creinoiia  (bei  Boncdmpao;ni  I.  c>  p,  5)  befindet  sich  wahr- 
scheinlich m  Cod,  181  der  Si,  ^arco-ßibltotbek  und  in  dem  oft  genatintea 
l*ÄriserQ335,  FoL  löj  inrtpm  ich  bereits  Bind<?rswo  auf  das  VerbaUniss  letzte- 
ror  Handschrift  zum  VerKeiclinisse  von  Gerard'a  Üeher^etznügen  bingewie- 
Äen  (D-  M-  Zeitscb,  XVIII,  167)  und  vergl,  noch  weiter  unten.  —  Wer  die 
hebräische  Uebersetjung  (siebe  die  Angabe  der  Ilandsclinften^iu  der  Hobr- 
BibliogT*  ia04,  8-  OIj  Anui»  15)  verfaest  bähe,  ist  unbekannt, 

E«  sei  hier  gelegentlich  noch  bemerkt^  dass  bei  t^ri  p,  197,  Cod.  908,  S 
ein  Werk  von  Autol^^cns!  de  Bcttimnhus  eomrh  angegeben  Ist  (und  so  auch  in 
ieinein  Index,  sowie  im  Index  zn  Nie  oll  und  Pusey).  Wenrich  p.  2IHI  bat 
das  ilberseben*  Mir  ist  es  unzwejfolLafl,  das»  tler^  schon  in  seiner  Ortho* 
grapble  f^^^j^jj^jj^l)  auffallende  Nntne  aus  Apollonius  verstünnnelt, 
also  bei   H  vnrich  p.  2i«J  btnau  au  fügen  sei. 

Qtl  C)  Arcbimedes  über  Spli?ire  und  Cylinder,  Abweichende  Angaben 
über  die  Zalil  der  Figuren  in  der  UebersetKung  des  Ilonein  (?),  welche  Tha- 
bit  vermehrte,  finden  sich  bei  JVeHrkh  p.  IW^  der  nueb  liier  die  arabische 
Uebersetxung  des  Costa  übergebt,  deren  bebniisehe  Uebersetzung  des  K  a- 
lonymos  in  zweiter  Bearbeitung  sich  in  der  einzigen  mir  bekannten  Bod- 
leianiscben  Unndscbvift  crlialten  hat  (vgl.  CutfiL  Codih  hehr,  Lugd.  p.  319, 
No.  2).  Eine  pariser  Handschrift  (bei  Woepcke  zu  Omar  Alkhajanii  p.  103) 
enthält  eine  Ausgabe  des  Buches,  welche  der  anonyme  Verfasser  bearbeitet 
hat  nach  der  gewobnlichen,  von  Thabit  verbesserten  Ausgabe  des  Textes 
und  nach  einer  Uebersetzung  des  Commentars  des  Eutocius,  welcher 
die  Textstellen  des  Archimedes  enthielt.  Sowohl  dieser  Commentar,  als 
auch  noch  ein  besonderer  Text  des  I.  Buches  bis  zur  14.  Proposition  wird 
dem  Uebersetzer  Ishak  ben  Honein  zugeschrieben.'*)  Vgl.  auch  Chwol- 
sohn,  Ssabier  I,  556  und  zur  folgenden  Nummer. 

ad  7)  Archimedes  de  dimensione  circulu  In  der  Hehr.*  Bibliogr.  1864, 
S.  92,  Anm.  20  habe  ich,  ausser  einigen  Berichtigungen  bei  Wcnrich  und 
Chwolsohn^  auch  nachgewiesen,  dass  die  lateinische  Uebersetzung  des  Ge- 
rard von  Cremona,  kenntlich  durch  die   aus  arabischer  Entstellung  stam- 


35)  UeberdenComm.desEutocius  s.  aosführlichernnten  Anm.64«  —  Ergänzende 
Abhndl.Ton  Heitham,  Abu  Sahl  el-Kuhi  und  M  a  ha  ni  siehe  bei  WöpckezaOmar 
S.  91  u.  s.  w.  —  Mahani  blühte  um  854  —  66  (Ihn  Junis  bei  Caussin  und  Delambre 
p. 79ff.).  Zu  Wöpcke's  Anführungen  über  diesen  Autor  (Omar p. 2)  ist  nachzutragen: 
Gartz  p.  29,  §.  27,  wo  das  Richtige,  wahrend  die  irrthümlichen  Angaben  p.  10  u.  30 
allein  bei  Flügel,  Dissert.  p.  28  u.  59  angeführt  sind;  Wcnrich  p.  XXXIV;  Harn- 
mer  UI,  261,  No.  1155=V,  308,  No.  4055 1 
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mende  Nainensform:  ArchimcnideSy  Ersemides  u.  dergl.,")  wahrscheinlich 
noch  in  Handschriften  erhalten  sei.  Dahin  gehört  wohl  auch  die  Turiner 
Handschrift  1306  bei  Fabricius  IV,  188.  —  Ferner  bin  ich  durch  die  Libera- 
lität des  Fürsten  Boncompagni  und  die  Freundlichkeit  des  Herrn  Narducci 
in  den  Stand  gesetzt,  eine,  bisher  ganz  unbekannte  hebräische  lieber- 
Setzung  dieses  Schriftchens  (aus  dem  Arabischen)  nachzuweisen  und  zugleich 
ein  mehrfaches  Missvcrstandniss  aufzuklären.  Seit  BartoUocci  nämlich 
wurde  mehrfach  auf  eine  angeblich  unbekannte  Schrift  „die  Elemente"  des 
Archimedes  hingewiesen,  welche  sich  in  einer  hebräischen  Handschrift  des 
Vatican  erhalten  habe.  Zuletzt  hat  Libri  {HisL  I,  40)  hervorgehoben,  dass 
diese  Piece  nach  der  Beschreibung  Assemani's  nur  Bl.  422  des  Cod.  384  ein- 
nehme. Meiner  Bitte  um  Abschrift  dieses  Blattes  zu  genügen,  war  nicht 
loicht,  da  ein  solches  Blatt  in  diesem  Codex  —  gar  nicht  existirt!  Ich  er- 
hielt daher  Durchzeichnuugen  von  verschiedenen  Stellen  des  Codex ,  aus 
welchen  sich  Folgendes  ergab.  Bl.  385  beginnen  Bemerkungen  (oder  fort- 
laufender Commentar?)  eines  Anonymus  zum  XIII.  Tractat  des  Alma- 
gest,  von  Anfang  dieses  Tractates  angefangen.  Bl.  410  bis  411  verso  ent- 
hält eine  kleine  Abhandlung,  betitelt  Ikkar  ha-Jkkarim,  d.  h.  „Wurzel  der 
Wurzeln"  oder  „Grund  der  Grundregeln".  Es  hat  nämlich  Isak  Israeli  in 
seinem  (im  Jahre  1310  zu  Toledo  verfassten)  astronomischen  Werke:  „Fun- 
dament der  Welt",  im  I.  Tractat  (Kap.  2,  B1.13  der  Berliner  Ausgabe  1848) 
als  Grundlage  für  seine  wichtigsten  Lehrsätze  3  Grundregeln  über  die  Drei- 
ecke, welche  aus  dem  grossen. Bogen  einer  Kugel  gebildet  werden,  aufge- 
stellt, ohne  die  Begründung  zu  geben.  Der  anonyme  Verfasser  leitet  die- 
selben aus  der  2.  Figur  des  III.  Buches  des  Menelaus  ab,  von  welcher 
weiter  unten  zu  No.  10  die  Rede  sein  wird.  Den  Titel  dieses  Schriftchens 
hat  Bartolocci  offenbar  im  Auge  gehabt,  als  er  eine  Schrift  Ikkarim  (Grund- 
regeln) des  Archimedes  fingirte,  und  in  den  Index  des  Codex  selbst  die 
hebräische  Ueberschrift  setzte,  welche  Assemani  von  dort  wiederholt!  Das 
Schriftchen  des  Archimedes  auf  Bl.  411  hat  die  deutliche  Ueberschrift  Sefer 
Archimedes  bi-Meschihal  ha-Agula,  wörtlich  dem  arabischen  Titel  entsprechend : 
de  mensura  circuli. 

Neben  diesem  Titel  nennt  el-Kifti  (bei  Casiri  I,  383)  noch:  de  qttadra- 
iura  circuliy  wie  auch  Bradwardin,  Wenn  Casiri  zum  Titel  unsrer  Schrift  in 
Parenthese  setzt:  a  Pelro  della  Vale  laiine  reddilus,  so  ist  das  wohl  eine  Con- 
fusion  mit  dem  von  della  Valle  edirten  Werke  des  Ihn  Heitham  —  „Ithem" 
bei  Fabricius  IV,  174  —  5. 

ad  8)  Theodosias  De  habitadonibus ,  12  Figuren  auch  bei  ffagi  Khalfa  V, 
150,  No.  10485  und  in  der  Leydener  Handschrift  bei  Wenrich  p.  207;  Harless 
zu  Fabr,  IV,  22  notirt  diese  Handschrift  (513,  2,  nicht  3,  wie  bei  Wenrich) 
irrthtimlich  als  eine  hebräische  Uebersetzung  des  Costa  vom  Buche  über 


3Ö)  Z.  B.  Arckimenide  phUosopho  bei  Fibonacci,  Geometrie  p.  88.     Vergl.  zur 
psoadopigr.  Lit.  S.  32. 
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die  Sphäre!        ie  Iftteinische  Ueberset^ung  JesGcrard  (Boncompa^i  p- 
de  locis  hnbüß      bus)  enthält  n^ahrächoiiiliuli  der  oft  erwähnte  latelubche  Pa- 
riaer Codex  ii^^^  (No.  5)  Foh  2&*  ^^ 

ad  0)  Ai  ycoi  d€  üscensimihus.  Dass  Kifti  bei  Cmiri  p.  145  tind  (w<yM 
Bach  ihm)  om  Faradsch  III  Biichf*r  angeben,  bemerkt  Ilarkss  JV,  18,  aber 
nicht  WenricK  p.  208-  Vielleicht  war  ursprünglich  das  Bnch  der  Sphäre 
initverstandf^ü?  —  3(5  Figuren  haben  Hugi Khalfa  V,  112,  No,  10270  und  Uri, 
nätulich  15  +  21,  also  ist  wohl  37  im  Verzeichnisä  bei  NicoJl  Irrthtinu —  Dasa 
der  Lejdeoer  Catalog  ab  Uebereeta^er  Vosia  nenne,  bat  wohl  HarhsftlY^  18, 
aber  nicht  H  irich  und  selb&t  Chwolsohn  L  c-  I,  558^  No»  3  berücksichtigt, 
ebwoh]  le:       rer  jenen  Catalog  citiit* 

ad  10  .ilnpin«   A^  di^hu^  0t^      ffagi  k'kalfa  V»  bn,  No.  9025= p,  143, 

No,  104^1  in  -  n, 

ad  11;  A/iiti  i  Cod,  8Ö5  wohl   Irrthnm,    sielie 

Cod.  Ö75*  —  J  '  III«  '  die  engsten  Grenzen  dieaes  Ar- 

tikels hinan«5tu-iirriM-ii,   um   f  fusion   hinznweiöcu,    welche  sich. 

durch  alle  Bibliographen  hin«  u  leicht  nur  durch  Benutzung  eioer 

Handgchrifi  des  Kifti  volktft  ^  zn  bef  tigen  ist«  £a  wird  hierbei  eine 
genanere  Mrttheihing  de  jiri* 

In  den  AusÄÜgen  t  r  a^  o^u  «        der  Name  ^ylbJa^S  g^'sclme- 

ben,  das  ist  wörtlich  Jrij  '.-  aber  Caüin  subslituivt  mit  Kf'clit  Anstarcli, 
denn  die  Beinamen  Schämt  sa  Samt)  und  Ztifam  (Hea  Zeneni)  laasen  keinen 
Zweifel  übrig,  «lass  von  dem  Samier,  dem  Schüler  Zeno*s,  die  Hede  sei. 
Seine  Schriften  «ind: 

ö)  das  Bach ^aj^I  (el-D$chebr)^  was  Casiri  falsch:  Ariihmetica  über- 
setzt (und  so  anfgenommen  bei  Harless  zu  Fahricius  IV,  10). 
h)  o^sX^L  .s>JÜ\  {el-Kadr  w'el-Hodud)^  was  Casiri  übersetzt:  De 
magnitudinibtis  et  distantiis  Solis  et  Lunae,  Wörtlich  heisst  es  blos". 
„Buch  des  Maasses  und  der  Grenzen '^  Dieses  Bach  übersetzte 
nnd  commentirte  mit  mathematischen  Beweisen  Abu  7  fVefä  Muham- 
med  etc,  Buzdschani,  der  durch  Sedillot^s  vielbesprochene  For- 
schungen bekannte  Astrgnom,  der  hier  als  ^hasib  (calculatar)  be- 
zeichnet wird, 
c)     Ueber  die  Eintheilung  der  Zahlen. 

Wenrich  p.  209,  No.  85,  citirt  neben  der  Wiener  Handschrift  de»  Kifti 
auch  Casiri,  ohne  auf  den  Namen  des  Autors  und  die  Verschiedenheit  des 
Titels  sub  b)  za  achten;  ob  der  von  ihm  allein  mitgetheilte  arabische  Titel 
{Ketab  Dscheremi  etc)  im  Text  des  Kifti  stehe,  weiss  man  nicht;  er  ist  viel- 
leicht nur  aus  der  Uebersetznng  des  Costa  genommen.  Dieser  und  ein  ähn- 
licher Titel  erscheint  bei  Hagi  Khalfa  nicht  blos  für  ein  Werk  des  Aristarch 
(der  Name  wird  richtig  als  Composition  von  Aristo -archos  erklärt,  während 
Herbelot  daraus  Aristoxenos  macht),  wie  ich  schon  in  meiner  Ab- 
liandlung:     ,)Zur  pseudopigraphischcn  Literatar*^   (Berlin  1862,  S.  86)  be- 
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merkt.")  Den  Titel  von  a)  tibersetzt  Wenricb  (p,  210)  de  fractionum  ad  iniegri- 
Wem  reduclione. 

Unter  dem  Namen  Aristippus  Cyrenaens  führt  Wenr ich  (j^.  2^1) 
dieselben  2  Schriften  a)  und  c)  auf,  und  zwar  a)  tibersetzt  und  commentirt 
von  AbuM  Wefa  etc.,  mit  einziger  Berufung  auf  dieselbe  Seite  der  Wiener 
Handschrift  des  Kifti  I  AvS  Hagi  Khalfa  hat  er  an  beiden  Stellen  (wie  über- 
haupt nicht  selten)  keine  Rücksicht  genommen,  durch  welchen  er  jedenfalls 
auf  die  Identität  von  c)  gerathen  wäre. 

H.  Kh,  V,  136,  No.  10391  nennt  den  Verfasser  des  Buches  über  die  Ein- 
theilung  der  Zahlen  im  Texte  Flügel's  ^yiuh^S  {,jAnslifu$^')j  aber  Flü- 
gel, der  Arislippus  übersetzt,  bemerkt  im  Commentar  (VII,  856),  dass  die  Co- 
dices yrj*",  hiT  f  haben  und  beruft  sich  für  seine  Emendation  auf  Schmöl- 
ders,  JJocum,  phil.  p.  4,  wo  freilich  der  Philosoph  Aristipp  ebenfalls  irrthüm- 
lieh  mit  A  geschrieben  ist  —  das  Zusammenfliessen  der  Punkte  in  den  ara- 
bischen Handschriften  hat  bekanntlich  eine  Reihe  von  Varianten  von  f,  h 
und  k  n.  A.  auch  in  griechischen  Namen  veranlasst,  welche  den  Bibliogra- 
phen genug  zu  schaffen  gemacht.  Herbelot  (Ketab  Kesmet,  III,  69  der 
deutschen  Uebersetzung)  hat  sogar  hier  Arisficus  (!)  herausgebracht. 
Vielleicht  ist  auch  das  Buch  des  Aristoteles  de  numeris  {ff,  Kh.  V,  46, 
No.  9863,  Wenrich^.  159)  nur  ein  Missverständniss?  Schlimmer  steht  es 
um  die  beiden  andern  Bücher,  für  welche  H.  Kh.  einen  noch  anders  lauten- 
den Text  vor  sich  hatte ,  oder  auf  eigene  Faust  sich  etwas  zurecht  machte. 
V,  73,  No.  10043  unter  dem  Schlagwort  0>.J^^JI  vLä/  stellt  er  verschiedene 
Werke  zusammen,  —  Herbeloi  hielt  es  für  gerathen ,  diesen  ganzen  Artikel 
zu  übergehen— zuerst  ein  Werk  von  Aristoteles  (vgl.  Wenrich  p.  152 :  opoi), 
dann  das  Buch  der  (Definitionen)  und  Beschreibungen  des  Juden  Isak  ben 
Salomo,*^  und  des  Helal  u.  s.  w.,  dann  heisst  es:  „und  von  (mJuLamJ  dem 


37)  Auf  der  dort  erörterten  Trennung  and  Abbreviatur  beruht  anch  yielleicht  das 
Citat:  Thaies  oder  Ethor  bei  Wilhelm  von  Auvcrgne?  siehe  Jonrdain,  Untersu- 
chungen, deutsch  von  Stahr  S.  579. 

38)  Hier  fehlt  im  Arabischen,  oder  muss  hinzugedacht  werden:  we*UHodud,  Fltt* 
gel*8  Uebersetzunf^ :  de  notU  de/hiiiionum  ist  unrichtig.  Das  Buch  handelt  von  Defini- 
tionen und  Beschreibungen  (Husum),  also  Hb,  definiiionum  et  descripiionttm,  wie  am  Ende 
der  gedruckten  latein.  Uebersetzung  dos  Constantinns  Afric.  (s.meinen  Catalogiu  libror. 
hebr,  in  Bibt,  BodL  p.  1118,  vgl.  HaHrbrücker  I.  c.  8.  10).  Den  vollen  aber  umgestellten 
Titel  liest  man  in  dem  Verzcichniss  der  Uebersetznngen  Gerard^svonCremona 
(bei  Boncompagni  1.  c.  p.  0  in  der  Rubrik:  Defliica,  weil  der  Verfasser  ein  Arzt!):  de 
deMcriplione  rerum  et  difflnitionibus  earum  et  de  di/ferenlia.  Den  Namen  Gerard^s  ftthren 
unter  andern  die  Pariser  Handschriften  0443,  >>  und  die  ehemalige  St.  Kfc/or  208,  jetzt 
J45.  Allein  aus  den  Proben,  welche  mir  Herr  Eugene  Janin  auf  Veranlassung  des 
Fürsten  Boncompagni  abschrieb,  ergiebt  ««ich  eine,  von  Herrn  Janin  selbst  constatirte 
auffallende  Uebcreinstimmung  dieser  Uebersetzung  mit  der  des  Constantin !  —  Anch 
Glossen  über  Isak^s  medizini-cho  Schriften  werden  dem  Oerard  zugeschrieben,  deren 
Handschriften  noch  zu  untersuchen  sind. 
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GH<'clieiii  welches  ^<^ii»nnt  wird  Ueiah  el  G'ehr  (vg:!,  rlip  Varianten  VII,  S50), 

Uborsetifit  von  Jbni-fi'efa  u,  s.  w. ,  dem  Calcnlator/'')  df^r  Cß  eiiieii4irto  und 
erl^tit(>rte  n.  s.  w,  (wie  ohen).  Dftss  FlUgel  bei  einem  Bück  „der  De- 
finiiionen**  mir  an  Aristipp  daclüc,  int  wohl  hegreiflicl^  deunoch  kann  et 
keinom  Zweifel  nnterliegou,  das»  dit*  gaki^e  SipHo  aus  einer  iiber  dai  Buch 
des  Mftas(iC9  umd  der  Entferntingeu  von  Aiisturch  entstanden  ist!'**)  — 
In  Hammer  s  Litornturgnscliichte  der  Aralitvr  (V,  306,  313)  wird  zweimal  das 
VerÄt?ichuisa  der  Schriften  Ahu'l  Wefa's  gegeben,  ohne  auch  nnr  des 
Aristareli  «n  erwähnen.  In  der  DiswcrUtion  De  nrahicis  scriplor^  graecor. 
intrrprftibtis  (3fi$enae  1841,  P*31|  No.  öfl)  wit9Sto  auch  Ft&gd  noelj  nicUts  von 
ArisHpii. 

Ich  kann  die  Vermtithung  nicht  unterdrikken,  dass  auch  die  angebliche 
Algebra  des  Aristarch  anf  einf^ni  Seh  reihfehler  hcrnhe-  Wenri4*h  (p,  210) 
bemerkt,  dnss  man  dem  Hypsicies  ein  Buch  der  Körper  (*L^t)  und  der 
Dialan^en  (so  ist  der  Titel  wörtlich)  beilege/*)  vielleicht  uns  V^^rweehselung 


3 LI)  Icli  lese  niiiidtcb  &uch  biör  et-änrnb  ftir  ^-mtäiasihi  wil9  Ftiigrel :  rtitmmm  exaHor 
iiberaeUU  Im  Index  dtr  Autoren  (\TJ,  1215,  No,  tKJ50  a.  4K)5l|  zweifelt  Flügel  »n  der 
Identität  dieses  Abuluefu  mW  dein  bek^iiiuten  BuzdschAnl,  der  £,  13^  111,  ^Ü'^  als  ,^  Geo> 
nsetor  ^^  bezeiclinet  wird.  Dleaer  Zweifel  hat  wieder  nur  seinen  Grund  la  dem  auppo- 
nirteii  Inhalt  des  Buches. 

4r>)  „Äristones*'  (bei  Casiri  I,  381,  Wenricb  p.  107)  tat  nicht  ArUtarcht  ioii- 
dorn  Eratqathenes  (WQpcke  eu  Om«r  p,  XlII,  aichc  unten  Anm.  65),  welcher  ia 
(liT^ird';!  Uebcr^t^tÄimc:  des  Dschalur  Ihn  Aflah  (,,  Ge!icr*')  Arcuslanus  Leissl  iDe~ 
iambre,  hist.  .  .  moy.  äge  p.  182/.  In  Cod.  Sorb.  980,  Fol.  69,  Col.  2  liest  man:  Inditionan 
(Judidorim 7)  Ptolemei ad  Aristo nem  filiiim suum  Iiber. 

41)  Ein  Bach  der  Distanzen  und  Körper  von  Ahmed  ben  Abdallah  ..  dem 
Calculator  (et-Hasib)^  führt  Hngi  Khaf/aVj  30,  No.  9751  an.  Der  weitere  Name  darf 
weder  DscAins  noch  Khaues  {lll,  3(56,  VII,  738)  gelesen  werden,  sondern  Habasch, 
schwerlich  H  ob  e  i  s  c  h  (Diminutivform),  und  es  ist  der,  aus  den  Tafeln  des  Ihn  Junus 
(bei  Cttussin  und  Deiambre  l.  c.  p.  77,  83  ff.,  87,  97,  139)  bekannte  Verfasser  der  sog. 
yerificirten  Tafeln  unter  Maamun,  der  auch  kurzweg  Habasch,  auch  Merwezi,  Bag- 
dad i  genannt  wird,  bei  Casiri  I,  426,  432,  Hammer  Litgesch.  III,  200,  No.  1149  mit 
dem  Jahre  217  (832).  Diese  Tafeln  heissen  daher  bei  ff.  Kh.  HI,  564,  No.  6943  nicht 
Zidsh*hab8  („Hassis**;  bei  Herbeht  IV,  663,  deutsche  Ausg.)  el-hasebohj  wie  Flügel 
liest,  mit  der  Uebersetzung:  quibus  rationes  conlinentttr,  sondern  wohl  y,fffibasch*g,  des 
Calcnlators**.  Hieraus  ergiebt  sich  zunächst  die  Identität  der  3  im  Index  zu  ff.  K/u 
aufgeführten  Autoren  (VU,  1023,  No.  813,  818  u.  824).  Kein  andrer  ist  „  H  ab  es  ch" 
der  Berechner  von  Merw  u.  s.  w.  mit  dem  Jahr  180  H.  (796)  bei  Hammer  lU,  255, 
No.  1134  nach  el-Kifti,  Bailly,  Caussin  (d.  h.  Ihn  Junus)  und  Grässe,  Litgesch.  I,  509! 
Hier  wird  ein  Werk  über  den  Gebrauch  des  Astrolabs  zweimal  aufgeführt  (vgl.  ff.  Kh. 
III,  366).  Dies  führt  auf  weitere  Identificationen  und  den  Beinamen.  Die  Pariser 
Handschrift  suppl.  ap,  952,  30  (bei  Wöpcke,  Essai  p.  II)  enthält  die  Abhandlung  des 
Abu  Dscha'far  Ahmed  ben  Abdalla  über  das  flache  Astrolab  (almusattah,  nicht  a/- 
mubtdh,  wie  Wöpcke  liest  und  unerklärt  lässt).  Also  ist  identisch  Abu  Dscha'far  ben 
Ahmed  ben  Abdallah,  welcd  Habasch  bei  Casiri  I,  408  (der  wieder  falsch  de plam- 
sphaerio  übersetzt),  bei  Hammer  III,  267,  No.  1176  (. .  .  ben  Hobeisch)  als  verrnnthli» 
eher  Verwandter  von  "^o,  1 149!  —  Ob  auch  der  Verfasser  der  Arithmetik  in  der  hehr. 
Huüdachrift  des  Fatican  Z^  identisch  sei,  weid^  ic\i  aiv^wa^^i  «t*<Stl«a. 
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mit  Ai'istarcb.  Könnte  also  nicht  auch  yc^l  (namentlich  die  Variation 
yf\!llj  H,  Kh.  VII,  850)  ans  ^Ls>.y|  u.  s.  w.  entstanden  sein? 

ad  12)  HypsioleSy  anstatt  dessen  hat  Garlz  nach  Assemani:  Aesculap 
(Hermes  etc.),  wie  schon  Pusey  1,  c.  p.  541  bemerkt,  Wenrich  (p.  210)  tiber- 
geht den  raediceischen  Codex  zu  dieser  Stelle,  ffagi  Khatfa  Y  y  152,  No. 
10409  (vgl.  II,  p.  213,  No.  2496)  sagt  ausdrücklich,  dass  das  Buch  des  Hy- 
psicles  aus  3Praefationen  und  2  Figuren  bestehe,  was  die  Identität  mit  dem 
angeblichen  Aesculap  ausser  Zweifel  setzt.  Die  Namensentstellung  bei 
den  Arabern  hat  sich  auch  auf  lateinische  Quellen  verpflanzt;  denn  in  dem 
Verzeichniss  der  Uebersetzungen  Gerard^s  von  Cremona  (bei  Boncom- 
pagni  p.  5)  erscheint  ein  Liber  esculegij  traciaius  I,  offenbar  identisch 
mit  Liber  Esculei  de  asccnsiotiibus  in  dem  oben  erwähnten  Pariser  Codex 
(No.  3)  Bl.  22.  —  Die  Uebersetzung  des  Ishakben  Honein,  verbessert 
von  Thabit,  in  der  Pariser  Handschrift  Suppl.  952, **  bei  Wöpcke  (Essai 
etc.  p.  11)  ist  weder  Wenrich  noch  Chwolsohn  bekannt. 

ad  13)  Archimedes  Lemmata.  Dieses  Schriftchen  besitzen  wir  bekannt- 
lich in  mehren  lateinischen  Ausgaben,  denen  eine  arabische  Bearbeitung  zu 
Grunde  liegt  Ich  handle  darüber  ausführlich  in  meinem  3.  Brief  an  Bon- 
compagni,^)  zu  dessen  Besultaten  hier  nur  einige  auf  unser  Thema  bezüg- 
liche Bemerkungen  folgen/  Dass  der  Uebersetzer  Thabit  14  Figuren  hin- 
zugesetzt habe,  notirt  der  einzige  Bodl.  Codex  bei  Uri  895;  Wenrich  (p.  192) 
und  Chwolsohn  (Ssabier  I,  556).  Der  weitere  Bearbeiter  und  Glossator,  wel- 
cher überall  unter  seinem  halben  Ehrentitel  Almochtass  figurirt,  heisst 
Abu'l  Hasan  Ali  b.  Ahmed  el-Nasawi  oder  Nesewi,  d.  h.  aus  Nesa  und 
blühte  um  das  Jahr  1000.  Um  so  wichtiger  für  unser  Thema  sind  die  An« 
fangsworte  seiner  Vorbemerkung,  die  ich  hier  wörtlich  aus  dem  mir  von 
Herrn  Prof.  Lasinio  mitgetheilten  Original  übersetze:**) 

42)  Intomoa  Nasarvi  ed  Abu  Sohl  el-Kithi  Matematici  arabi Commentatori del  liber 
A^Kumptorum  attribuilo  ad  Archimede.  Lettern  Hl  di  M.  Steinschneider  a  D,  B,  Bon 
compagni,  4.  Roma  1804,  paginirt  23  —  37  als  Fortsetzung  der  ersten  beiden  Briefe 
(1803),  nämlich  Intorno  al  liber  Karastonitt  (enthält  ein  Specimen  des  unedirten 
Buches  von  Thabit  über  die  Handwage)  und  Intorno  al  libro  Saraceni  cuiusdam  de 
erii  stampato  nel  1549  etf  al  libro  tabule  Jähen  tradotto  da  Gherardo  Cremonese,  Einige 
Berichtigungen  zu  dem,  ohne  meine  Revision  gedruckten  3.  Briefe  werden  beim  4* 
Briefe  folgen.     Vgl.  auch  weiter  unten. 

43)  Nach  den  mediceischen  Handschriften  275  u.  286  (dass  die  Copie  in  Cod.  271 
nicht  bis  zu  diesem  Buche  reiche,  ist  schon  oben  bemerkt).  In  Bezug  auf  No.  275 
thcilt  mir  noch  Herr  Lasinio  mit,  dass  die  in  demselben  vorangehenden  3  Bücher 
(V— VII)  der  Kegelschnitte  des  Apollonius  von  Abraham  Ecchellensis  für  den 
Fürsten  Leopold  von  Toscana  abgeschrieben  sind.  In  einem  undatirten  lateinischen 
i^riefe  an  denselben,  welchen  Assemani  unbeachtet  gelassen,  bemerkt  Abraham,  dass 
er  den  Apollonius  aus  einem  alten,  zerrissenen,  fast  aller  diacritischen  Punkte  entbehr 
renden  und  daher  schwer  leserliclien  Codex  abgeschrieben  und  corrigirt  habe  ne  fncile 
menda  admittantur^  si  contingat  aliquando  eum  typiä  mandari  Arabicit,  ( Vergl . 
die  Vorrede  Abrahams  zur  lat.  Ausgabe.)  .  Von  dem  nachfolgendea  Bac.\\^  ^^%  ^x^ät^.- 
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,,  Es  Spricht  clf»r  vorzügliche  Gel elirtf*;  Diese  Äblinnflhing  wird  d«*m 
Arcliimedes  beigelpgt ;  in  ibr  sind  schöne.  Figaren,  gering  r\n  Zalil,  gross  an 
Kutsfien,  über  GnmdsütÄe  der  Getometrie,  im  höchsten  Grade  der  Vortreff- 
lichkett  und  Subtilitltt,  Er  haben  anch  dip  Neuem  d  ieselbe  zu  der 
GesanimtheitderniittlerenSchrifleTi  (Muiawfissatftt)  ^  e  x  Ä  li  1 1  (»VfAa- 
/ViAfl),  deren  Lecttire  swiachen  dem  Bnclie  des  Euclid  und  d  em 
A  Images  t  erforderlich  ist/*  Aus  dieser  Bemf^rknng  ^ — welche  bei 
Hagi  Khttlfa  V,  144,  Ko,  lü540  =  V,  351,  No,  U2Ü8  Und  V  ,  371,  No.  UZ^ 
(^Vn,B7Q)  ohne  Quelle  mitgettieih  ist  ^  \M%i  sieh  schliessen,  dass  die  Bestim- 
niung  dieser  ,, mittleren*'  Bücher  ziemlich  hoch  InnRiifragt,  w-Ährend  der 
lechnkcUe  Ausdruck  hier  noch  gewis^ermassen  von  der  D(^£nition  beglei- 
tet ist. 

Nasawi  bat  eitnge  Bemevkitiigeii  aiM  dem  Bi^be:  ,,  Avascbinfiekiing 
AesBiiches  Arcbimedes' von  den  Lemmatea**  aefaien  Notan  elngeaehaheti 
dessen  Autor  Abu  Sah!  el-Kiibi,  mit  elgentliekem  (persiscfaea)  Kamen 
Widachan  bea  Bnatemi  als  Aatranom  bekannt  ist«  Das  arabische 
Wort  fllt ,,  Anssebmfieknng^  ist,  wie  ieh  vnn  H(^vm  Larnnio  eifnhr,  in  der 
Absebrift  des  Abn  EeebeHensis  (Cod.  t75)  doreh  eine  Ltteke  beaeiebnet,  in 
CM*  285  nicht  mit  Pnnkten  Tersriien,  mnss  aber  Jedenfalls  Te2/£rt  geleeeiii' 
nnd  nicht  wie  bei  Eeebellensb  mit  y^atdmtt^mtU^^i  sondern  otfmHoms  Aber-« 
setst^werden ,  wie  ich  im  8.  Briefe  S«  H  am  JTa^  MMfm  V,  144  erwiesen« 
Der  Name  wird  anch  irrthttmticb  „  Wastam  '*  fes^bt^ieben  von  W6pcke  QSg* 
sai  dune  reslitulion  etc.  p,  6,  7  oder  in  den  Mdmoires  presenlis  T.  XIV,  p.  663 
bis  664),  nnd  sind  die  in  der  Handschr.  Suppl.  arab.  952,  No.  2  u.  8  enthal- 
tenen 2  Abhandlungen  die  in  meinem  Briefe  p.  33  nach  den  ungenauen 
Angaben  el-Kifti's  erwiihnten  No.  5,  7.  (Erst  kürzlich  habe  ich  von  der 
Notiz  Wöpcke's  über  Abu  Sahl,  in  einer  Note  zu  Omar  al-Khayami  p.  55, 
erfahren ,  nachdem  ich  ein  Exemplar  erworben  und  mit  Bequemlichkeit 
durchgehen  konnte.) 

Bei  Wenrich  (p.  106)  sind  noch  nachzutragen  die  Antworten  auf  Fra- 
gen über  die  Lemmata  von  Abu  Said  Ahmed  b.  Muhammed  ben  Abd 
el-Dschelil  el-Sidsckzi,  d.  h.  aus  Sidschistan  (nicht  Schadschri  oder  Sind- 
schart  u.  dgl.),  welcher  um  969 — 70  in  Schiraz  lebte.  Ich  gebe  hier  gleich, 
der  Kürze  halber,  den  vollen  Namen,  Vaterland  und  Zeit,  wie  sich  dieselben 
aus  der  interessanten  Handschrift  suppl.  arnh.  952  in  Paris  ergeben,  welche 
Ahmed  meist  selbst  geschrieben,  und  worin  vier  eigene  Abhandinngen,  näm- 
lich Nö.  10,  27  (an  AbuM  Hasan  Mohammed  u.  s.  w.,  ist  der  Vater?),  31  und 
46.  Das  Nähere  hat  Wöpcke  in  seinem  Essai  dune  restilution  etc.  angege- 
ben, nnd  Einiges  zu  Omar  al-Khayami  p.  117  veröffentlicht,  namentlich. aus 
Cod.  Leyden  1098,   wo  der  Name  im  Catalog:  Ahmed  ben  Ghalil  Sugiuraeus 


mcdes  6ndet  sich  in  diesem  Briefe  Nichts,  obwohl  er  auf  Bl.  66  —  77  von  derselben 
Hand  geschrieben  ist 
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laatet.  Eine  Analyse  jener  Antworten  gab  ans  der  Pariser  Handschr.  1104 
(von  Golius  herstammend)  S  e  d  i  1 1  o  t  {Notices  et  Exlr.  Bd.  XIII,  p.  126  if.  und 
Maleriaux  etc,  p.  401).  Nach  Labbens  erwähnt  diesen  Ahmed  schon  Morir 
iucla  (I,  374 — 5);  an  unrichtiger  Stelle  erscheint  er  bei  Hammer  (Litgesch. 
VI,  434).  Aus  der  Vergleichung  der  einzelnen  Stellen  bei  Hagi  Khalfa  er- 
giebt  sich  ferner  die  Identität  dreier  im  Index  getrennter  Autoren,  nämlich: 
Ahmed  ben  Abd  el-Jelil  p.  1023,  No.  827,  Abu  Said  Ahmed  ben  Mohammed 
p.  1205,  No.  7702  und  Sig'zi  p.  1230,  No.  8497  (vgl.  VII,  ^41).  Das  von  H.  Kh. 
V,  60,  No.  9957  =  1,  171,  No.  144  erwähnte  astronomisch-astrologische  Werk 
befindet  sich  in  dem  Bodl.  Codex  948  (bei  Uri  p.206),  mit  richtigem  Namen 
bis  auf  „Schadschari*^,  geschrieben  im  Jahre  1291;  aber  Pusey  (p.  003)  citirt 
wieder  aus  der  Handschrift  des  H,  Kh,  den  Autor:  Svhadschari  Moham- 
med ben  Abd  el-Wahid,  der  734  H.  (1333-^4)  gestorben  sein  soll! 
Vielleicht  ist  unser  „Ahmed  b.  Muhammed'^  der  Verfasser  der  Abhandlung 
über  den  Quadranten,  deren  hebräische  Uebersetzung  aus  der  Sammlung 
(No.349)  des  Karäers  Firkowitzsch  (siehe  Greiger's  wisscnscli.  Zeitschr.  f. 
jüd.  Theologie  Bd.  III,  1837,  S.  444,  No.  22*)  kürzlich  in  die  Petersburger 
Bibliothek  übergegangen.  Der  Uebersetzer  heisst  nicht  Mose  b.  Jehuda 
„Goli'S  wie  I.e.  gedruckt  ist,  sondern  „Galeno**  nach  einer,  durch  Herrn 
Prof.  Dorn  vermittelten  Mittheilung;  ich  vermuthe,  dass  es  Galiano  oder 
Galiago  heissen  solle,  da  ein  Mose  Galiago  auch  in  Cod.  Orat,  182  lynter 
Euclid  und  Autoljcus  und  in  Cod,  Orat,  172  als  Verfasser  (oder  Uebersetzer) 
einer  Geomantie  vorkommt  (vgl.  Mose  ben  Elia  Galino  in  meinem  Catal, 
libr,  hehr,  p.  929  nach  Corrig.).  Hingegen  ist  Ahmed  b.  Muhammed,  Verfas- 
ser des  Buches  de  augmentalione  et  dimimttione  im  Fihrist  (bei  Wöpcke,  Mem, 
sur  Ja  propag,  p.  181,  nicht  „Addition  und  Subtraction **,  wie  bei  Hammer, 
IV,  307,  No«  2404),  der  Zeitgenosse  des  Muhamed  b.  Mnsa  unter  Maamun, 
dessen  Einleitung  in  die  Astrologie  bei  ff»  Kh,  V,  473,  No.  11684  vorkommt. 
ad  14)  Menelans  —  bei  den  Arabern  und  den  aus  ihnen  schöpfenden 
Autoren  des  Mittelalters:  „Mileus^*  oder  latinisirt  „Milleius^*  u.  dergl.^) 
Selbst  unter  diesem  Autor,  dessen  Sphaerica  bekanntlich  sich  nicht  im  grie- 
chischen Original  erhalten  haben,  hat  es  Wenrich  (p.  210)  nicht  für  ange- 
messen gehalten,  der  aus  dem  Arabischen  stammenden  lateinischen  Ausga- 
ben auch  nur  mit  einem  Worte  Erwähnung  zu  thun  ,  namentlich  der  von 
Halley  (starb  1724)  ,jCoUatis  MSS.  Hebraeis  et  Jrabicis^^  veranstalteten,  welche 
Costard  1758  mit  einem  Titelblatt  versah,  und  Über  welche  man  Näheres  bei 
MontUcla  I,  291 ,  Fabricius  Harless  IV,  24  und  Chasles^  Gesch.  d.  Geometrie, 
deutsch  von  Sohncke,  S.  153,  das  Nähere  findet;^')    abgesehen  von  den  An- 


44)  Siehedie  Anführangen  inderHebr.  Bibliogr.  1864,  8.91;  vgl.  „Miliu8*< 
im  Buche  des  Dschabir  Ihn  Afla*h  (Cod.  Ashmol.  357  '*  bei  Black),  bei  Alpctragius  (De- 
lambre,  fiisi.  p.  173,  wo  das  Datum  845  nach  Nebukadnezar),  bei  Fibonacci,  Geometrie 
p.  197,  Z.  13. 

45)  Nicht  überflüssig  ist  es,  zu  bemerken,  dass  auf  demTW^WAiAX^v^^'^^'^^'^'i'^^- 
Zeiuchriri  r.  Mathematik  o.  Physik.  X,  6.  ^1. 
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gabt!D  über  die  astronomischen  Beobuchtnu^Pii  (vgl*  Eutji  hluilfa  TTT,  47f, 
Na  0475),  welche  Ih'inml/re  ihtsL  h  c,  p.  XLIII  —  IV)  auf  ihren  Werth  oder 
Unwertb  zurück  führt,  uud  von  dem  Werke  über  die  QnautiCat  g^emUchter 
Körper  u,  s.  w.,  dessen  Titel  Wc^nricU  (p*  311)  ungenau  wiedejgiebt,  ohne 
die,  an  eiutn  König' TL  im  tith  aus  (V?)  j^ffiicblete  llaiulschrift  bei  Casiri 
I^  p,  386  zu  eru^liiten,  welche  schon  ffttrkss  (zu  Fabr.  IV,  2A)  verafvicbiiet.**} 
—  Ich  bescbränke  mich  auf  wenige,  unsere  Sph&erica  betreffende  Bamer- 
knugen.  g 

Nach  /lagi  Ahafffi  I,  800,  Ko*  11 OO  redet  Menelaus  in  dienern  Buche  ©inon 
Konig  Basilides  W  Lnfht  (V)  an*  welclien  Flügel  {VII,  612)  sonst  nirgends 
gefunden  hat.  Sollte  hier  eine  Verweclj seiung  mit  Hypsicles  stattgefun- 
den haben»  welcher  in  seiner  Ei'gffnüung  des  Eucliil  (Bd,  XIV}  den  (Sohn?) 


fathn^ti  adfiitüt  (m.  Cotiard  xn  l(*a<?n  sind ;  daufl  es  iibcr  dieser  Ueabsidit igten  Vorredö 
nicht  besser  (?rgan(ren  üu  9^.hi  s^fhvini,  ah  der  flallfy's.  Ztvet  Kxetni>lare  der  Berliner 
Bibliothek  eiithjilten  keine  Bülcht%  und  aiicb  die  Bibluig-raphen  (Ebert,  Hniiict  bt'bwcl- 
ger)  geben  nor  die  1  li  äeitt-n  des  Tüxte«  ftn.  Ks  i»t  bedfiuerlieh,  iJasÄ  man  nuf  diese 
Webe  über  das  Verbältniss  der  verschiedenen  Quellen  nicht  g^enngend  unt^^irichtet  isl. 
Das  Wenige,  waa  ieh  in  dem  Jinche  selbst  über  die  oriontaiwellcn  Tejste  gefunrlcn,  be- 
sehriinkt  #ieh  auf  die  Angabe  der  verschiedeneu  Kl  n  theil  nng  ^u  Kitde  der  betreffen- 
den Prüposilionen  <p.  1&,  2^i,  *18^  51^,  (U,  64,  f>S),  wat  ich  hier  in  Klirre  zURaimnenfnÄae- 
Der  Araber  tbeilt  toi  h  Uuchu  die  14.  IV.  in  2,  die  18.  in  3  ,  die  30.  in  *i  (:=  HZ,  34)  — 
muai  also  im  Ganicn  39  ssiLhlen,  Üidlej  folgt  dem  Hebriier  (und  Maurolycua).  Im 
n.  IL  theilt  der  Ariilier  IV.U,  J,5  j-^  In  2,  die  tl.  in  "  (=(^-131.  die  7,  in  3(==  1  t  -  Ißj; 
hiernach  erhielte  mrn  22  für  13.  Ferner  hat  der  Hebräer  zu  II,  I  — 9  auch  die  Zäh- 
lung 36 —  44,  insofern  dieselben  nach  einijren  Codd.  noch  zu  Buch  I  gerechnet  werden. 
Dann  folgen  4  Theoremata  als  Anfang  des  II.  Buches,  die  aber  nur  eine  Recapitulation 
der  letzten  4  (5  —  9),  daher  Halley  ein  Scholion  daraus  macht.  Zu  den  15  Propp.  des 
des  III.  Buches  wird  keine  Differenz  angemerkt.  —  Für  Halley's  oder  seines  Helfers 
Kenntniss  des  HebriUschen  spricht  gerade  nicht  die  Uebersetzung  der  einzigen  zwei 
im  Texte  mitgetheilten  Titel:  III,  12, p.  101,  wird  (von  Menelaus  selbst?)  ein  ,,/i6er 
Propositiotium  sex  potius  Lemmat  um  Cyclicoruin,  uti  verba  videntur  reddenda*^ 
citirt;  aber  das  hehr.  r'^'^CpriH  rinorrt  würde  heis.sen:  der  ,, analogen  Figuren";  ver- 
muthlich  (»oll  es  rrm'pn  heissen,  also  Buch  der  bogen  artigen  Figuren.  HI,  15, 
p.  108  soll  das  Buch  des  Apollonius  den  Titel  bbllrt  ^^forte  de  Principiis  (!)  uni- 
versal ib  US**  haben;  es  ist  vielmehr  eine  gewöhnliche  Bezeichnung  für  „umfassende** 
Bücher,  und  bedeutet  wohl  hier  die  bekannten  Kegelschnitte  des  Apollonius! 

4())  Mit  diesem  öchriftchen  beginnt  Casiri  eine  Nummer  3  einer  nicht  näher  ange- 
gebenen Handschrift,  welche  zwischen  Cod.  955  und  950  eingeschaltet  ist,  ohne  dass 
Nummer  1  u.  '2  dieser  Handschrift  angegeben  wäre!  —  Casiri  theilt  die  Anfangsworte 
„o  König**  mit,  aber  nicbt  den  arabischen  Namen  des  Königs,  und  da  Casiri  bei  der 
Wiedergabe,  rcsp.  Deutung  arabischer  Namen  mitunter  sich  grosse  Freiheit  erlanbt 
(siehe  Anm.  05),  so  darf  man  nur  zunächst  an  dem,  sonst  meines  Wissens  in  arab.  Quel- 
len nicht  vorkommenden  Namen  Timolheus  zweifeln.  Ein  „König**  Themistius 
erscheint  in  dem  pseiido  -  aristotelischen  Ä^cre/i/;«*<fer<'/orMiii  Abschnitt  HI  der  liebr. 
Uebersetzung  als  abschreckendes  Beispiel  des  Sturzes  durch  Verschwörung,  während 
die  lateinische  Uebersetzung  fcap.  "2  de  cornit)  von  einem  Themistius  als  Eifinder  eines 
Instrumentes  für  das  Heer  spricht! 
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Basilides  anredet?*^)  Die  liebr.  Uebersetzung  rührt  von  dem  oben  erwähn* 
ten  Jakob  ben  Machir  her,  nicht  von  Mose  Tibbon,  welchen  Fahr icitts 
aus  Wolf  (^BibL  hebr,  I,  p.  133)  als  Uebersetzer  von  Theodosius  und  Me* 
nelans  anführt,  während  Wolf  diese  beiden  nur  als  Bestandtheile  der  Hand- 
schrift des  P^uclid  erwähnt.  Ich  habe  die  beiden  Oxforder  Handschriften 
(bei  Uri  431  u.  433)  vor  mehr  als  10  Jahren  flüchtig  angesehen.  Sie  begin- 
nen beide  mit  den  Definitionen  (wie  Halley),  die  erste  ist  nicht  vollständig, 
die  zweite  enthält  noch:  „  Worte  einiger  (oder  eines?)  Alten  über  das  Buch 
Mileus,  und  was  sie  ^er?)  gesagt  über  die  Figur  {secior/y^  (vgl.  unten  zu  10). 
Der  arabische  Uebersetzer  ist  mchiffonein  (wie  Uri  hebr.  Cod.  431,  433  und 
Wcnrich  p.  211  angeben),  sondern  dessen  Sohn  Ishak,  wie  schon  Gagnier 
bei  Wolf  III,  p.  082  richtig  mittheilt  und  Pitsey  p.  590  zu  I,  194  emendirt. 
(Ueber  den  angeblichen  Commentar  desMuhammcdb.  Dschabir,  siehe  weiter 
unten  §.  8  zu  Jö.)  Es  gab  jedoch  verschiedene  Ilesensionen,  die  sich  auch 
in  der  Zahl  der  Figuren  unterschieden.  Hagi  Khalfa  (1,300)  berichtet 
uns  nach  Nasir  ed-Din  Tusi,  dass  die  Recensionen^^)  entweder  drei  oder 
zwei  Bücher  zählen,  erstere  haben  entweder  im  I.  Buche  30  Figuren,  im 
letzten*^)  25,  im  mittleren  meist  24,  bei  AbuNa*srMen*sur  Ihn  Iralc^)  21 ;  oder 
im  I.  Buche  61,  im  II.  18,  im  III.  72.  Die  Kecensionen  von  II  Büchern  ent- 
halten 61  und  30,  und  kommen  auch  hier  Abweichungen  vor.  Im  Ganzen 
schwankt  die  Summe  "zwischen  85  bis  91,  Vergleiciit  man  hiermit  die  Zahl 
der  Figuren  in  den  beiden  Handschriften  bei  Uri,  so  finden  wir  in  Cod.  875 
II  Bücher  mit  60  und  30,  in  Cod.  805  III  Bücher  mit  30,  24,  25.  Nach  //.  Kh. 
1.  c.  hätte  Tusi"  sich  erst  mit  der  Recension  des  Ihn  Irak  beruhigt;  hat  er 
auch   die  Figurenzahl  angenommen?  —  Die  lateinische  Uebersetzung  des 


47)  Siehe  Nicoll,  Cuialogus  p.  257.  In  der  hebr.  Uebersetzung  heisst  Basilides 
Apsalides  (Hebr.  Bibliogr.  1558,  S.  105).  El-Kindi,  bei //ör/i  A7/rt//V/ 1,  381,  erzählt, 
dass  llypsicles  seine  2  Bücher  für  ,,  den/  König"  verfasst  habe,  anscheinend  für  densel- 
ben König,  welchem  Euclid,  der  Lehrer  des  Ilypsiclcs,  seine  Elemente  gewidmet  Laben 
soll. 

48)  In  Flügers  Uebersetzung  wird  diese  Angabe  durch  quae  in  specicUe  Beziehung 
znr  Recension  des  Abu  Na'sr  gesetzt,  was  mir  unrichtig  seh  int. 

40)  Für  we^l  mukhtar  (bei  Flügel :  ex  opinione  autcm  quae  praevahtU,  ei  viijmti  quinqite 
tantum  trihuuntur)  lese  ich  tveU mulaakhar^  d.  h.  posterior,  wodurch  der  Sinn  einfach 
und  klar  wird,  übereinstimmend  mit  Cod.  Uri  805. 

60)  Im  Index  Vir,  1184,No.  6805  identiticirt  ihn  Flügel  mit  Abu  Na  srMerfsur  ben 
Ali  ben  Irak,  dem  Verfasser  einer  Schrift  über  das  Astrolab,  und  unterlässt  vielleicht 
deswegen  die  Verweisung  auf  VII,  6 1 2,  wo  er  ihn  mit  dem  Theologen  . .  ben  Ahmed  (In- 
dex No.  68(>4)  combinirt  hatte.  Allein  diese  Verweisung  war  darum  nöthig,  weil  dort 
auch  auf  Nicoll  p.  600  verwiesen  ist,  wo  Abu  Nasr  ben  Iraf  als  Verfasser  dreier  Ab- 
handlungen über  das  Astrolab  in  Cod.  Uri  040,  3  =  913  vorkommt.  IWxVVenrivh  im 
Index  p.  XXVI II  ist  Abu  Na'sr  Men'sur  nachzutragen,  der  p.  2 1 1  auch  nach  dem  Leyde- 
ner  Catalog,  Cod.  1142,  genannt  wird,  wo  derselbe  als  „Emir"  bezeichnet  ist.  —Der 
Name  „ben  Irak"  kommt  übrigens  noch  bei  einem  Gelehrten  des  XVI.  Jahrh.  vor 
(AbuU  Hasan  Ali  u.  8.  w.  //.  Kh.  VII,  1086,  No.  3275). 


L 
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Gerard  von  Cremona  {Büncompagni  h  c,  p,  5  u,  63)  euthaltcn  vielleiclft* 
die  alten  HanclscIuifiCD  des  Mikus,  wie  st.  B*  Cotl,  Digbi,  Cod,  S.  Marco  184 
(bei  Bf)ncotnp  ni:  detk  venmfti  di  Pttiittne  di  TicoH  p,  36)  und  der  oft  er- 
wähote  Pariser  Iliodex  !at*  0^35  (No.  JO)  Bl.  32',  4&*,  48*  mit  dem  Titel;  Li- 
ber  Mihij  d*\figurü  $pericis,  Folgende,  aus  letzterem  von  Herrn  Janio  ci- 
tirten  Stelle d  mdgdu  ala  Beispiel  der,  wie  ee  aclieiiit,  wörtlichen  üeber- 
setznug^  dienen: 

Anfang:  Beclarärf  wöIö  qualittv  faciam  super  punetttm  da  tum  arcus  cir- 
CUÜ  magni  duti  iupra  mperßciem  spere,  artf/ulum  e^ualem  ^ijtguh  dato  quem  con- 
Uneani  duo  arcus  dnnrum  circtdorum  magtmrum  super  iUam  superßciefrt  nolam 
punctum  fc  ,, .  .  In  dem  crüteii  Bni^lie  werden  am  Hände  die  FropositioueD 
von  1  bis  XL  VI  gezU!iIt.     Der  AiUang  des  IL  Buches  lautet: 

Cum  fufrit  figura  trilüiern  dttorutn  mequaUum  crurtum  modo  fuerii  angulus 
qui  eni  nptid  captti  etus  rnnktr  rmguto  rrrtn  et  mm  ftnrii  hmjim  cru$  eius  mtims 
quuHa  cirndt  et  $cporantur  rx  unn  dtmrum  rmrium  diw  arcus  cqmdes  et  protra- 
huntur  ex  exiremitatibm  enrum  arem  ad  bnscm  eipropemuni  cum  ea  üuguH  equa* 
ies  tmgulü  quem  coutifiCt  tutus  nJitid  cum  bti»i  hmv  fpst  separabttnt  ex  hast  dito 
arcus  in  equaks  qfwmm  mahr  erit  Uk  qui  scqucinr  latus  quod  non  dividilur^ 
Quüd  si  duo  artus  qui  »cpurantur  rtmi  fuerint  srparati  nist  ex  maiare  duorum 
crurtum  Htnc  mtuor  areuum  fjut  ftndrahmttur  tum  agtjregabUur  cum  Mere  quod 
non  dkidHur,  crit  minor  dmtrum  rviiquorum  areuum  eorum  cum  ag^rcgabuniur^ 
et  si  dt/o  arcus  equa!eg  fwn  fuerint  separati  niai  ex  minore  duorum  areuum  eril 
arcus  minor  cum  laiere  quod  non  dividitur  maior  duorum  areuum  reliquorum, 
Sit  ergo  figura  eic. 

Dies  ist  offenbar  die  Kecapitnlation  von  Prep.  6 -*  9 ,  wovon  Halley 
spricht     Die  Propositionen  sind  hier  I  —  VI  gezählt. 

Das  IIL  Buch  beginnt:  Sint  in  super ficie  spere  duo  arcus  duorum  circu- 
Jorum  magnorum  supra  quos  sint  n.  e,  /.  n.  et  protraham  inter  eos  duos  arcus 
e.  t.  a.  /.  /.  m.  et  secent  se  super  punctum  t,  dico  quod  proportio  nadir  arcus  a.n. 
ad  nadir  arcus  e,  m.  est  eomposita  ex  proportione  n,  c.  ad  e,  m,  et  ex  proportione 
nadir  arcus  s,  t.  ad  nadir  ad  arcus  t,  l.  Et  ego  quidem  non  significo  cum  dico 
nadir  arcus  nisi  lineam  que  subtenditur  duplo  illius  arcus  secundum  quod  (U 
nie  arcus  minor  semicirculo.   Cuius  hec  est  demonstratio,  ponam  centrum  spere  etc. 

Die  Propositionen  sind  hier  auch  am  Rande  nicht  gezählt. 

Der  Ausdruck  „nadir  arcus ^^  heisst  wörtlich  das  dem  Bogen  Gegenüber- 
stehende, es  ist  derselbe  bekannte  für  Fusspunt  als  Gegensatz  des  Scheitel- 
punktes {Semt,  vulgo  Zenit),  daher  auch  der  hebr.  Uebersetzer  (siehe  Hai- 
ley  p.  82)  das  Wort  Ne'hochut  gewählt  hat,  welches  wörtlich  das  „Gegen- 
überstehende" heisst,  und  wohl  nicht  als  plural  {Ne^hochot:  die  Gegenüber- 
stehenden) zu  vocalisiren  ist.  Derselbe  Name  (No'hach)  dient  als  Bezeich- 
nun^r  des  Fusspunktea  im  Hebräischen.      Der  Araber  hat  (nach  Halley) 
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aheraW  Dscheib,  d.h.  sinus,^^)  Sollte  der  lateinische  Uebersetzer  eine  andere 
Lesart  vor  sich  gehabt,  oder  selbst  den  Ausdruck  sinus  noch  nicht  gekannt 
und  dafür  nadir  arcus  gesetzt  haben? 

Endlich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  ein  Schriftchen  in  9  Proposi- 
tionen über  sphärische  Trigonometrie  von  Abu'l  Welid  (vielleicht  A  v e r - 
roes),  dessen  Analyse  bei  Sedillot  (Materiaux  p.  416)  gegeben  ist,  als  Zu- 
satz zu  „den  Sphäricis**  (flkar)  für  das  Verständniss  des  Almagest  bezeich- 
net wird;  es  fragt  sich,  ob  nach  dem  Worte  „5pÄamca"  ein  bestimmter 
Name,  nämlich  Menelaus  oder  Theodos  ins  oder  A  u  toi  ycus  fehlt,  oder 
alle  drei  darunter  zu  verstehen  seien. 

ad  15)  Thabit  ben  Korra:  Data,  hat  36  Figuren  in  allen  Handschriften, 
deren  Cataloge  die  Figuren  angeben  (siehe  Wüstenfeld,  Gesch.  der  arab. 
Aerzte  S.  35,  No.  7);  Hagi  Khalfa  (V,  154,  No.  10514)  bemerkt,  dass  in  eini- 
gen nur  34  Fignren  vorkommen^  bei  Assemani  heisst  es:  in  alits  vero  exem- 
plaribus  30.  Dass  dieses  Schriftclien  wegen  seines  etwaigen  Verhältnisses 
zu  dem  gleichnamigen  Buch  des  Euclid  (oben  1)  Beachtung  verdiene,  hat 
schon  Chasles  (Gesch.  der  Geometrie,  deutsch  von  Sohncke  S.  579)  bemerkt. 
Nach  H,  Kh.  1.  c.  No.  10511  und  den  erwähnten  bodl.  und  mediceischen 
Handschriften  hat  Thabit  auch  die  Uebersetzung  der  Data  des  Euclid  von 
Ishak  ben  Honein  emendirt.**)  Chwolsohn  (1.  c.  I,  560)  erwähnt  die  Data 
des  Euclid  nicht  unter  den  von  Thabit  verbesserten  Uebersetzungen.  Es 
verdient  Beachtung,  dass  Hagi  Khalfa  für  die  öiöofiiva  des  Euclid,  wie  el- 
Kifti  (bei  Casiri  I,  342)  den  etymologisch  entsprechenden  arabischen  Titel 
Ma'atijjät  gebraucht  (11,213,  V,  I.e.,  No.  10511),  hingegen  hat  er  für  das  Werk 
des  Thabit  (an  beiden  Stellen)  den  Titel  Mefrudäi,  d.  h.  wörtlich  Über  defi- 
nitorum  oder  determinatorum.  Josef  Ihn  Aknin  (siehe  oben  §.  7)  sagt  aus- 
drücklich, dass  das  Buch  auch  diesen  letzteren  Titel  führe,  welchen  man 
auch  in  der  bodl.  Handschrift  (Uri  875,  14)  findet.  Hingegen  nennt  H,  KK 
(No.  10514)  bei  dem  Buche  des  Thabit  auch  unmittelbar  noch  Archime- 
des,  wie  schon  el-Kifti  (bei Casiri  I,  184),  und  daher  auch  Wenrich  (p.  194), 
der  hinzufügt:  nemini  velerttm  nominatus.  Sollte  hier  nur  eine  Verwechselung 
mit  Euclid  obwalten? 

ad  16)  Mohammed  ben  Hnsa.  Der  Titel  lautet  bei  Assemani  (und  daher 
bei  Gartz) :  Liber  de  sphera  in  piano  describendo,  Assemani  giebt  ausdrück- 
lich 18  Figuren  an.  Pusey  (p.  541)  hat  die  Sache  nicht  genau  angesehen, 
indem  er  bemerkt,  dass  Hagi  Khalfa  für  Archimedes  de  dimensione  circuli 
(welches  Assemani  zuletzt  nenne)  das  Buch  de  cogniiione  dimensionis  figu- 


61)  Ursprünglich  Dsckib  für  sanscrit.  Jiva  C h o r d e ;  s.  Munk  bei  Wöpcke,  Meau 
ntrlaprcpag.  p.  145. 

52)  Auch  hier  sagt  W  e  n  r  i  c  h  (p.  1 82,  Z.  2)  irrthümlich :  posterior  codictim  Mediceo- 
rum etc.  (was  den  mittleren,  nämlich  273  bezeichnen  soll  ?) ,  da  die  Recension  des  Tusi 
bereits  die  von  Thabit  verbesserte  benutzte. 
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um  [seii.  phnarnm  et  ^phäerieantm)**)  seUe*  welches  er  (mth  föee)  dem 
bh  bon  Ali,  dorn  Kuiden,  b(?ilt*ge;  da  vielmelir  diencü  Biicli  ortt^nbur 
iciciitiseh  ist  mit  dem  bet  Asitanmiii  gonanuti^n.  Dt^r  N«mt*  Musa  b.  Ali  Ist 
froilicli  eine  Variante  der  oxforder  nim<UcluIft  dos  Hugi  Kkalfiu  \n  Fliigers 
Ausgabe  (V,  eaa,  No.  12414)  lieüt  nmii  d<Mtlich  h1^  Vejrfiisser  dio  Söhnc^  des 
Mu«a:  Muh  am  med,  HiLsan  und  Abmud;  das  fJut^h  Itabe  lä  Figuren  utid 
gei  von  Tüii  emendirt;  wilriücb  dÄttäolbo  »utcr  diehCiüi  Titel,  jedoch  mit 
We^laii*sun^  des  Wortes s  cognitio  «ud  VoispUtUJg  vt>n  kiiaff  (Bucli)*  V,  150^ 
Ko,  lü^lSÜ'^J  Ja  diej^e  lotsfiter©  Stelle  ciürl  Puneif  selbst  (p.  ö03)  zu  dem 
von  Uli  unter  Codex  OßO^  8  (|>,  2Ö8)  erw!"njiit<-'U  Sehjiftcbeii,  wekbes  sich  auch 
dort  ftti  emige  det  mittleren  8clirifton  nnschliesjitt*^)  Jeilocli  hat  aucli 
hier  wieder  die  oxforder  Htt»d?*chrjft  des  Ifngi  Kbalfa  als  Autor 
einen  M us a  b en  M  u b am ni  e d  el -  L a b a  u i ,  g-nstorbpn  0f)2  IL  l  Nur  II,  213 
nennt  //.  /("A.,  auch  in  der  Jlatidscbrift  Pusey's^  keinen  Autor;  die  iu  Klam- 
mer geietzten  Worte ;  aacloribus  beni  Mume  sind  ein  Zusatz  FlügeVs, 

Khe  wir  die  Spuren  dieser,  ^wie  es  sebeiiit^  intereüsanteo  Abiiandlnng 
weiter  verfnlgeuj  wird  es  nöthig  sein,  ein  Wort  aber  die  Verfasser  ein- 
auscbalten.  Die  „drei  Brüder^*  (äiehe  weiter  unten),  Söhne  den  Mus  ^ 
ben  Schakir  (nicht  Scbabir),  haben  Pich  berühmt  gemacht  eowohl  durch 
ihroThoilufibmo  an  der  ersten  Gradmessnng  des  Meridians  unter  Ma'amuii, 
als  auch  durch  ein  Ijuch  über  Mechanik,*^)  welcbeä  der  bisher  nicht  naher 
nntersuciite  arab.  Cod.  Valic.  ZU  enthält.  Der  illteste,  Muhammed,  starb 
im  J,in!i:n  7^^  ""^J  ^trm  hr\t  diesen  Muhauiiiiei]  bcn  Miisa  \  K'lhiiHit  sehoii 
frühzeitig  confundirt  mit  dem  älteren,  in  neuester  Zeit  oft  erwähnten  Cho- 
fvarezmi  (Algorismi),  und  es  ist  daher  ein  Zweifel  entstanden,  welcher  von 
beiden   den  Beinamen  Abu  Abdallah   oder  Abu  Dscha'afar  führe. ^*)     Das 


53)  Ich  bediene  mich  hier  gleich  der  lateinischen  Uebersctisung  dieses  Titels,  da 
es  auf  den  arabischen  nicht  ankommt.  » 

54)  Herbelot  {Kctah  massahat  etc.  III,  77  der  deutschen  Ausgabe  1789)  stop- 
pelt den  Namen:  AbnMusa  Mohammed  ben  Hossain  zusammen. 

55)  Unter  anderem  auch:  über  die  Theilung  der  Figuren,  welche  Archimedes 
, . .  fiaxtov  (?)  nannte;  das  Wort  lässt  Pusey  unentriltliselt;  die  Schrift  fehlt  bei  W  en- 
rich  p.  194. 

56)  Hagi  Hhalfa  übergeht  dieses  Werk  nur  unter  dem  Schlagwort  (H am  m  e  r ,  1.  c. 
IV,  309),  aber  er  nennt  es  als  Hauptvertreter  der  Wissenschaft  der  pneumatischen  In- 
strumente (I,  401,  No.  1126),  ebenso  Ibn  Aknin  (oben  S.  405)  undMaimonides,  vielleicht 
schon  Abraham  bar  Chijja  (oben  S.  4Ö(^). 

57)  So  (genau)  bei  Wüstenfeld,  Gesch.  der  arab.  Aerzte  S.  20,  Anm.66. 

58)  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  S.  IT;'.  Der  unsre  heisst  irrthümlich  Abu  Abdallah  bei 
Wüstenfeld  1.  c,  siehe  im  Brief  Thabit's  bei  Delamhre^  //isL  de  Cuslr.  dumoyen  äge 
p,  81 :  Ahoujafar  ebn  Moussa  ebn  Shoker,  Neuerdings  wurde  er  confundirt  mit  dem  Cho- 
waresmi  bei  C  h  w  o  1  s  o  h  n ,  die  Ssabier  I,  483  (488,  548) ,  wo  auf  Reinaud's  Einleitnng 
zu  Abulfeda  p.  45  verwiesen  wird,  der  von  dem  Chowarezmier  bandelt.  Ein  Abu  Abdal- 
lah Mnhammed  ben  AhmedKatib  (Secretair)  el-Khowarezmi,  in  der  zweiten  Hälfte 
des  X.  Jahrb.,  verfasste  eine Encjrklopädxe  der  Wissenschaften  (siehe  Chwolsohn  I, 
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Verzeicliniss  der  12  Schriftei^  der  drei  Brüder,  welches  el-Kifti  (bei  Casiri 
I,  418)  mittheilt,  nennt  fast  überall  denjenigen  unter  ihnen,  der  als  Verfasser 
anzusehen  ist;  in  dieser  Beziehung  gicbt  Casiri  den  arabischen  l'ext  ge- 
nauer wieder  als  Hammer  (IV,  309).  Zu  dem  ersten  Buche  Über  „/{araston^*^ 
d.  h.  die  Handwaage  (wie  ich  im  ersten  Briefe  an  Boncompagni  nachgewie- 
sen) ist  kein  Name  genannt.  Als  6.  lesen  wir  bei  Casiri:  De  Figura  Gco- 
melrica  a  Galeno  {forte  Herone)  dcmonslrala.  Hammer  lässt  die  Conjectur 
Casiri's  weg,  ohne  an  den  Namen  Galen  Anstoss  zu  nehmen.     Nun  berich- 


483,  II ,  f>00 ,  744 ,  fehlt  im  Index  S.  849 ;  /Jfrgi  Khalfa  VII ,  1150 ,  No.  5649).  —  In  F I  ü  - 
gcTs  Index  zw  Hugi  Khalfa  erscheinen  die  drei  Brüder  an  fünf  Stellen  ohne  gegenseitige 
Verweisung,  inimWch  BeniShnkirWX^  1057,  No.  2174;  Ahmed  ben  Musa  ben  Shakir  p. 
1 027,  No.  002  =  Ahmed  ben  Shakir  p.  1028,  No.  1017;  Hasan  ben  Mtisa  ben  Shakir  p.  1083, 
^o.^Xb^VLix^  Mohammed  ben  Musa  ^,  1 100,  No.  (5030fwo  nicht  alle  Stellen  angegeben 
sind).  In  Wenrich's  index  ist  p.  XXXIV  Muh.  b.  Musa  zu  streichen  und  auf  Abu 
Dschafar  p.  XXVI  zu  verweisen,  p.  201  u.  244  hinzuzusetzen.  —  Auch  eine  weiterge- 
hende Conjectur  mag  hier  möglichst  kurz  erledigt  werden.  Ein  Bearbeiter  des  X.  Bu- 
ches des  Euclid  und  Verfasser  von  Schriften  über  astronomische  Instrumente  u.  dgl., 
Abu  Dscha'afar  el  Khazin  (d.h.  Bibliothekar  oder  Schatzmeister)  wird  genannt 
von  el-Kifti  bei  Casiri  I,  408;  vergl.  Gartz  p.  16  mit  p.  IO,Anm.  17,  N  icoll  p.  262,  541, 
W  e  n  r  i  c  h  p.  187 ;  Hagi  Khalfa  VII,  1 1 09,  No.  4 1 37,  wo  auch  die  Form  „al-Khazini" ;  vgl. 
Wöpcke  zu  Omar  el-Khayami  p.  103,  auf  welchen  auch  Flügel  im  Comm.  VII,  696  ver- 
weist. Das  Zeitalter  dieses  Autors  ist  nirgends  näher  untersucht;  Hammer  Litgesch. 
III,  v64,No.  1 163  (nachKifti,  ohne  Casiri  zu  citiren)  liisstihn  im  J.  218.  H.  blühen,  hinge- 
gen Litgesch.  VI,  429  (wo  der  arab.  Name  falsch  Chasin  mit  langem  i  und  kurzem  a)  lilsst 
er  ihn  um  468  (1075)  sterben!  Seine  Quellen  sind  hier  Casiri  und  Sedillot's  Einlei- 
tung zu  Olug  Beg  p.  LXXXVIII  u.  CLIII,  wo  die  Jahreszahl  mit  beigesetztem  Frage-» 
zeichen  in  der  That  unbegründet  ist.  Ich  glaube  aber  ein  zwischen  beiden  Daten 
liegendes  Zeitalter  dieses  Autors  aus  einer  bisher  unbeachteten  Stelle  beweisen  zu 
können.  Nach  Kifti  (bei  Casiri  1 ,  244,  247)  verfasst  Abu  Zeid  el-Balkhi  Etwas 
über  das  Buch  von  dem  Himmel  und  der  Welt  (so  heisstbei  den  Arabern  das  Buch  niQi 
noOfJLov)  des  Aristoteles  für  Abu  Dscha'afar  ul  -  Khazin  (letzteres  lilsst  Wenrich  p.  173 
weg).  AbuZeid  Ahmed  b.  Sah  1  aus  Balkh  starb,  nach  den  verschiedenen  Angaben 
bei  //agi  Khalfa  (zusammengestellt  bei  Flügel  VII,  641),  zwischen  322  und  355  H. ;  die 
Hauptlesart  scheint  340  (951—2).  Diesen  Autor  nennt  Wüstenfeld  in  seinem  Ver- 
zeichniss  arab.  Geographen  (Zeitschr.  f.  vergl.  Erdkunde  I,  1842,  S.  30,  No.  25)  und 
Hammer  (IV,  283,  No.  2372)  unter  den  Philosophen  mit  dem  ungefähren  Jahre 
280  (898),  und  als  32.  Werk;  „Die  Auslegung  des  Buches:  die  Gestalten  (für:  For- 
men?) des  Himmels  und  der  Welt,  von  Ebu'l  Dschafar,  dem  Schatzmeister."  Die 
Quelle  anzugeben  hat  H.  vergessen.  Ferner  erscheint  derselbe  Ahmed  (Abu  Zeid) 
u.  s.  w.  bei  Hammer  V,  326,  No.  4001  unter  den  Geographen  zwischen  Autoren  der 
Jahre  945  —  948;  als  Quelle  wird  das  Buch  Fihrist  angegeben,  —  welches  im  Jahre 
987  —  8  verfasst  ist.  Hiernach  hat  Abu  Dscha'fer  wohl  gegen  Ende  des  IX.  oder  im 
X.  Jahrhundert  gelebt,  und  kann  nicht  identisch  sein  mit  „Muhammed  b.  Muaa 
dem  Bibliothekar  des  Khalifen  Ma'mun"  (letzterer  starb  834),  wie  Flügel  {H,  ATA.  VII, 
942)  vermuthet;  dieser  Bibliothekar  war  nämlich  der  Chowarezmier  (vgl.  Hammer  III, 
263,  No.  1158),  während  es  von  dem  Perser  Abu  Dscha'fer  ausdrücklich  heisst,  dass 
er  mehr  seinem  Vornamen,  als  seinem  Namen  nach  bekannt  gewesen  (Wöpcke,  zu 
Onuur,  p.  3,  wohl  nach  Kifti;  vgl.  Hammer  III,  264). 
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ewiir  Honein  (bei  Wenrich  p*  250)  ganz  nuiBtändlich^  wie  ,,  Abu  Dscha'- 
abamm^d       n  Mufii''  die  CciiniDentare  de»  Galen  ztim  Buch  der  E^>i- 
i  h      fjc^ 'fttcs  iti  übprsc^tzeu  (od«t  tibersetzüii    zu   ]aä±;en?)    angs- 

re»,  Tind  u        onein  im  Jahre  873  starb,  und  aiisilrücklicJL  (bei  WeiiricU 
als  Ueber     Uer    für    iinsPFen  Muhaium*^d  hcn  Musa  hpzeicbnet  wird; 
iti  ntir  von    ieaem  die  Rede  seioT  dem  aUü  auch  die  Uebersetzung  der 
Q  H  Bücher  von  Galcn^A  de  methodü  medendi  bei  Kifti  (Wenrich  p*  241) 
i-     Auffallend  genug   hat  weder  VVtUtenfeld   nocli  Haminpr,   welche 
G^Achicbte  der  arabischen  Amte  des  Ibn  Abi  O'seihia  benuUten, 
ts  hieri!         veruieikL     Jedenfalls   wird    bei   einer   gi^ometri  sc  h  «n 
julen"  All  denkten  «eirii  noch  an  das  sehr  aniihnlifhe  Wort 
L  .  ,,  Jrao'\  wird  freilich  ron  dem  Beni  Muaa  cilirf),  sondern 

n, —  ,     iscbslinus**  isi  woUI  ans  Apoll on aus  (dessen  Vnnivn  Mn- 
j         iDu  commentirte)    oder  Menelaus   verstümmelt;   im   letzteren  Fall© 
■  an  die  Fi^^ur  iector  sta  denken  (siehe  weiter    unten),  —  Als  U,  Werk* 
t  el- Kifti  (ohne  besoadcr^ii  Antr>riiamen)r  dt  Sphatme  dimensione.,  wie 
i  richtig   Übersetzt,   nicht    ,»Biich   des   Haiimes   der  Erdkugel*',    wio 
sr.    Dieser  Titel  dürfte  abgekürzt  sein  aus  dem  unaeres  Schriftcbena 
«e.  ^^^ffi^nsiont  ßgnrarum  r/c,  %u  wclchein  wir  nach   dieser  schein harea  Ab- 
schweifung zurückkehren. 

Auf  lateinische  Handschrifien ,  welche  die  ^erha  filiorum  Mo^si  fi- 
lii  Sahir  enthalten,  hat  ChÄsles  wiederholt  hingewiesen;  <Hc  Stellen  sind 
WjedergPgebf'ti  ln'I  noneoiDpagni,  [h'llff  vxht  r  drUi'  ujK'rc  di  Leonat'do  Pisano 
e/c,  Rom  1852,p.01-C4,  nndin  desselben  Schrift  über  Ger  ard  vonCremoaa 
p.  64,  wo  die  Idenditüt  dieser  geometrischen  Schrift  mit  dem  Liber  irium 
fralrum  iractatus  I.  im  Verzeichniss  der  Uebersetzungen  Gerard*8  mit  Recht 
vermuthet  wird.  Doch  wird  es  nicht  tiberflüssig  sein,  die  betreffende 
Schrift  genauer  zn  prcHcisiren  und  gelegentlich  über  einige,  sich  fast  überall 
anschliessende  Abhandlungen  Auskunft  zu  geben,  wobei  ich  verschiedene 
Durchzeichnnngen  von  Handschriften  benutze,  welche  ich  der  Liberalität 
des  Fürsten  Boncompagni  verdanke.  ^ 

Die  üeberschrift  verba  filiorum  Moysi  filii  Sahir,  id  est  Maumeli,  Ameti, 
Asathl  oder  Afath  (in  Cod.  9335  richtig  Hasen)  darf,  wie  ich  glaube,  nur  auf 
den  unmittelbar  folgenden : 

Traciatus  de  mensuralione  superficierum  et  solidorum  in  primis  autem 
circuli  el  sphaerae 
bezogen  werden,  weicher  mit  den  Worten  beginnt:  Propterea   quod  vidimus 
quod  conveniens  est  necessitas  scientiae  mensurae  figurarum,  und  endet:    Qui 
vocet  ul  sciatur  demonstratio  super  operalioncm  eitis,     Completus  est  liber  etc. 

Man  vergleiche  mit  diesem  Titel  den  einer  Abhandlung  von  Thabit, 
welchen  Casiri  (I,  387,  Sp.  l)  übersetzt :  de  dimensione  Pianorum  omnium  ei 
Solidorum  etc.,  Hammer  (IV,  349,  No.  16):  von  der  Messung  der  Flächen  und 
Körper  in  der  Natur  u.  s.  w.  (!)  j  nach  dem  arab.  Texte  (bei  Casiri  I,  390,  Z.9) 
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'wörtlich:  Ueber  das  Maass  der  flachen  Figuren  und  der  andern  einfachen 
(Flächen)  und  der  körperlichen  Figuren,  und  über  die  Natur  der  Sterne  und 
ihren  Einfluss  (Letzteres  halte  ich  für  ein  besonderes  Werk).  —  Einen  glei- 
chen Titel  führt  eine  geometrische  Abhandlung  eines  Said  in  der  Hand- 
schrift des  Catalogus  Manuscr,  Angliae  II,  393,  No.  9260,  5 :  de  scientia  figurarum 
supcrficialium  et  corporearum,  wenn  diese  Ueberschrift  nicht  aus  dem  Anfange 
entnommen  ist,  den  ich,  nebst  dem  Ende,  aus  der  Pariser  Handschrift  9335 
(Bl.  125  verso  Spalte  1)  in  der  Anmerkung  mittheile.  *^)  Ich  habe  früher  in 
dem  Namen  Said  „Ahuochmi**  den  Namen  Ihn  Ahmed  vermuthet  (ü.  M. 
Zeitschr.  XVIII,  168),  aber  die  Lesart  ^6t/o/ Amt  zu  Anfang  des  Pariser 
Cod.  bringt  mich  auf  die  Vermuthnng,  dass  hier  Abu  Othman  Satd  ben 
Jakub  der  Damascener  gemeint  sei,  von  welchem  sich  u.  A.  die  Ueber- 
setzung  des  Coromentars  des  Valens  über  das  X.  Buch  des  Euclid  erhal- 
ten hat,  und  zwar  auch  in  einer  lateinischen  Uebersetzung.*^) 

In  allen  3  pariser  Handschriften  folgt  auf  die  Abhandlung  der  drei 
Brüder  ein  kleiner ,  in  den  Catalogen  und  auch  bei  Libri  übergangener 
Anhang,  dessen  eigentliche  Ueberschrift  ich  hier  zuerst  aus  Cod.  9335  (Blatt 
03  verso  Spalte  1,  Zeile  16)  mittheile : 

hie  modus  est  sufficiens  in  arte  heptagoni  cadentis  in  circulo. 


59)  Anfang:  ScioM  qvod  Mcientia  figurarum  Buperficialium  et  eorporea* 
rum  ext  ttf  nonca»  quid  in  flgttra  cuius  urea  queritur  ex  quaniilate  nota  in  qua  conueneruni 
contineatur,  videlicet  in  figttra  super ficiali  quantum  continetur  ex  ittperficie  quitdrata  equila- 
tera  et  orthogonia  in  omni  parte  cubitus  aut  atia  quaniitae  in  qua  eonoenerunt  orthogonia  vero 
eMt  que  non  est  cum  declinntione  etc.  Ende  (BI.  126,  Spalte  I) :  Pars  autem  secunda  duarum 
pnmarufk  partium  que  est  habentium  tantum  duo  fatera  equidMantia  dioidimtur  in  duas  partes 
sdlicet  in  quadratum  Habens  duo  Intera  equalia  quod  est  quadraiwn  lati  capitis  equaie  et  in  qua- 
dratum  diversorum  iaterum  quod  est  quadratum  angusli  lati  capitis  diversum.  Intettige.  Omnis 
preterea  flgure  quadritatere  tria  quelibet  iatera  cum  eoniunguntur  sunt  reliquo  tongius, 
Hee  ergo  sunt  ea  que  in  omni  contingunt  trirmguh  quadrato,  —  Dieses  Schriftchen  hat  also 
nichts  gemein  mit  der  anonymen  (ins  Hebräische  übersetzten)  Ausführung  der  Algebra 
des  Muhammed  ben  Musa. 

60)  Die  Pariser  Handschrift,  in  welcher  Chasles  den  Namen  Yrinins  ({^ 
Iran,  H  e  r  o ,  oben  Anm.  22)  gefunden  zu  haben  glaubte ,  anthllt  offenbar  ein  Fragment 
dieses,  Ton  WÖpeka  (Essai  d'une  restit.)  luarst  bekannt  gemachten  Commantars!  (Siehe 
Hebr.  Bibliogr.  1862,  S.  92,  Anm.  10).  Die  verschiedenen  Versionen  über  Abu 
Othman^s  Uebersetzung  von  Büchern  des  Euclid  hat  schon  Gartz  1.  c.  p.  17  gesam- 
melt,—  die  Berichte  über  Euclid  lauten  überhaupt  verschieden,  siehe  z.  B.  D.  M. 
Zeitschr.  XVII,  243.  Euclid  wird  nnter  Abu  Said  übergangen  nicht  blos  bei  Wüsten- 
feld, Gesch.  der  arab.  Aerzte  S.  20,  §.  48,  sondern  selbst  bei  Flügel,  Dissert.  1.  e. 
p.l9No.37.  Ueber  andre  Schriften  oder  Uebersetzungen  siehe  Wenrichp.  XXVIII; 
HagiKhalfa  VII,  1195,  No.  7203 ;  über  die  Theologie  vgl.  Steinschneider,  Zar 
pseudepigr.  Lit.  S.  11  n.  Hebr.  Bibliogr.  1863,  S.  107;  vgl.  Catal,  libror,  hebr.  p.  1121. 
Hammer,  Litgosch.  III,  272,  No.  1100  versetzt  ihn  ins  Jahr  768,  dagegen  IV,  379, 
Ko.  2493  um  941,  da  er  schon  302  H.  s  914  von  Ali  ben  Isa  dem  Spital  vot%<^%^\AX^>xL^^. 
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Diese  Piecc  beginnt?  Sit  etg&  cireutuB  a  b.  rf,  f>i  cfituitu  emtri  g,  und  en- 
det; Ri  iilud  €Si  i^Uitd  df^ciarare  mUumnjt,*^^) 

llierattff*  ;t  eine  Abhandlung  de  p ropor Hone  ei  propo riiona lifuir ^  deren 
Verfasser  in  Cud,  7235  Ä.  ti.  Mazarlii  l"2öÖ  Arn  et  filins  Moysie  lieittsL 
UiPinach  wäre  an  den  einen  der  obigen  3  lirüder  zn  denken,  weichet  bei 
Ibn  Junns  {DelQmltrt^  Mut  de  taslr,  du  mof/cn  tlge  p,  80,  Anno  051 — 2,  n,  p,  99} 
den  BeinÄinen  AbiiM  Kasim  führt.  Es  ist  aber  sehr  wohl  möglich  und 
mir  wabrächeinltub,  dttssgerade  die  Verbindung  mit  obigev  Schrift  des  gelehr- 
ten Triumvirats  den  Zusatz  fiiim  3ftii/sh  yeranlaBst  hat.  Es  findet  skb  nlitn- 
lieb  diesf^lbeAVibandiung  in  drei  anderen  Handschriften,  und  zwar  In  Florenz, 
im  Klf»sler  St.  Marco  Cüd  184/^)  iu  der  Bodleinnft,  Cod.  Ashinol.  No.  357,** 
(p,  2G0  in  Biack's  Catalog  die&ei  Öammlnng,  oder  CaiaK  MSS.  Jngliae  I,  316, 
Ku*  (J(3J4)  und  in  dem  oft  erwTthnten  Parieer  0Ä35,  Bl,  64,  Sp*  2,  In  diesen 
3  ilaudücbrifteu  heii^st  der  Verfftsscr  Äniet  filiua  Josephi,  Unter  dem 
l^amcn  Abuiafar  Amet  fiK  Joaephi  findet  sich  eine  Episiola  de  arcubus 
avmlihm  in  der  Pariü(*r  Handi,cbrtft  Ö335,  BL  30,  Spalte  1  hh  Bb  31  verso 
Spalte  2j  über  welche  ich  noch  nichts  Nlibercs  angeben  kann^  aber  jeden- 
falls tst  sie  identisch  mit  dem  ohne  AntornJimen  im  VorÄeicbniiäs  der  Ueber- 
*etznngen  G  erard*a  ans  Crcmona  (als  7.)  angeführten  ;  libtr  de  arcubus 
smilibus  tracSatm  L  (wohl  auch  sonst  anonym  in  Handschriften  zn  finden), 
so  wie  die  andere  Abhandlung  in  demselben  Versseicbniss  hinter  dem  Liber 
tnnm  frulrum  als  Liber  ameit  de  proporiione  ei  propürtiannlitale  truciaius  I  et- 
scbc'uit;  ver^b  auch  eins  dem  Verzeicbnisa  voraugi.'btMHlr'  Encominm  (bei 
Boncomp.  p.  4),  wo  es  heisst:  El  sie  de  ulroque,  de  scicnlia  videlicet  et  ydio- 
maie  confisus,  quemadmodum  harnet us  in  epislola  stta  de  proporlione  et propor- 
tionaUtaie  refert  (opportel  td  interpres,  preler  excellefdiam  quam  adeptus  est 
ex  nolilia  lingue  de  qua  et  in  qua  [lies  quam,  das  Facsimile  hat  das  Nasalzei- 
chen] arlis  quam  transfert  scientiam  habeal)  etc.  Die  Person  des  Ahmed  ist 
an  beiden  Stellen  nicht  durch  den  Namen  des  Vaters  näher  bestimmt;  ich 
komme  darauf  zurück,  nachdem  ich  noch  über  diese  Schrift  Einiges  heran- 
gebracht. 

Der  Anfang  derselben  stimmt  gegenseitig  in  den  näher  beschriebenen 
Handschriften ,  und  wohl  auch  in  allen  übrigen.  Sie  beginnt  nämlich  mit 
einem  Prohgus,  der  auf  Euclid  Bezug  nimmt.*')     Das  Ende  dieses  Prologs 


^ 


61)  Boncompagni,  della  vita  etc,  di  Leonardi  p.  65.  In  der  Beschreibung  des 
Cod.  Mazarin  1256,  das.  p.  64,  werden  als  Scblnssworte  dieser  Abhandhing  irrthüralich 
diejenigen  angegeben,  welche  den  Prolog  des  Ahmed  in  der  gleich  zu  nennenden  Abh. 
de  propüi'thne  etc.  beschliessen. 

62)  Dies  ersah  ich  zunächst  aus  der  Beschreibung  dieser  Handschrift  bei  Bon- 
comp a  g  n  i ,  delie  versione  falte  da  Piatone  Tibwtino,  p.  35. 

63)  Ich  gebe  hier  den  Anfang  des  Prologs,  den  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit 
▼ollständig  mittheile,  nach  der  Florentiner  Handschrift  BI.  90  uud  den  3  Pariser  Hand- 
schriften, unter  welchen  9335  allein  correct  ist:  Jam  respondi  tibi  ut  scias  qugdqtrisi- 
vü/t  de  cattsa  geometrice  propartionis  et  eius  essentie  et  proportionatitatis  et   casuwm 
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lautet :  et  ne  exdmet  (exislimel)  quod  per  eam  possU  pervenire  ad  aliquam  rem 
{quam  queril).  Dann  folgt  der  Anfang:  Incipiamus  ergo  loqui  de  proporlione  et 
proporlionaliiate.  Von  da  ab  reicht  mein  Material  nicht  aus,  um  das  Ver- 
hältniss  genauer  anzugebe^i.  In  Cod.  Mazarin  lautet  das  angebliche  Ende: 
ne  qui  harte  considerat  epislolam  scienlia  sil  vacuus.  Es  folgt  aber  noch  eine 
Abhaudlun<]^^  anfangend: 

Arsanides^^)  quoque  ponderum  (pro  pondere^  diese  2  Worte,  wahr- 
scheinlich irrig,  fehlen  in  Cod.  7225)  proporcionalitatem  diffinivit,  endend :  sie 
kabcs  dttos  inter  duos,  in  73  gezählte  Paragraphen  getheilt.**)  Zur  Unter- 
scheidung von  einem  Schriftchen  des  Kindi   über  denselben  Gegenstand 

earum^  et  quod  voluil  Euclides  de  muftiplicibns  que  eis  nssumuntinr,  et  sue  pretermis^ 
sionis  iexlus  tociitx  quod  plane  convenit  ad  divisionem  eiiis  in  libro  suo  qui  vocatur  e le- 
rne ntor  um  liber,  El  licet  nb  eins  conscriptionc  prius  ftierim  terilus  ne  aspicientibus  reprehen- 
sio  et  male  exponentibus  in  ipso  timeretur  et  vohterhn  illud  agere  affuerint  mirhi  tarnen  queren- 
tiwn  indagacio  et  studentium  inquisido  qmead  declarationein  figuve  doclriiie  despecte  in  hoc 
opere  compulenmt, 

64)  Offenbar  ist  hier  Archimcdes  gemeint;  vgl.  oben  unter  6,  7. 

65)  Ich  habe  den  Fürsten  Boncompagni  ersucht,  diese  Abhandlung  näher  unter- 
suchen zu  lassen,  namentlich  ob  sie  im  Zusammenhang  stehe  mit  dem  von  Thabit 
übersetzten  Fragment  des  Comm.  des  Eutociuszu  Archimedes  über  Sphäre  und  Cy- 
linder  Uuch  II,  Prop.  2  (oder  3?)  „über  2  Linien. zwischen  2  Linien,  welche  in  conti- 
nnirlicher  Proportion  stehen  **.  Dieses  Fragment ,  aus  18Figureu  bestehend,  giebt 
die  Lösung  von  11  alten  Geometern,  deren  Kamen  Wöpcke  (zu  Omar  p.  XIII)  aus 
der  Pariser  Handschrift  Suppl.  552  (oder  44 ,  Bl.  191  ,  siehe  dessen  Essai  d'une  restit. 
p.  13)  angiebt,  und  wonach  die  Beschreibung  des  offenbar  identischen  Codex  Escurial 
bei  Casiri  I,  382  (bei  Wen  rieh  p.  195)  zu  berichtigen  ist.  Unter  diesen  Namen 
befindet  sich  Plato  (vgl.  Wöpcke  1.  c.  p.  94  und  den  Commentar  des  Valens  in  des- 
selben Essai  p.  31,  die  Araber  nennen  ein  Buch  Plato's  de  proporifanibus  und  über 
Geometrie,  siehe  Wenrich  p.  121  —7),  Philo  der  Byzantiner  (bei  Casiri  Philemon),. 
bestätigend  diese  Lesart  bei  Hagi Khalfa  I,  401  ,  wo  er  als  Mechaniker  erscheint  (Va- 
rianten VII,  613;  diese  Stelle  nachzutragen  im  Index  p.  1190,  No.  73 lü)  und  Nico- 
medes,  in  einer  corrumpirten  Form ,  welche  offenbar  identisch  ist  mitSumidas 
(über  Spirallinien)  bei  Casiri  I,  382,  wofür  Wenrich  (p.  197,  vgl.  p.  194)  Archi- 
medes.vermutbet.  Uebcr  „Aristones**  siehe  oben  Anm.  40.  Zu  untersuchen  wäre 
der  in  der  bodleian.  Handschrift  den  Text  begleitende  Commentar  des  Eutocius, 
dessen  Uebersetzer  nicht  genannt  ist,  während  der  anonyme  Bearbeiter  bei 
Wöpcke,  zu  Omar  p.  103,  ausdrücklich  Ishak  bcn  Honein  angiebt  (oben  Anm.  35); 
vgl.  auch  die  Nachricht  von  einer  hebr.  oder  arab.  Handschrift  des  Commcntars  über 
beide  Bücher  in  der  Hebr.  Bibl  iogr.  1804,  S.  91  — 92,  Anm.  17— 18.  —  Das  er- 
wähnte ,  von  Thabit  übersetzte  Fragment  scheint  mir  ausserdem  die  VeranlasAung  ge- 
worden zu  sein,  dass  man  dem  Eutocius  eine  Abhandlung  „über  die  beiden  Li* 
nien**  beilegte,  welche  Thabit  übersetzt  haben  soll  (Wenrich,  p.  198;  Chwol- 
söhn,  Ssabier  I,  S.  556,  erwähnt  den  Commentar  des  Eutocius  gar  nicht).  Dasselbe 
Thema  behandelten  u.  A.  Hasan  bcn  Musa  ben  S c h a k i r  (C/i«(n  I,  4 1 8 ; /^ammcT 
IV,  311)  und  ein  „Abu-Tahir"  (siehe  die  Analyse  bei  Sedillot,  Maleriaux  p. 
874).  Mir  ist  im  Augenblick  kein  Mathematiker  dieses  Beinamens  bekannt,  als  der 
spanische  Geometer  des  XII.  Jahrb.  MuhammedbenAbd  el-Aziz,  aus  welchem 
Casiri  (I,  36d)  Auszüge  über  Maasse  und  Gewichte  gegeben. 
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gebe  ich  such  dessen  Anfang**),  —  Der  Sdilusa  dps  Ähmed  in  Cod*  A^TimoL 
lautet  bei  BUck:  ,.fsf  saffieiens  ei  (ufor  bonus.  FiniL  tpist.  Atneli  fitü  Josefi 
(fiVr)'*,  Hier  liegt  offenbar  eine  der  Scliluasformcln  vor,  diß  willkürlich  in 
einzelnen  Handschriften  zugesetzt,  oder  in  antloren  w^^gclas^en  uind,  die 
»her  leider  von  den  Cfttalogisten  nicht  in  der  Weise  beachtet  zu  werden 
pflegen,  dnaa  der  eigentliche  Schlnsa  des  Bnehes  vorangesetzt  würde»  Atis 
dem  Cod*  St,  Marco  hahe  ich  den  in  der  Anmerkung")  mitgetheilten  Schiusa 
in  einem  Facsimile  vor  mir. 

Wer  iat  aber  Abu  Diicha'far  Ahmed  ben  Jusuft     Nachdem  ieh 
vor  20  Jahren  zuerst  die  nnrichtigen  Combmationen  hei  Casiri  nnd  W^nrich, 
später  anch  abnliche  bei  Nicoll  helenchtet,**)  wird  es  wohl  hier  angemessea 
seta,  alle  Neheuforächnngen  abzuschneiden  nnd  das  neuerdings  bereicherte 
Hat  mal  einfach   in  ein  Verzeicbntss  von  Schriften   zu  verwaudeln^    deren 
Verfasser  mir  idenliscb  scheint,  und  daraus  das  Zeitaller  deaselben  zu  er- 
mitteln.    Ich  beginne  mit  den  von  el^Kifti  (schon  bei  Casiri  I^  372,   vergK 
Hauimer  III^  2ößi  No,  1142)  erwlihnleu  Schriften  eines  „Ahmed  hen  Jusüf", 
1-     Be  proporiione  €t  proportionatitafe  (arahiicli  fi  'nnusbe  wetienasib),  so 
übersetzt  Gerard,  richtiger  als  Casiri  {„de  Chronohgia  etOencahgia^'I) 
und  Hammer  („Buch  de»  Bezugs  und  Viithftknisses"), 
2,     Gommentar  über  das  Centlloquium  (x«^?io5,  arabibch  Thamtrt)  des 
Ptolemäns.     £1  >  Klflt  bezeichnet   diese  Scljrift   als   eine   astrolo- 
gische —  de  jtidicm  aströrum  — ,  Casiri  lässt  das  weg,   Hammer 
trennt  es  ab  und  a^ihlt:  ,/-e.  das  Buch  (!)  der  Gestirne,  3,  Commen- 
tar  der  Frucht  (!)  des  PtolemÄus".  —  Diesen  Comraeutar  erwähnt 
auch  Flügel  (^Dissert.  p.  34,  No.  76),  ohne  nähere  Nachweisung.    Er 
ist  nipht  blos  in  der  hebr.  Uebersetznng   des  Kalonymos    vom 


66)  Proportio  est  dwmim  quantitattan  eiusdem  generi»  ad  se  invicem  habUudo  r  Ctim 
duiirum  quantiialum  eiufdem  geiteris  wiu  dioidit  atiam  quod  extt  (!)  dicitur  deno(mina,iio  pro- 
portionis  dioisae  ad  dioidentem :  proportionem  produci  {?)  mit  componi  ex  proporttonibus  e$t 
denottdnationem  produci  ex  denominationihus,  proportionem  dioidi  per  proportionem  aut  dioi- 
dentem  abire  (?)  ex  dioidenda  est  denominationetn  dioidendae  dioidi  per  detiominationem  divi- 
dentis,  DicBea  Schriftchen  ist  enthalten  in  Cod.  Boncomp.  265,  Fol.  25  —  31  (siehe 
Narducci,  Catalogo  di  Manoscrilti  ora  posseduti  da  D.  Bald.  Boncompugni,  Roma  1862, 
p.  120,  wo  für  tritct.  aureus  lies  unicus).  In  dem  weitläufigen  Yerzeiehniss  der 
Schriften  Kindi^s  in  Flü^el's  Monographie  finden  sich  folgende,  an  unsere  Abhandlung 
kaum  streifende  Titel:  S.  23,  No.  41  Abhandlung  über  die  Formen  (oder  Verschieden- 
heiten)  der  Proportionen  und  Zeiten;  S.  26,  No.  110:  Abhandlung  über  die  Pro-portio- 
nen  der  Zeit,  d.h.  über  die  nach  den  Jahreszeiten  veränderlichen  Verhältnisse  der 
Zeit  (diese  Erklärung  gehört  Flügel  an) ;  S.  32,  No.  204  Abhandlung  über  die  (nach  den 
verschiedenen  Jahresseiten  verschiedenen)  Proportionen  der  Zeit.  Der  arabische  Text 
zu  beiden  letzteren  ist  derselbe. 

67)  • .  libH  quinti  euctidis,  Sed  cum  lue.  sunt  duae  quantitates,  S.  ba.  rnu^t.  medletas 
drculi ....  proportio  ab,  ad  medietates  circuli  bgd.  et  hoc  est  ec\,  ei  iUud  e.  (so)  ExptetaeH 
epistola  ameti  de proportione  et  proportionalitiUe  ec\  (so). 

68)  Caiaiogus  Codd,  hebr,  Bibi.  Lugd.  Batav.  (1858)  p.  368. 
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Jahre  1314  bandschriftlich  erhalten,  welcher  den  vollen  Namen: 
Ahn  Dsch.  Ahmed  b.  Jusuf  ben  Ibrahim  angiebt,^)  sondern 
auch  in  einer  lateinischen  Uebersetzung,  welche  unter  dem  Namen 
des  Haly  Bodoäfn  (d.  i.  Ali  Ihn  Ridhwan)  gedruckt  ist,  wahr- 
scheinlich wegen  des  Letzteren  Commentar  zum  Quadripartüum  des 
Ptolemäus.  Der  lateinische  Uebersetzer  ist  wahrscheinlich  Fl  ato 
aus  Tivoli  (1116);  siehe  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  124,  Anm.  9. 

3.  Eine  Abhandlung  de  arcuhus  consimilibus  in  arabischer  Sprache  be- 
findet sich  in  Cod.  Bodl.  041  bei  Uri,  nach  der  Ergänzung  Pusey's 
(p.  602);  ofifenbar  ist  sie  das  Original  von  Gerard^s  oben  erwähn- 
ter Uebersetzung.     Der  Autorname  ist  dort  vollständig. 

4.  Eine  Abhandlung  über  die  allgemeine  Scheibe  (des  Astrolab's) 
enthält  derselbe  arabische  Codex,  aber  in  schlechtem  Zustande, 
ebenso  wie  3. 

ö.  Eine  Abhandlung  über  astrologische  Wählerei  {Elecliones)  von 
„Ahmed  ben  Jusuf"  erwähnt  Hagi  Khalfa  I,  199,  No.  267;  —  der 
Autor,  im  Index  VII,  1028,  No.  1041,  ist  also  identisch  mit  dem  des 
folgenden  Buches. 

6.  YAuen  h\o^^n  TMqI  Husn  el-ükbäj  nach  Flügel:  Pulchritudo  com- 
pensaiionis,  nach  Hammer  (111,241  unter  Kindi):  Schönheit  des 
guten  Endes,  erwähnt  ff.  ä'h.  III,  68,  No.  4509  mit  den  vollen  4  Na- 
men (Index  VII,  1109,  No.  4134).  Der  Inhalt  ist  fraglich,  aber 
aus  einem  Citat  des  Ihn  Abi  O'seibia  (bei  Flügel,  AI -Kindi  S.15) 
ersehen  wir,  dass  Ahmed  in  diesem  Schriftchen  nach  dem  Zeug- 
nisse des  Arithmetikers  (oder  Calculators?)  Abu  Kamil  Schodscha  etc. 
von  den  Angriffen  der  Brüder  Ahmed  und  Muh  am  med,  Söhne 
Masa's  Ben  Schakir,  auf  al- Kindi  unter  der  Regierung  Mutewek- 
kiPs  erzähle  (cf.  Nachtrag  S.  498). 

7.  Zweifelhaft  ist  die  Identität  des  Ahmed  ben  Jusuf  ben  Ibrahim, 
Veif*asser  von  Ohud  el-Junanijjey  Cod,  Par.  921  bei  Herbelot  s,  v.; 
da  dieses  Buch  ethische  Sentenzen  von  Plato  und  Aristoteles  ent- 
halten soll. 

^  Aus  No.  6  kann  man  schliessen,  dass  der  Verfasser  nicht  vor  Ende  des 

IX.  Jahrhunderts  gelebt  hat.     Zu  Ende  von  No.  2  (lat.  Uebers.)  ist  vom 
Jahre  392  H.  (lOOl  —  2)  die  Rede. 

Kehren  wir  nun  nach  diesem  kleinen  Excurse  zur  Schrift  der  3  Brüder 
über  die  Mensuration  zurück,  um  ihr  Verhältniss  zur  griechischen  Geo- 
metrie und  ihre  mögliche  Bedeutung  als  Mittelglied  für  die  Geschichte  die- 
ser Wissenschaft  hervorzuheben.  In  einer  Anzeige  der  von  Boncompagni 
herausgegebenen  Geometrie  des  Leonardo  Pisano  (Fibonacci)  in  der 


69)  Auch  „Ahmed  b.  Josef  in  Ezcerpten  oder  Citaten,  siehe:  Zur  psendopigr. 
Lit.  S.  29,  Anm.  4. 
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Zeitficbrift   für  MatheniAtik  und  Physik  (IX.  Jabrg*,  4*  Heft)   wird    darftnf 

hitigtiwiespn,  tiasis  wir  vielleicbt  in  jener  ScUrift  die  Mittf^lquelle  finden, 
darcb  wßlebö  die  Geomeiniuienii.  des  Horon  zur  KcnntniB»  Leonardo^s  g^c- 
langten.  *'^)  Die  gfwHnschte  Tlerftiisgnbe  tler«elbf*n  durch  Boncompngni 
wird  boffentlich  erfolgen,  soUald  er  einige  andere  PnblieiiUonen,  namentlich 
dte  vermehrte  timi  verbe.^aerte  SeparatÄnÄgabe  seiner  grossen  Abbflndlüng 
über  die  italicniäcbe  Aritbinetik  vom  Jahre  14TS  (wckhe  der  letsjte  Band 
der  Jiti  tiell  Acad.  Paniif.  itd  nuoii  Lincci  enthielt)  beendet  haL  E:*  sei  mir 
nur  nuch  geHUttet.,  auf  ein  anderes  Werk  hiüsnweiscnt  dessen  Verglejchnng 
mit  der  Geometrie  drs  Fibon/icci  dnrch  einen  Srtcbkundigeu  wiinschcn^wertb 
scheint,  nämlich  Über  Emfmäontm  des  „SavoanrdR**,  dessen  bebr/iiscliea 
Original,  von  Abraham  bar  Chfjja  verfnNst,  nnnmehr  in  mehreren  Ex- 
emplaren, nnd  zwar  in  awei  etwas  abweichenden  Recensionen,  nnter  Andern 
in  ^wei  Mönchener  Handschriften  ÄUg^niglich  Ut^  in  denen  ich  dieses  Werk 
erkanntCj  sowie  aueh  mehrere  Hondachriften  der  lateinischen  Uehersetznng 
des  Plato  aus  Tivoli  vorliegen,  welche  bei  Lebzeiten,  vielleicht  unter 
Mitwirkung  des  Verfassers  selbst  gemncht  sein  dürfte.  Die  wenigen  Btt^l- 
len»  welche  icli  aus  dieser  Uehersetzung  vergleichen  konnte,  schlieasen  sich 
dem  Inhalte  nüch  dem  hebvaischon  Text  genau  an* 

üd  n  n.  18)  Thabit  uutl  Uaiir  ©d*Dia  TesI:  dt*  figant  sectore.  lieber 
diese  Schriften  darf  ich  im  Allgemeinen  auf  meinen  dritten  Brief  an  Boncom- 
pagni  verweisen,  nnd  die  Resultate  hier  kurz  zu  rammen  stellen,  Sie  behiiQ- 
didn  die  Figur ,  welche  entsteht,  wenn  >;wei  Bogen  eich  schneiden  in  dem 
Winkel,  welcher  gebildet  wird  durch  zwei  Bogen  von  grössten  Kreisen. 
Diese  Grundlehre  der  mittelalterlichen  Trigonometrie  wird  zu  Anfang  des 
III.  Buches  des  Menelaus  behandelt,  und  ist  wahrscheinlich  ihm  entlehnt 
von  Ptolemäus  (Almagest  I,  12),  wie  Halley  zu  Menelaus  p.  82  bemerkt. 
Derselbe  fügt  hinzu,  dass  die  Araber  diese  Regel,  welche  sie  Regtda  inter- 
seclionis  nennen,  in  vielen  Schriften  behandelten,  auch  die  europäischen 
Mathematiker  mit  der  Sache  den  Namen  entlehnt,  und  über  die  Figur  Catha 
schrieben,  wie  z.  B.  der  Engländer  Simon  de  B reden  (in  Handschriften 
auch  Simo«  Biridanu  s)  um  1350."^^)  Die  richtige  Form  ist  aber  üfa^/a 
(oder  Kattha\  und  die  Bedeutung  sector.  Die  uns  näher  bekannten  Schrif-  # 
ten  über  diesen  Gegenstand  beziehen  sich  in  der  That  ausdrücklich  auf 
Menelaos  oder  Ptolemäus,  und  in  diesem  Umstände  lag  wohl  die  Veranlas- 
sung zum  Anschluss  der  obigen  Schriften  an  die  „mittleren". 

Das  arabische  Original  der  Schrift  Thabit's  findet  sich  im  Escurial 


70)  Dass  Heron  von  den  Söhnen  Musa^s  ausdrücklich  angeführt  werde ,  hat  schon 
Ch  asles  hervorgehoben  (vergl.  auch  mein  Vorwort  zu:  „Mischmtt  ka^Middot,  die 
erste  geometriscJie  Schrift  in  hebräischer  Sprache  nebst  Epilog  der  Geometrie  von 
Abraham  bar  Chijja",  Berlin  1804,  S.  V,  Anm.  12).    Vergl.  auch  S.  489,  Anra.  60. 

71)  Halley  spricht  von  mehreren  bodleianischen  Handschriften ;  im  Catal.  JUSS' 
j4n^/tae  ßnde  ich  keine. 
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Cod.  967/  und  in  Paris  Suppl.  952,*;  die  hebräische  Uebersetzung  des  Ka- 
lonymos  ben  Kalonymos  vom  Jahre  1313  in  der  Bodleiana,  Cod.  Hunt.  96. 
Kine  lateinische  Uebcrsetzung,  wohl  die  des  Gerard  von  Cremona,  enthält 
die  Pariser  Handschrift  7377  B.  Ich  bin  in  dem  dritten  Briefe  an  Bon- 
compagni  (p.  29)  auf  die  Vermuthung  gekommen,  dass  das  in  Venedig  1518 
zweimal  gedruckte  anonyme  Schriftchen  de  figura  seclore  vielleicht  das 
des  Tliabit  sei,  und  ich  bat  den  Fürsten,  einen  Abdruck  derselben  anzu- 
hängen, was  er  mit  seiner  allzeitigen  Bereitwilligkeit  auch  that;  da  ich  aber 
dies  Schriftchen  niemals  vorhergesehen,  so  bin  ich  erst  nach  Abdruck 
meines  Briefes  in  die  Loge  gekommen,  diejenigen  Untersuchungen  zu  ver- 
anlassen, welche  die  sehr  fragliche  Identität  zu  entscheiden  vermögen, 
aber  bis  jetzt  noch  nicht  ausgeführt  werden  konnten.  Es  sei  hier  nur  her- 
vorgehoben, dass  der  Verfasser  zunächst  auf  Ptolemaus  sich  bezieht. 

AbuMuhammed  Dschabir  Ihn  Aflah  aus  Sevilla,  bekannt  unter  dem 
Namen  „Ccft^r"  (um  1106),  welcher  von  der  Anwendung  dieser  Figur  bei 
Ptolemäus  spricht,  in  der  Einleitung  zu  seinen  von  Gerard  von  Cremona 
übersetzten  IX  Büchern  der  Astronomie  (bei />^/am6re  p.  179) ,  hat  auch 
eine  kleine  Monographie  über  die  in  Menelaos  vorkommenden  Figuren 
verfasst,  welche  sich  nur  in  der  hebräischen  Uebersetzung  eines  Ungenann- 
ten erhalten  hat;  die  Anfangsworte,  die  ich  aus  der  einzigen  bekannten 
bodleianischen  Handschrift  vor  mehr  als  10  Jahren  notirt  habe,^*)  sind  leider 
unverständlich.  Es  scheint,  dass  von  18  Figuren  die  Rede  sei,  welche 
Thabit  in  Bezug  auf  jene  Figur  erläutert  habe,  und  dass  Dschabir  diesel- 
ben in  einer  angemesseneren  oder  leichteren  Anordnung  beweisen  wpllte. 

Dass  dieses  Schriftchen  mit  dem  der  3  Brüder  über  die  Mensuration 
der  Flächen  und  körperlichen  Figuren  —  worin  18  Figuren  vorkommen  — 
irgendwie  zusammenhänge,  wie  ich  im  3.  Briefe  (p.  30)  angedeutet,  lasse  ich 
nunmehr  dahingestellt.  Hingegen  habe  ich  oben  (S.  487)  auf  eine  Schrift 
des  Muhammad  b.  Musa  über  eine  Figur  des  „Galen**  hingewiesen,  wo 
vielleicht  Menelaos  zu  lesen,  und  an  ilQn  sector  zu  denken  ist,  wie  auch 
(S.475)  eine  hebräische  Abhandlung  nachgewiesen  worden,  welche  die  Lehr- 
sätze des  Isak  Israeli  daraus  ableitet. 

Nasir  ed-Din  Tusi  hat  nach  dem  ausdrücklichen  Zeugnisse  Hagi 
Khalfa's  (V,  212)  eine  Abhandlung  in  5  Büchern  über  den  sector  zuerst 
persisch  geshrieben,  dann  arabisch  übersetzt.  Es  kann  daher  keinem 
Zweifel  unterliegen,   dass   diese  Abhandlung  den  Schluss  der  beiden  bod- 


72)  Siehe:  Zur  psoudcpigraphischen  Literatur  S.  73,  wo  die  Nachrichten  über 
diesen  ÄHtronomen  gesAmmclt  sind.  Ich  trage  hiernach,  dass  Averroes  in  seiaem 
Compcndium  des  Almagcst  (hebräische  Uebersetzung,  Handschrift  München  31, 
Fol.  löl  vei*so)  dem  Dschabir  Ibn  Aflah  den  Vorwurf  macht,  dass  er  in  Bezug 
anf  die  Stellung  von  Venus  und  Merkur  falsche  Bemerkungen  gegen  Ptolemäa« 
▼orb  ringe. 
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lelfttiischen  UnuducUriften  bilde,  in  wcldi&n  freilidi  anfitatt  der  in  der  Vor* 
rode  erwähnten  ö  Bücber  7  erscheinen,   obwolil   difi  armbische  Bearbeitung 
eiüe  ahgektirste  des  persisclieD  Originals  ist. 
Berlin,  Im  Februar  1805. 


Fftchtrag  (vom  October  1805). 

Seitdem  obtge  Abband luiig  abgefaäst  und  abgeKendet  worden »  hatte  ich 
Gelegenbeit,  mancheü  Einzelne  weiter  zu  untersuchen  und  durcb  neue 
handschriftliche  Mittel  auch  luancheYermiithung  sur  Gewi^äbeit  su  erhoben. 
Ich  beschränke  mich  jedoch  im  Nachfolgenden  auf  einige  Bemerkungen 
über  die  drei  Brüder  (S,  48tS — 7)»  aas  einer  zu  erwälinendeu  Veranlassung. 

Von  den  bisher  im  Text  bekannten  arabischen  Quellen  scheint  fast 
Alles  aurückaiuführen  auf  el  Kifti^  dessen  verkürzter  Text  bei  Ca^-iiri  I, 
417,  und  so  abgedruckt  bei  Sedillot  (^Proleg.^  htir&d,  p,  XXI,  ohne  Varian- 
ten aus  der  Pariser  llandschrifl)p  Die  ErgSuKimg  aus  der  Wreuer  Hand- 
schrift bei  Flügel  {DisscrL  p.  30,  cf-  p.  10)  betiifft  fast  nur  den  Valer,  und 
ist  wesentlich  enthalten  in  dem  auäziiglichen  Excerpt  bei  Bar-llebrauä  (p. 
183  der  lat.  UeberseUung  Pocock's},  AuBCa^^iri  übersetzt  De  Ko  ssi, 
Dizion.  siar,  (kgli  aut&r^  arah.  p.  146.  Mit  Kifti  stimmt  nuch  Ihn  Khalli- 
kan  No.  718  (III,  322  der  engl.  Uebersetzung  Slane's);  jedoch  hat  er  den 
Beinamen  Abu  Abd  Allah  (und  wohl  daher  Wttstenfeld;  oben  Anm.  33), 
den  aber  wieder  fallen  lässt  Abulfeda  {Annales  mosU  II,  241,  vgl.  711),  ob- 
wohl er  schliesslich  (p.  243)  ausdrücklich  Ihn  Kballikan  als  Hauptquelle 
bezeichnet;  vgl.  auch  Colebrooke,  Essays  11,518.  Mit  unserem  identisch 
ist  wohl  Muh.  ben  Musa,  genannt  el-Dschelis  bei  Hammer  III,  263,  No. 
1159,  nach  el-Kifti  (unter  welchem  Artikel?);  das  geht  aus  Bar-Hebräus  p. 
161  hervor,  und  hat  Pocock  mit  richtigem  Takt  im  Index  unter  Abu  Jaa- 
fer  und  Mohammed  ben  Musa  gegenseitig  verwiesen.  —  Die  Mechanik  er- 
wähnt auch  Ihn  Khalduu  bei  Wöpcke:  Recherches  etc.  I,  p.  12.  —  Einen 
Lehrsatz  aus  der  Epistola  tr.  frain  erläutert  Kinkelin  in  Grunert's  Ar- 
chiv XXIX,  186.  Näheres  werden  wir  hoffentlich  bald  von  Hrn.  Dr.  Curtze 
erfahren,  weicher  sich  mit  einer  interessanten  Handschrift  der  Gymnasial- 
bibliothek in  Thorn  beschäftigt^  worin  sich  ausser  dem  Hb  carastonis  auch  diese 
Epistel  und  Camp  an  i  tract.  de  figura  seclore  befindet,  letzterer  Tract.  iden- 
tisch mit  dem  oben  (S.  495)  erwähnten,  wodurch  meine  Combination  mit 
Thabit  sich  wohl  erledigen  wird.  —  Eine  Stelle  über  die  Bearbeitung  des 
ApoUonius  tbeilt  ans  dem  Commentar  des  Schirazi  mit  Pusey  p.  600, 
eine  andere,  aus  Fibrist,  Wöpcke  JS^^sai^  p.  2.  —  Bei  dieser  Gelegenheit 
ergänze  ich  meine  Vermuthung  über  den  angeblichen  Galenus  (oben  S. 
4S7,  495)  durch  eine  Hinweisung  auf  Chwolsohn  1.  c.  I,  561,  wo  der  Yer- 
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fasser  der  Abhandlang  de  ratione  sectionis  (Apollonius)  im  Arabischen 
Adscbalinus beisst.  Uebrigens bat Cbwolsohn übersehen, dass eine selbst- 
stäadige  Schrift  Tbabit^s:  „lieber  die  Messung  des  Schnittes  der  Linien '* 
auch  bei  el-Kifti  vorkommt;  Casiri  (I,  388)  übersetzt  unrichtig:  delinearum 
seclione  et  dimensione,  Hammer  (IV,  350,  No.  67):  Buch  der  Messung  des 
Durchschnittes  der  Linien.  Das  Wort  „Messung**  scheint  hier  überflüssig 
und  das  Wort:  y^proportionata*^  zu  feblen. 

Nachdem  diese  Abhandlung  mehrere  Monate  in  den  Händen  der  Redaction 
war,  kam  ich  zufällig  darauf,  dass  Abu  DschaTer  el-Khazin  (S.487)  auch 
von  Cbwolsohn  (Ssabier  I,  015)  besprochen  werde,  und  zwar  deshalb, 
weil  derselbe,  nach  einer  Lesart  im  Fihrist,  identisch  ist  mit  dem  Ssabier 
Ihn  Ru*h  —  in  anderen  Quellen  Abu  Ru*h,  oder  Rau*h  (wie  Flügel  zu 
Hagi  Khalfa  VII,  1198,  No.  7393  liest;  „Ru*h"  in  seiner  Bisser l.  ^.  2Sy 
No.  55).  Auch  Cbwolsohn  versetzt  ihn  in  den  Anfang  des  X.  Jahrhun- 
derts, ohne  die  Stellen  bei  Hammer  und  Wöpcke  zu  kennen;  obwohl  er 
jedoch  die  Stelle  bei  Casiri  beachtet  {die  übrigens  auch  schon  in  meinem 
Calal.  Uhr,  hebr.  p.  2169  hervorgehoben  ist),  so  ist  ihm  doch  Abu  Zeid  el- 
Balkhi  (fehlt  im  Index)  „sonst  unbekannt.  Ich  habe  seitdem  noch  wei- 
tere Quellen  Über  Letzteren  gefunden.  Er  erscheint  nAmlicb  bei  Ham- 
mer IV,  501,  No.  2081  unter  den  Philologen,  mit  dem  Todesjahr  933  (ge- 
nauer November  034);  nicht  mehr  als  26  Schriften  desselben  zählt  Flü- 
gel (die  grammatischen  Schulen  der  Araber,  erste  Abtbeilnng,  unter  den 
Abhandlungen  der  D.  M.  Gesellschaft,  Leipzig  1862,  S.  204).  Ohne  Zwei- 
fel ist  er  der  „Abu  Zeid  el-Balkhi",  an  welchen  der  berühmte  Arzt  Razi 
(vulgo  Rhazes,  starb  932  oder  923)  ein  medizinisches  Schriftchen  richtete 
(siehe  Wüstenfeld,  1.  c.  S.  48,  No.  174;  bei  Hammer,  Literaturgesch. 
IV,S.  374,  No.  134).  —  Was  Ihn  Ru*h  betrifft,  so  erwÄbnt  Hammer  IV, 
1085,  No.  XIII,  9  nach  Fihrist:  Abu  Ru*h,  Secretair  des  Ali  ben  Isa.  IXer 
Titel  Zidsch  es-^Safaih  bedeutet  nicht  astronomische  Tabellen,  wie  Cbwol- 
sohn gegen  Casiri's  tabula  latUudinum  urgirt,  sondern  die  Tabellen  und 
Linien  auf  der  Tafel  des  Astrolab's  {Safi'ha^  siehe  Wöpcke  zu  Omar  p.  3). 
Was  die  Schrift  über  Aristoteles  oder  Alexander  von  Aphrodisia  zur  Phy- 
sik betrifft,  so  hat  Cbwolsohn  ein  Missverstlindniss  bei  Casiri  berichtigt 
(wie  schon  das  Richtige  bei  Hottinger,  Prompluarium  p.  233  zu  lesen  ist). 
Hingegen  hat  weder  er  noch  sonst  Jemand  bisher  die,  an  Unsinn  grenzende 
Uebersetzung  der  ganzen  Stelle  bei  Casiri  beleuchtet,  die  freilich  mit 
einem  weiteren  Missverständniss  bei  el  -  Kifti  selbst  zusammenhängt.  Bei 
Letzterem  ist  nämlich  ein  ganzes  Stück ,  welches  zum  Artikel  Aristoteles 
gehört,  in  den  Artikel  Alexander  gerathen,  oder  es  war  wohl  eher  Letz- 
terer ursprünglich  ein  Zwiscbenartikel  des  Ersteren.  Die  Erörterung 
darüber  kann  natürlich  hier  nicht  beabsichtigt  sein,  da  sie  mit  einer  gros- 
sen Zahl  bibliographischer  Missverständnisse  in  den  besten  Quellen  bis  auf 
Flügel  herunter  (el-Kindi  S.8)  zusammenhängt.— Sollten  et^^  ^\ä  »^^o^*- 

Z«iUthrift  f&r  Malhamatik  a.  Physik.  X,  S«  ^'^ 
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Worten  an  den  Perser"  bei  Hammer  lY,  283,  No..01,  slu  No.  32  (oben  S.4S7) 

gehören  ? 

l>as  auf  S,  403  unter  6  erwäbote  Werk  scheint  ErzKlikngen  zu  enthal- 
teo,  in  welchen  darauf  liingewiesen  wird ,  wie  angefeindete  Männer  wieder 
zu  Ehren  gckomnien.  Im  Arlikcl  Houein  citirt  Ibn  Abi  O'seibia  (Kand- 
Schrift  der  königl-  Bibliathek  hierselbat  Bl,  im)  etwas  über  die  Verfolgun- 
gen jenes  Gelehrten  aus  der  »,  AhbauJlung  über  die  Vergeltung**  {Hisale 
fil  Mukafü)  des  AhmeJ  ben  Juifuf  ben  Ibrahim^  vgl«  Hammer  IV^  S4f. 


Kleinere  Mittheilimgen. 


XXXyi.    Diophantiu  bei  den  Arabern  im  neunten  Jahrhundert; 

In  meinem  ersten  Briefe  an  den  Fürsten  Boncompagni  {Intorno  al  Über 
Karaslonis  p.  5)  glaubte  ich  eine  vermeintliche ,  für  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik wichtige  Entdeckung  wieder  aufgeben  zu  müssen;  ich  reclamire 
dieselbe  auf  Grand  der  mir  inzwischen  zugänglich  gewordenen  Quelle. 
Wenige  Worte  genügen  zur  Aufklärung  des  Sachverhältnisses. 

In  dem  ersten  Artikel  über  Kosta,  Sohn  desLuca,  nennt  v.  Hammer 
(Literaturgesch.  d.  Arab.  IV,  281)  zuletzt  3  Werke,  welche  Ihn  Abi  0*sei- 
bia  übergangen  haben  soll,  aus  dem  Werke  des  Kifti  („Kofthi"),  darun- 
ter das  Buch  y,Karschun^^.  Dies  brachte  mich  auf  den  irrigen  Gedanken, 
dass  der  Name  Diophantus  in  der  erstgenannten  Quelle  eine  Yaiiante 
des  Karaston  sei  (wie  es  heissen  muss).  Dem  ist  nicht  so.  Die  Hand- 
schrift des  Ibn  Abi  O^seibia,  welche  aus  der  Sammlung  des  Consul 
Wetzstein  sich  in  der  hiesigen  königlichen  Bibliothek  befindet,  nennt  un- 
ter Kos  ta  in  der  That  alle  drei  von  Hammer  nachgetragenen  Schriften; 
—  auf  die  eine  über  den  Brennspicgel  habe  ich  schon  in  jenem  Briefe  p.  3 
hingewiesen.  —  Es  bleiben  hiernach  die  unabhängigen  Angaben  des  Ibn 
Abi  O^seibia  in  ihrer  —  freilich  noch  zu  prüfenden  —  Autorität,  so  weit 
sie  bei  Hammer  S.  281,  No.  38  u.  57  und  S.  328,  No.  86  u.  55  mitgetbeilt 
sind.     Ich  übersetze  die  betrefifenden  Stellen  aus  dem  arabischen  Original: 

„Buch  betreffend  (/!)  Uebersetzung  des  Diophantus  über  die  AI- 
gebra"  [ehDschebr  weU  Mokabela), 

„Commentar  dreier  Tractate  und  eines  Stückes  aus  dem  Buche  des 
Diophantus  über  Zahluntersuchungen  oder  Fragen'^  {Mesail  el- 
adadijje). 

Dem  letzteren  Titel  geht  voran:  „Abhandlung  zur  Herausbringung 
(Lösung,  htikradsch)  von  Zahlfragen  ans  dem  III.  Tractat  des  Euclid*^ 

Berlin,  im  August  1865.  M.  STEiMBCHN£iDfi&. 
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SXXVII.    Hotis  tber  ein  be&timmtei  Integn^l. 
Das  zu  enUkkeludo  Integral  sei 

2w 


S=    jf[€0snu)tsin}^udti 


0 
und  darin  f  eine  willkülirliclie  Function,  n  eine  gause  ZaliL    Substituirt  maa 

ftuerat  u  =  — .  so  wild 
11 


S=  —    1  /  ((^o^  2  üj  /^j>j  —  tf  v: 
n  J  '  ^  n        ' 


0 

das  voratchende  Integral  läest  sich  Dach  dem  Schema 

ü         0         »         :2ff  (ft-l)« 

»erlegen,  nnd  wenn   man  in  den  Integralen  rechter  Hand   der  Beihe  nach 
die  Snbstitntioncn 

u^:=^fi\     w -\- Tty     w+2ff,     ,<-     ?f+(ir-*l)jr 
vornimmt.,  so  erhalten  alle  Integrale  die  gleichen  Integratiou^^reiizett  0  und 
Wy  ao  dass  folgende  Zusammctiziehung  eintritt 

n  J '  ^  L         n  n  n  \ 

0 

n 

2     /*  ^  /  X  ,  /sin  fv\  . 

=  -jr(co»2m)/(— ,jd«.. 

0 
Die  Vergleicbnng  des  ersten  und  letzten  Wertbes  von  S  giebt 
2«  n 

I  f{cosnu)l$in\udu=^—    1  f{cos2w)[l8mw  —  («  — 1)12]  dw. 
0  '^O 

Zerlegt  man  das  Integral  linker  Hand  in  zwei  andere  von  0  bis  n  und  von 
n  bis  2n  und  substituirt  im  zweiten  u=  2n  —  u\  so  findet  man  leicht,  dass 
beide  Integrale  gleich  sind.  Aehnlich  verhält  sich  die  Sache  rechter  Hand, 
wenn  man  erst  w=^^u  setzt  und  dann  die  nämlichen  Operationen  vornimmt; 
daher  ist 

n  n 

I  f(cos  nu)lsin^udu  =  —  1  f{cosW)  [/ sin  \u  —  (n  —  1)  /2] du. 
0  ü 

Im  speciellen  Falle  f{x)  =  x  giebt  diese  allgemeine  Formel 
n  n 

/l sin  \ u.cos nudu  =  —    1  l sin\u.cosudu  = .  — , 
n  ^J                                             ft      2 
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wie  man  rechts  durch  theil weise  Integration  leicht  findet.     Dieses  beson- 
dere Resultat  ist  hinreichend  bekannt  Schlömilch. 


XxxvuLL    TTebar  die  nähaningsweisa  Bectification  der  Ellipse. 

Im  dritten  Jahrgange  8.  124  habe  ich  gezeigt,  wie  man  mittelst  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  Coefficienten  p  und  q  so  bestimmen 
kann,  dass  die  Gleichung      f{^)=Pg>(x)  +  q^{x)^ 

worin  /*(d7),  q)  (^),  ^  (d?)  gegebene  Functionen  von  x  bedeuten ,  zwischen  ge- 
gebenen Grenzen  x=Xf^  und  x=Xi  mit  möglichster  Genauigkeit  stattfindet. 
Das  dort  entwickelte  Verfahren  lässt  sich  ohne  Mühe  auf  den  allgemeine- 
ren Fall  f{x)  s=spq)(x)  +  q^(x^  +  r%{x)  +  . . . 
anwenden  und  liefert  z.  B.,  wenn 

f(x)  =p  +  qx  +  rar*  und  0  <a:  <  1 
gesetzt  wird ,  folgende  Rechnungsvorschrift :  man  bestimme  zunächst  die 
Werthe  der  drei  Integrale 

1  11 

^=z  Jf{x)dx,     ^^Jxr{x)dx,     (S,=^Jix?f{x)dx 
0  0  0 

und  nacher  p,  g,  r  ans  den  drei  Bedingungsgleichungen 

P  +  \q  +  \r  =  % 
\p  +  \q  +  {r  =  ^, 

welche  geben  P=+   öS —  36SB  +    306, 

jT  =  —  36«  +  192SB  — 1806, 

r  =  +  3091—  iSOa  -f-  1806. 
Diese  Formeln  wollen  wir  auf  das  Integral 

f(x)  =  I  ycot*  9  +  it*  «■«•  7  .  d^ 

anwenden,  welches  die  Länge  des  Quadranten  einer  aus  den  Halbaxen  1 
und  X  construirten  Ellipse  darstellt.  Zur  Berechnung  von  %  empfiehlt  sich 
am  besten  die  Simpson*sche  Regel,  indem  man  aus  den  Tafeln  von  Le- 
gendre  oder  Kulik  folgende  Werthe  von  f{x)  entnimmt: 


jr 

fi^) 

X 

m 

0,1  1 

0,3 

0^5 

0,7 

0,9 

l,015Öft3ö 
1,0964775 
1,2110560 
1,3455022 
1,4932901 

0,3 
0,4 
0,6 
0,8 

1,0505022 
1,1506556 
1,2763199 
1,4180834 

^(l)  =  lw  =  1,5707968; 


r 
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'^^■i^W^^.j^fii^i^^i  a^^ji^f  ^ 


an  dthäll;  auf  diesem  We^ä 

^  =  1,2337. 
Das  zweite  Intcgrnl  S  fiodet  sich  direct: 

SB  = 


'=/'"/ 


|/co^  9  +  ^  #'i'  <P  .  ('v 


J*  J 


.1« 


0         ü  0*^  *"*  ^ 

a<  i.  5B  =  |. 

Pur  das  letzte  Integral  ist  wieder  die  Si  mpsoii'ache  Regel  am  bequemsten; 
fii*^  giebt  6  =  0,4026- 

Iliernach  sind  die  Werthe  voa  /*#  ^,  r 

p  =  D,fläü27-     1^=0,3110;     r  =  0,2867,  j 

und  ea  ist  folglich  1 

r^l_ 1 

/  /cos'  ip  +  iT»  ««'  9  .  «t«)  SS  O.Wa?  +  0,31 10.«  +  0,2887.«», 

Setzt  man  i=—  und  mtiltiplicirt  mita,  so  erbält  man  folgende  Näherungs- 
formel für  die  Länge  E  des  Qu^dratiteii  eiaer  aus  den  Halbiixen  a  umi  6 
eoüstmrten  Ellipse  ^ 

JS:=  0,9827. a  +  0,3110.6  +  0,2867.-. 

a 

Um  den  erreichten  Genauigkeitsgrad  beurtheilen  zu  können,    nehmen 

wir  0  =  1,6  der  Eeihe  nach  =  j'^y,  j^,  •  •  •  T(F  ^°^  stellen  die  genauen  und 

angenäherten  Werthe  von  uneben  einander: 


b 

wahrer  Werih 
von  E 

NÄheningswerth 
von  E 

Differenz 

0,1 

1,0160 

1,0167 

-^  0,0007 

0,2 

1,0505 

1,0564 

—  0,0050 

0,3 

1,0965 

1J0I8 

—  0,0053 

0,4 

1,1507 

1,1530 

—  0,0023 

0,5 

1,2111 

1,2099 

+  0,0012 

0,6 

1,2763 

1,27-25 

+  0,0038 

0,7 

1,3456 

1,3409 

+  0,0047 

0,8 

1,4181 

1,4150 

+  0,0031 

0,9 

1,4933 

1,4948 

—  0,0015 

Der  gröaste  Fehler  erreicht  also  noch  nicht  0,006  =  f  Procent  der  grossen 
Halbaxe,  was  für  alle  praktischen  Anwendungen  ausreichen  dürfte. 

SCHLÖMILCH. 
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XXXIX.    Beweis  eihei  allgemeinen  Satsei  über  algebraisohe  Cnrven. 

Im  IX.  Bande  dieser  Zeitschrift,  S.  34,  habe  ich  folgenden  Satz,  wel- 
cher für  alle  algebraischen  Curven  Gültigkeit  besitzt,  aufgestellt: 

,,Wenn  eine  gerade  Linie  eine  Curve  n**"  Grades 
schneidet,    so    bildet   sie    mit    den  Tangenten   in    den 
nSchnittpnnkten  Winkel,   für   welche   dieSnmmeder 
Cotangenten    ebenso   gross    ist,    als   für   die  Winkel, 
welche   sie   mit    den  nAsymptoten  jener   Curve    ein- 
schliesst. " 
Der  am  angegebenen  Orte  angedeutete  Beweis   dieses  Satzes  ist  zwar 
sehr  einfach,  ich  will  aber  im  Nachstehenden  einen  noch  directeren  Beweis 
mittheilen,  welcher  der  dort  angestellten  Betrachtungen  nicht  bedarf. 
Die  schneidende  gerade  Linie  möge  in  die  XAxe  fallen,  und 
X  —  «1,     a,)     «!••••  a« 
mögen  die  Coordinaten  der  n  Punkte  sein,  in  welchen  sie  der  Curve  n''°  Gra- 
des begegnet.   Alsdann  wird  die  Gleichung  dieser  Curve  die  Form  haben: 

(^— «i)(^— «t)(^— ffs)  •••  (^  —  ^)+y^{^yy)  —  o, 

wobei  <P(x,y)  eine  ganze,  rationale  Function  (n-1)**"  Grades  ist  von  x  und  y. 
Die  Richtungsconstante  der  Tangente  in  dem  Curvenpunkte  {x^y)  wird 

dy 
nun  bestimmt  durch  den  Differentialquotienten  — .     Dieser  aber  wird ,  so- 
bald man  das  Product  der  nDifferenzen  (x — a)  gleich  P  setzt, 

dP         d0 

dy_ dx  '^^ dx 

dx  ^  ,       dO" 

^  +  ^57 

Dieser  Werth   vereinfacht  sich  bedeutend ,  wenn  der  Curvenpunkt  speciell 
einer  der  Punkte  am  in  der  Abscissenaxe  wird,  es  wird  einfach 

dy^P'{a^) 

dx  (P  {amY 

Darin  ist  0(a„)  eine  Function  (n  —  l)'«"  Grades  von  a^  nnd  zwar,    sobald 
man  setzt: 

O{x,y)z=J„_iX^--^Ji.An-2^'''''^+>>''+MP(^n--20^''-^Bn^Z^''^...)  +  .'*'f 

<P(a„)  =  ^„-1  «»-^  +  ^„^2«^- '  +  •  •  •  +  ^0 

Ferner  wird,  da  allgemein: 
p'^^^^\^^a,){x--a,)..(x^a,)(^-^^ 

Somit  wird  die  Richtungsconstante  der  Tangente  in  dem  Punkte  «„: 

^y  _        («m  — «i)  '"  («m  — gm-l)(g|ii~-«nH-0'-»(gm  — tfn) 
dx  <I>(«m) 
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tiutl   ilirc   zu  bestimende  Summe   der  reciproken  Wertlie  aller  « Hiehtungs- 
eotiätatiten : 


Oiese  Snmme  zcrHilU  aber,  weil 

ist,  ia  EinzeküiDinen  von  folge  ad  er  Form: 

+ 


Diese  Summen  k5iineii   dud   leicht  gefunden  werden.     Es  ist  sunächst  nufl 
der  TLcorie  der  Zerlegung  in  Partialbrilclie  bekannt,  dass; 

^f  _  ^t  i 


ist»  wobei  P^i— l  sein  muas.     Daraus  folgt  sofort: 


+•.• 


(*-^ö,)  (jr  — Ä,)  .  .  (*—«,)       {«,— «jj  («,— «5)..(äi— a,j'^— «1 


2  ^       , 


und  der  Umstand,  dass  für  a'=oo: 

ist,  führt  darauf,  dass  die  oben  in  Ap  multiplicirte  Summe  nichts  weiter  ist^ 
als  der  Werth  von 

xiH^ 

(x— «,)(x— ofg) ...  (a:-«„) 
für  ein  unendlich  grosses  x.     Festzuhalten  ist  dabei  stets,  dass 

p^n  —  l 
sein  muss.    Dieser  Werth  ist  nun,  wie  die  einfachsten  Betrachtungen  lehren, 

gleich  0,  f ür  p  <  w  —  1 ; 
gleich  1,  fürp  =  n  —  1. 
Die  Summen,  welche  das  Aggregat 

dx 

zusammensetzen,  verschwinden  daher,  mit  Ausnahme  der  in  — -^«-i  multi- 
plicirten,  welche  gleich  1  wird.     Daher  ist  auch : 

dx 
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Ordnet  man  jetat  die  Gleichang  der  Carve  «*•"  Grades  nach  Potenzen  yon 
X  und  y  an,  so  wird  dieselbe : 

Xn  +  -^fi-1  a?*"^  y  + =0. 

Ein  bekannter  Sats  sagt  aber,  dass  in  der  Gleichung  einer  algebraischen 
Curve  der  negative  Coefficient  yon  «""^y,  d.  i.  hier  ^«-i,  dividirt  durch 
den  Coefficienten  yon  jp",  d.  i.  hier  die  Einheit,  die  Summe  liefert,  welche 
man  erhält,  wenn  man  die  reciproken  Werthe  der  Richtungsconstanten  der 
n  Asymptoten  addirt.  Hieraus  schliesst  man  endlich  die  Richtigkeit  des  im 
Anfange  ausgesprochenen  Satzes,  indem  man  die  beiden,  dem  Werthe 
—  A^^\  gleichen  Summen  einander  gleich  setzt. 

Es  möge  noch  eine  andere  Art,  die  oben  yorkommenden  Summen 


(«I  — «f)  («I  — «s)  •  •  •  («1  —  ««) 
zu  bestimmen,  hier  f^latz  finden. 

+ 


(«-/»)(«-)')(«-*) 


AU  Beispiel  mögen  die  Sammen  dienen: 


(^-«)(/J-y)(^-d) 

«1» 


J>  — 


in  welcher  yier  Werthe  yon  a  genommen  und  einfacher  mit  a,  /$,  x>  '  ^^' 
zeichnet  worden.  Die  bei  diesem  Beispiele  auszuführenden  Operationen 
bleiben  ganz  dieselbeu'im  allgemeinen  Falle. 

Zunächst  bringe  man  die  ganze  Summe  auf  gemeinschaftlichen  Nenner; 
dieser  wird  hier: 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Lehre  yon  den  Determinanten, 
gleich  der  Determinante : 

L 
Der  Zähler  dagegen  wird  dann : 

«'ö»-r)tf-«)(y-«-^(y-«)(y-«)(«-«)+y''(«-«)(*-ß(«"^) 


=«1» 


d.  i.  nach  einem  andern  Satz  aus  der  Determinantenlehre,  gleich  der  Deter- 
minante : 

«**     o*     «     1 

^  ^  15  1 
yf  -t  1  \ 
ir    i*    i    1 


0» 

o» 

a 

1 

/»• 

^ 

ß 

1 

/ 

/ 

Y 

1 

a* 

a» 

8 

1 

Pßi 

/  y  1 

a*  d  1 

«»  «  1 

y*  y  1 

-ßP 

6*  d  1 

+  yP 

er*  a  1 

—  SP 

ß'ßl 

«»  8  1 

o*  a  1 

ß'ßl 

/  y  1 
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Dieso  Determmflnte  verschwindet  aber  Identischt  sobal(3  p  emcifi  der  Wert lie 
0,  1^  2  annimmt,  weil  dann  zwei  Vcrticalreibcn  derselben  gleicli  werden,  sie 
wird  dagegen  gleich  P  flir  p^=d*  Es  folgt  dar^iüa,  was  «u  beweisen  war, 
DftinÜcli,  dasa  die  zn  bestimmende  Samine  verflcUwindet  für  jj^^O,  1  oder  2, 
dagegen  gleicb  der  Einheit  wird  für/?  =  3. 

Schliefiälit^b  «ei  noch  folgender  mteresä&nter  Sats  erwiibnt,  der  aus  dem 
geometrischen  Satxe  diese»  Arlikels  sofort  sich  ergiebt, 

Die  Stimme  aus  den  Cotangenten  deritWinkel, 
unter  welchen  eine  gerade  Linie  eine  Carve  h^*^*"  Gra- 
des schneidet,  i^t  gleich  gr'oss  für  alle  sn  jener  paral- 
lellätifendeogeraden  Linien,  sowie  für  aUeCnrven 
rt^*^"  Grades,  welche  mit  der  nisprüngllchen  dieselben, 
unendlich  entfernten  Punkte  besitzen. 
Sülbatverständlich  i^t,  dass  hierbei  die  Schenkel  aller  Winkel  stets  in 
demselben  Sinne  sch  nehmen  ^ind.  Fh.  Em,  Eckabdt* 


XL.     TXeher  das  Deltoid.     Von  Dr.  C.  G.  Reuschle  in  Stnttgart. 

Die  Krystallographie  hat  einen  Körper,  dessen  Name  »tTrapezo- 
eder"  jedenfiills  ein  unberechtigter  ist.  Denn  nimmt  man  Trapex  im  heu- 
tigen Sinn  (Viereck  mit  2  parallelen  Seilen),  so  enthält  dfls  ,,TrApezoeder" 
der  Krystallographie  gar  kein  Trapez.  Nimmt  man  aber  Trapez  im  eucli- 
dischen  Sinn  (als  Nichtparallelogramm),  so  ist  das  Viereck  des  Trapezoeders 
ein  sehr  specielles  Nichtparallelogramm,  nämlich  das  (convexe)  Deltoid, 
d.  h.  ein  Viereck ,  welches  aus  2  mit  gemeinschaftlicher  Basis  an  einander 
gelegten  gleichschenkligen  Dreiecken  besteht.  Je  nachdem  diese  Dreiecke 
in  einerlei  oder  in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  hat  man  das  ebene  oder 
das  windschiefe  Deltoid.  Je  nachdem  sie  in  dem  ebenen  Deltoid  yon 
der  Basis  aus  nach  entgegengesetzten  oder  nach  einerlei  Seite  liegen ,  hat 
man  das  convexe  oder  concave  Deltoid*).  Ich  theile  nun  einige,  soweit 
mir  bekannt,  neue  Bemerkungen  und  Sätze  über  das  (ebene)  Deltoid  mit. 

1)  Die  3  Vierecke:  das  Parallelogramm,  das  gleichschenklige  Trapez 
und  das  ebene  Deltoid  bilden  eine  Familie  von  Vierecken,  deren  Gemein- 
schaftliches darin  besteht,  dass  sie  Combinationen  zweier  congruen- 
ten  Dreiecke  sind  in  einer  vollständigen  Trichotomie  von 
Fällen.  Denn  legt  man  zwei  beliebige  congruente  Dreiecke  mit 
einerdergleichenSeitenunsymmetrischan  einander,  so  hat  man 

*)  Als  ich  mich  vor  langer  Zeit  das  erstemal  mit  dieser  Figur  beschäftigt  hatte, 
war  mir  der  Name  Deltoid  (eigentlich  Doppeldelta,  Didelt)  noch  unbekannt  und  hatte 
ich  das  Viereck  von  dem  rechtwinkligen  Kreuz  seiner  Diagonalen  Staurogramra 
oder  kurzweg  Staur  genannt  und  demgemäss  den  Kamen  Trapezooder  in  Stauroe- 
der  verwandelt. 
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das  Parallelogramm,  wenn  symmetriach,  dasDeltoid.  Legt  man  sie  aber 
mit  einem  der  gleichen  Winkel  (nämlich  so,  dass  die  gleichen  Win- 
kel Scheitelwinkel  werden)  unsymmetrisch  an  einander,  so  entsteht  wie- 
der das  Parallelogramm,  wenn  symmetrisch,  zunächst  ein  verschränktes 
Viereck  mit  parallelen  Diagonalen,  alsdann  aber,  wenn  man  die  letzteren 
als  Seiten  betrachtet*),  das  gleichschenklige  Trapez. 

2)  Während  das  Parallelogramm  eine  unsymmetrische  oder  axenlose, 
aber  eine  centrische,  d.  h.  mit  einem  eigentlichen  Mittelpunkt  begabte  Figur 
ist,  sind  die  beiden  anderen  Vierecke  axiale  aber  mittelpunktslose  Figuren; 
deshalb  soll  die  Diagonale  der  ungleichen  Winkel  als  Axe  des  Deltoids  die 
Axendiagonale,  die  Andere  die  Querdiagonale  heissen.  Das  gleich- 
schenklige Trapez  ist  stets  Sehnenviereck,  das  Deltoid  Tangentenviereck, 
das  Parallelogramm  keines  von  beiden ;  sowohl  das  eine  als  das  andere  sind 
nur  specielle  Fälle  der  3  Vierecke,  nämlich  das  gleichseitig -rechtwinklige 
Parallelogramm,  das  rechtwinklige  Deltoid  (d.  h.  wo  die  zwei  gleichen 
Winkel  rechte  sind)  und  dasjenige  gleichschenklige  Trapez,  in  welchem  die 
Mittelparallele**)  dem  Schenkel  gleich  ist. 

3)  Die  aasgezeichnetste  Eigenschaft  des  Deltoids  besteht  darin,  dass 
es  ausser  dem  einbeschriebenen  Kreis  (No.  2)  einen  zweiten  Bertihr- 
kreis aller  4  Seiten  (in  deren  Verlängerungen****)  besitzt^  was  sonst  bei 
keinem  Tangentenviereck  stattfinden  kann.  Die  beiden  Mittelpunkte  0,  P 
liegen  in  der  Axendiagonale  und  die  Endpunkte  derselben  A^  B  sind,  wie 
der  blose  Anblick  der  Figur  (Taf.  V,  Fig.  1)  lehrt,  die  Aehnlichkeitspunkte 
der  beiden  Berührpunkte.  Daher  liegen  die  4  Punkte  u^,  ^,  0,Phar* 
moniscb. 

4)  Die  Halbmesser  der  beiden  Kreise  verhalten  sich  (der  innere  r 
zum  äusseren  r)  wie   die  Differenz  der  ungleichen  Seiten  «  =  -4(7,  b=^BC 


*)  Nach  dem  Princip  der  3  Paare  conjngirter  Linien  im  vollständigen  Vierecli. 
**)  So  nennt  man  füglich  in  jedem  Trapes  diejenige  Parallele  seiner  Gnindli- 
nien,  welche  die  Schenkel  nnd  die  Diagonalen,  überhaupt  alle  zwischen  den  Grand* 
linien  gezogenen  Transversalen,  halbirt,  während  „Mitteltransversale"  diejenige 
Transversale  heissen  kann,  welche  die  Grundlinien  und  überhaupt  die  zwischen  den 
Schenkeln ,  sowie  die  zwischen  den  Diagonalen  enthaltenen  Stücke  aller  Parallelen 
halbirt,  und  sowohl  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  als  durch  denjenigen 
der  verlängerten  Schenkel  geht.  Von  diesen  Linien  des  Trapezes  gilt  der  leicht  zu 
beweisende  Satz:  Die  Qnadratensumme  der  Schenkel  eines  beliebigen  Trapezes  ist 
gleich  der  doppelten  Quadratensumme  der  Mitteltransvcrsalen  und  des  zwischen  den 
Diagonalen  enthaltenen  Stückes  der  Mittelparallele. 

***)  Sofern  man  zunächst  ein  convezes  Deltoid  ins  Ange  fasst;  bei  dem  concaven 
Deltoid  sind  auch  beide  Kreise  vorhanden ,  aber  jeder  berührt  2  Seiten  desselben 
selbst,  die  beiden  andern  in  ihren  Verlängerungen.  Für  das  convexe  und  das  conoave 
Deltoid,  welche  zusammen  ein  vollständiges  Vierseit  (No.  4)  bilden,  sind  es  die  näm- 
lichen beiden  Kreise. 
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des  Deltoida  in  ihrer  SnmuiQ«     Denn  tat  femer  die  Axcndiafonale  AB^=€^ 
die  halbe  QuerdUgonale  EC^^d^  m  erglebt  »ich  aoglclcb 

cd  t cd 

folglich  rir^ia  —  b)i{a  +  b\ 

Aaeli  hi 

jrt  ^^         ^«  ^^ 


und  daher 


a-^b  u — b 

2ahc 


0P-- 


o"— Ö*' 


5)  Däi  vollständige  Viersett  ACDBCIf  des  DeltoJds  enthJlU  eia  eoo- 
vexes  AÜBC  und  ein  concavea  Deltoid  AD  BD'  mit  gemcinscbaftltcher  Axeii< 
dlagoDale  AB  nnd  pardlolen  Querdiagonalen  CC,  BB\  deren  Verh^ltnisa 
dem  Flächen verhäUnt SB  der  beiden  Deltoide  gleich  ibU  Die  Qnerdiagonalett 
bilden  mit  den  Verl  an  gerungen  des  einen  Paars  gleicher  Seiten  (des  con- 
v^xen  Deltoids)  ein  gleichschenklige»  Trapez  CDD'  <f  ^  dessen  umschriebe- 
ner Kreis  zum  Mittelpunkt  die  Mitte  K  der  Geraden  ÖPhtkt^  welche  die 
Mittelpunkte  der  beiden  Borührkreise  verbindet.  Die»  folgt  angeDblicklich 
ans  dem  Satz  von  den  harmonischea  Strahlen,  deren  eines  Paar  die  Win- 
kel des  anderen  Paares  halbirt,  wie  CO,  CP^  CA^  CB,  dass  dann  das  erstere 
Paar  einen  rechten  Winkel  einschliesst,  also  OCB  ein  rechter,  OP  Durch- 
messer des  um  CDD'  C  beschriebenen  Kreises.     Der  Halbmesser  E  dieses 

Kreises  hat  daher,  weil  (No.  4)  0P^=  t_.,i  den  Werth 

ahc 

6)  Unter  den  zahlreichen  Relationen,  welche  zwischen  den 
Elementendes  yollständigen  Deltoids  stattfinden,  sollen  nur  wenige 
der  interessantesten  erwähnt  werden.  Es  seien ,  ausser  den  bisherigen  Be- 
zeichnungen, a,  h'  die  ungleichen  Seiten  des  concaven  Deltoids,  ÄD^^a^ 
BD  =  b\  so  findet  man  leicht 

aa  = -T — 7^,     00  = 


woraus  aa — 66's=sc*,     aa':  66'  =  ö*  :6*, 

also  a'  ia^=ih'  \  6, 

oder  a'b:=ab\ 

und  wenn  man  Äc  =  -i — -r  hinzunimmt, 
a' — 6' 

aa  ;  Rc,:bb'  =  a^ :  ab,  :l^  =  a* :  ab\ :  b'\ 
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mithin  Rc  die  mittlere  Proportionalfläche  zwischen  den  Rechtecken 

aa  und  bb\  und  R  =  —  =  — • 
c         c 

Setzt  man  ferner  AE=  ä,     BE^^i^     EF=  Ar, 

80  ergeben  sich  als  weitere  Werthe  des  Halbmessers  R 

^^  (a'  —  a)(b'+b)^b(a'  —  a)^a(b  +  b')^a(b'  —  b)_b(a'  +  a) 

2k  2t  2h  2t  2h      ' 

woraus : 

bh(a—a)  =  ai(b'  +  b) 

ftt(a'  +  ö)  =  aÄ(6'  — 6), 

Bodann : 

ft«  :  a»  =  (b'*—V)  :  («'•— a«)  =  6 i>' :  «a'  ==  6'« :  a«  u.  s.  w. 

7)  Andere  Eigenschaften  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der  Kreise 

der  in  der  Figur  enthaltenen  Dreiecke  mit  den  Kreisen  des  Deltoids.    Ist  q 

der  Halbmesser  des  dem  Dreieck  ABC  (oder  AB (f)  einbeschriebenen  Krei- 

cd 
ses,  also  p= — —-r— ;; — ,  woil  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  oder  icd  gleich 
^      a  +  b+  c  »o 

iät  dem  Rechteck  aus  q  und  dem  halben  Umfang  des  Dreieckes,  also  in  Ver- 
bindung mit  obigem  Werth  von  r  (No.  8): 

p:r=(a  +  6):(a  +  6  +  c). 
Ist  femer  q    der  Halbmesser  des  dem  Dreieck  ABB  (oder  ABB')  in  der 
Seite  BB  (resp.  BB')  anbeschriebenen  Kreises,  also,  indem  die  halbe  Quer- 

diagonale  FB  =«  (f  gesetzt  wird,  o'  =  -> — -,— —  ,  weil  der  Inhalt  des  Drei- 

a  — b  +  c 

ecks  ABB  oder  ^cd^  gleich  ist  dem  Rechteck  aus  q'  und  dem  Ueberschuss 

seines  halben  Umfanges  über  die  zu  q'  gehörige  Seite  b%  so  erhält  man  durch 

Vergleichung  mit  dem  obigen  Werth  von  /  (No.  3) 

Q:r'  =  {a'^b'):ia'—b'  +  c). 

8)  Bekanntlich  schneiden  sich  für  jedes  vollständige  Vierseit  die 
4  Kreise  in  einem  Punkt ,  welche  um  diejenigen  4  Dreiecke  beschrieben 
werden ,  deren  Ecken  zugleich  diejenigen  des  vollständigen  Vierseits  sind 
und  deren  Seiten  in  die  Seiten  eben  desselben  Vierecks  fallen,  in  der  Figur 
also  die  Dreiecke  ACB\  ACB,  BCB,  BClf.  Im  vollständigen  Del- 
toid  ist  dieser  Durchschnittspunkt  der  4  Kreise  identisch  mit 
demPunktÄ'  (No.  5).  Denn  der  Punkt  K  ergänzt,  wie  mittelst  der  Hilfs- 
linien KC^  KB^  KC^  KB'  sogleich  erhellt,  jedes  von  jenen  4  Dreiecken  zu 
einem  Sehnenviereck.  Die  Punkte  Af,  iV,  ilf ,  N'  sind  die  Mittelpunkte  der 
4  Kreise,  von  welchen  je  2,  wie  die  Dreiecke,  um  welche  sie  beschrieben 
sind ,  congruent  sind  und  symmetrisch  liegen ,  und  für  deren  Halbmesser 
man  findet 

^l  fc  ^^  für  die  Dreiecke  BCB,  BC  ff 
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I 


und 

^5—:?  ^^^  ^'^  Dreiecke  ACD,JCP\ 

Deon  der  Halbmesser  d^s  umacbrieben^n  Kreises  ist  gleich  dem  Prodncto 
der  Z  Seiten,  dividirt  dnrcb  den  4facben  Inbalt  de»  Dreiecks,  das  Dreieck 
BCB  ist  gleich  dem  balbeja  Ueberscbttss  des  coocavea  (:^=e'ef)  Über  das 
convexe  Deltöid  (=crf)i  das  Dreieck  ^C-O  aber  gleich  der  Summe  des 
Dreiecka  BCD  und  des  convexea  DeltoidSi 

0)  Eadlicb  kann  man  tiocb  fragen,  was  die  allgemeinen  Sätze  vom 
ebenen  Viereck  in  dem  specietlea  Fall  des  Deltoids  geben*  Der  eine  die- 
ser Sätse  ist  der  von  der  Quadrateneumme  der  Seiten^  Es  sei  Q  die  Mitte 
der  ÄxendiÄ^onale,  der  Absiftiitl  der  DiAgonalenmitten  EQ^e  und  CQ^^f^ 
ßo  giebt  der  genannte  Satz  KunÄebst 

%a^  -)-  2&*^(^'  +  4(/'  +  4f'  oder  n' +  &*  — Jf'  =  2(^  +  2e*, 
aber  2<f*  +  2e*  =  2/**,  also  «*  +  i*  —  ^c*  =  2/^, 
man  kommt  also,  da  f^^  CQ  die  zur  Seite  r  ^^  Aß  geliiirige  Scbwerlinie  im 
Dreieck  AßC  ist,    auf  den    bekannten  Satz  vom  Quadrat  der  ScbweHlnl© 
Kurück-    liit  ebcaso  für  das  zugeordnete  concave  Deltoid  FQ^e\  BQ^^f\ 
so  hat  man 

a'i  +  6'i  _  4  e»  =  2.r*  +  2^''  =  2;^-*, 
folglich,  wonn  man  diese  Forme]  mit  der  entsprechenden 

#i' +  ö"  —  Je*  =  2£?  +  ai:*  =  2/* 
combinirt,  _      _ 

a'«  +  ft't  +  a«  +  fct  ^  2(/"«  +  /^)  +  c«  u.  s;  w. 
10)     Der  andere  allgemeine  Vierecksatz   ist  der  verallgemeinerte  pto- 
lemäiscbe  (oder  der  Riecke'scbe)   Satz,   welcher  durch   die  Formel  ausge- 
drückt wird 

zz  ^=zxx  cos  [{yz)  —  (y  2)]  +  yy  cos  [(xz')  —  {x  2)], 
wo  x^x'  das  eine  Paar,  y^y  das  andere  Paar  Gegenseiten,  r^z'die  Diagona- 
len des  Vierecks  bezeichnen,  {yz')  den  Winkel  von  y  mit  z  und  ebenso  die 
übrigen.  Setzt  man  nun  gemäss  den  bisherigen  Bezeichnungen  für  das 
Deltoid  j?=y  =  a,  :r'  =  y'=  6,  2  =  c,  2'  =  2(/,  ferner,  indem  man  die  Win- 
kel des  Deltoids  bei  A^  By  C^=^C  mit  a,  j9,  y  bezeichnet, 

(0.2-)  =  {yz)  =  5,         (:r'2)  =  (yz)=i\ß, 
Bo  erhält  man 

cd  =  ab  cos  (d  —  ^ /S)  =  ac  äim  y, 
weil  ö'-{ß  =  W  —  \Qa  +  ß)  =  QO  —  (180— y)  ==  y  —  90, 

aber  ab  sin  y  drückt  den  Inhalt  des  Deltoids  =^2J  ABC  aus,  mithin  besagt 
die  Formel,  was  bekanntlich  für  alle  Vierecke  gilt,  deren  Diagonalen  sich 
rechtwinklig  schneiden,  dass  der  Inhalt  dem  Rechteck  der  Diagonalen 
gleich  ist. 
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XLL    Heber  die  Oröiee  der  Inftmoleoüle.    Von  J.  Loschuidt. 

Die  Wissenscbaft  verdankt  der  neueren  Gastheorie  bereits  viele  wich- 
tige Auftfchlttsse  in  den  interessantesten  Fragen.  So  a.  A.  die  Kenntniss  der 
mittleren  Geschwindigkeit  derGastheilchen,  so  die  ihrer  mittleren  WeglSnge. 
Maxwell  bat  in  seiner  Arbeit  über  den  letzten  Gegenstand  eine  Formel 
gefunden,  welche  eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  molecularem  Weg- 
volnmen  und  molecularem  Baum  volumen  festsetzt.  Unter  molecularem  Raum* 
Volumen  wird  dasjenige  Volumen  verstanden,  welches  auf  ein  Gasmolccül 
kommt,  wenn  der  Raum,  welchen  das  Gas  einnimmt,  durch  die  Anzahl  der 
darin  enthaltenen  Molecüle  dividirt  wird.  Das  moleculare  Wegvolumen  aber 
ist  jener  cylindrische  Raum,  welchen  ein  kugelförmiges  Gasmolecül  auf  sei* 
nem  Wege  von  einem  Zusammenstosse  zum  nächsten  berührt.  Es  hat  der- 
selbe also  zur  Höhe  die  mittlere  Weglänge  und  zum  Querschnitt  den  centra- 
len Durchschnitteines  Molecnles.  Die  erwähnte  Formel  heisstnun :  Das  mo- 
leculare Gas  Volumen  ist  5%  mal  grösser  als  das  moleculare  Wegvolumen. 
Beide  sind  überdies  für  alle  Luftarten  gleich  gross.  —  Dieses  Fundamental- 
Theorem  bahnt  den  Weg  zu  einer  annähernden  Grössenbestimmnng  der  Luft* 
molecüle.  Zu  diesem  Zwecke  wird  in  dasselbe  der  Ausdruck  des  Conden- 
sationscoefficienten  eingeführt,  jener  Grösse  nämlich,  welche  angiebt,  der 
wievielte  Theil  eines  mit  Gas  gefüllten  Raumes  von  der  Materie  der  Mole- 
cüle wirklich  ausgefüllt  wird.  Nach  dieser  Umformung  lautet  dasselbe:  Der 
Durchmesser  eines  Gasmolecüles  ist  gleich  der  achtfachen 
mittleren  Wegelänge  multiplicirt  mit  dem  Condensations- 
co  efficienten.  Der  Condensationscoefficient  ist  aber  für  jene  Substanzen, 
welche  man  sowohl  im  gasförmigen,  als  auch  im  tropfbar- flüssigen  Zustande 
kennt,  annäherungsweise  bekannt.  Denn  es  ist  aller  Grund  vorhanden,  an- 
zunehmen, dass  in  den  Flüssigkeiten  die  Molecüle  einander  berühren,  oder 
genauer,  dass  die  Mittelpunkte  zweier  nächstgelegener  Molecüle  in  der  Flüs- 
sigkeit sich  sehr  nahe  in  demselben  Abstände  von  einander  befinden,  wie 
während  des  Zusammenstosses  in  der  Dampfform.  Leider  ist  aber  die  Luft 
nicht  condensirbar,  und  doch  kennt  man  nur  für  sie  die  mittlere  Wegelänge. 
Glücklicherweise  hat  die  Chemie  in  der  letzten  Zeit  Mittel  gefunden,  die 
Dichte  einer  Flüssigkeit  mit  grosser  Zuverlässigkeit  aus  ihrer  Zusammen- 
setzung zu  berechnen.  Diese  Formeln  liefern  für  die  atmosphärische  Luft 
den  Condensationscoefficienten  j^^ir  °^^  ^^  ^^®  genauesten  Untersuchungen 
für  die  mittlere  Wegelänge  derselben  den  Werth  170  Millionstel  •  Millimeter 
gegeben  haben,  so  erhalten  wir  schliesslich  /=  1,1.7  Millionstel  -  Millimeter, 
d.  h.  der  Durchmesser  eine«  Luftmolecüls  beträgt  ungefähr  1  Millionstel  des 
Millimeters. 

Zu  den  kleinsten  gemessenen  Grössen  der  Physik  gehört  die  Länge 
der  Lichtwellen.  Der  berechnete  Molecül  -  Durchmesser  beträgt  nur 
den  700.  Theil  der  Wellenlänge  des  rothen  Lichts,  und  er  verhält  sich 
asur  Länge  einer  Linie  ungefähr  wie  die  Liuie  selbst  «it  ^^uNÄOoÄii.'Äss^Ä- 
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Faradfty  hat  diireb  ein  smnreicbes  Yerfaliren  Göldliäutchen  dar^eßt^lU, 
welcUe  irnr  müht  eme  Dicke  tou  ^^^  Wolknlänge  de«  Lichtes  LeeasseD,  uud 
demnach  nur  nocii  3  bis  5  Gcildmalecüle  übereinander  gebcLkhiet  enthicUen« 
Sie  waren  auch  bereits  mit  weissem  Liebte  durebscheinend.  Km  Cubikniü- 
limeter  Luft  entbüU  800  Billioneti  Moleeüle;  wäre  aber  die  Luft  zur  Flüsdg- 
keit  condenfiLrt,  so  würde  diese  An^cahl  zur  Trillion  auf&teigen,  und  endlich 
haben  i\h  im  Trillionstel  Milligramm  die  scbicl^licbe  GewicbtseinheU  für  die 
Atome  der  Chemiker* 

Aber  bei  aller  Grossartigkeit  dieser  Ziihlen  bleibt  es  uoch  immer  frag* 
Heb,  ob  sie  auÄreichen  für  den  Bedarf  der  unendlich  kleinen  Welten  unserer 
Mikroskopiker.  Ibre  besten  Tnstramente  tragen  bta  zur  Sicbtbatmacbung 
eines  Haumgebildes,  dm&  nur  mehr  2  Millionen  MolecUle  tbierischer  Mate* 
rien,  wie  Albumin  u.  dgl.  zu  fassen  vermöchte-  Es  liegt  »luf  der  Hand,  dasa 
diese  Zabl  sebon  nicht  mehr  au^reicbt,  einen  etwas  complicirteren  OrganU- 
mU6  aufÄübanen,  ebenso  wie  es  nicht  möglich  ist,  mit  1000  farbigen  Glag^tif- 
ten  eio  Gemülde  in  Mosaik  au  reproduciren^  Und  wenn  berühmte  Forscher 
hinter  dem  heutzutage  ibren  Instrumenten  EiTeichbaren  noch  ganze  Heihen 
von  Wesen  in  absteigender  Kleinbeit  vermutbeu,  so  ist  dieses  mit  den  obi- 
gen Berechnungen  scblecbterdings  nicht  in  Eiuklang  ssu  bringen.  Der  sieh 
zunächst  darbietende  Ausweg»  das  Gaemoleciil  selbst  aus  einer  grossen 
Zabl  chemischer  Moleciile  zusammenzusetzen,  ist  unzuUlssig  weg-en  der  noth- 
wendigen  und  doch  höcb^t  unwfiLrscbeiulicliGn  Gleichbeit  dieser  Zabl  für 
alle  Gase  und  Dämpfe.  Ein  zweiter  Ausweg  würde  wenigstens  keine  neuen 
Annahmen  in  die  Atomenlehre  hineinbringen,  wir  meinen  die  Beziehung  der 
die  Atome  umgebenden  AetherbüUen.  In  derLebre  vom  Licht  und  von  der 
Elektricität  ohnehin  unentbehrlich,  dürften  sie  vielleicht  auch  geeignet  sein, 
hier  als  Träger  der  zarteren  Lebenserscheiuungen  mitzuwirken,  und  auf  dem 
sonst  allzuengen  Schauplatz  eine  unerschöpfliche  Mannigfaltigkeit  derselben 
zu  ermöglichen.  Das  chemische  Element  selbst  würde  dann  zum  eigentlichen 
Elementarorganismus,  von  dem  in  der  tastbaren  Materie  nur  das  grobe  Ge- 
rüste im  mikroskopischen  Gesichtsfeld  zur  Anschauung  gebracht  wird.  Doch 
sind  di^s  Speculatiouen,  über  deren  Zulässigkeit  wohl  erst  eine  ferne  Zu- 
kunft entscheiden  wird  und  welche  hier  nur  als  Möglichkeiten  angedeutet 
werden  sollen.  (Sitzungsbericht  der  Wien.  Akad.) 


Berichtig^g. 
(Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  X,  25.) 
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Druck  ton  B.  G.  Teabntr  in  Dresden. 


Literaturzeitung 


der 


Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik 

herausgegeben 

unter  der  verantwortlichen  Redaction 
von 

Dr.  O.  Sohlömiloh,  Dr.  E.  Kahl 

und 

Dr.  M.  Cantor. 


Zehnter  Jahrgang. 


LEIPZIG, 

Verlag  von  B.  G.  Tenbner. 
1865. 


Inhalt. 


Getoliiohte  der  Kathematik.  seit« 

/leronis  Atexandrini  geomeiricorwn  et  »tereomeirieontm  reliquiae ;  accedunt  Didymi 
Alexandr'mi  meruurae  marmorum  ei  Anonymi  variae  coUectiones  ex  Herone^ 

Euelide  a/Üsque,     E  UhrUmmiMcriptit  edidit  J,  Hultsch 1 

Leibnisens  mathematische  Schriften,  heransg^egeben  von  C.  J.  Qbrhardt     .  2 
WoBPCKi,  M.  F.,  Patstiges  relativs  a  des  sommations  de  cubes,  extraüs  de  deux  ma- 

nuscripts  arabes  inidiU 25 

Mabhb,  A.,  Le  Talkhys  d'Ibn  Atbatmd 26 

UuLTSCu,  F.,  Atetroiogicorum  Seriptorwn  Reüquiae.     Fol,  /. 41 

Marrb,  A.,  Kholapat  a  HUsäb^  ou  qtäniessence  du  calculpar  Behd'Eddin  al  Anamouü  42 
VoBBH ,  Chr.  ,  Galileo  Galilei  und  die  römiache  Verurtheilung  des  Kopernikaiii- 

schen  Systems ^ 49 

Gerhardt,  C.  J^  Das  Rechnenbuch  des  Mazimns  Planades 97 

Arithmetik  und  AnalysiB. 

SoHHCKB^s  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung,  herausgegeben 

von  Hbib • 32 

ScHBLLBACB,  K.  H. ,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta- 

Functionen 84 

ScHLÖMiLOH,  O.,  Handbuch  der  algebraischen  Analjsis 96 

HoÜBL,  G.  J.,  Fünfstellige  Logarithmentafeln  der  Zahlen  und  der  trigonometri- 
schen Functionen 36 

LBBBSOUB,y.  A.,  Tabtes  pour  la  dicomposition  des  nombr&t  en  ieurs  faeteurs  pr emiers        3*) 

Hbrtbbr,  H.,  Mathematische  Tabellen,  Formeln  und  Constructioncn     ....         38 

Strauch,  G.  W.,  Praktische  Anwendungen  für  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen              45 

Durbob,  Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  veränderlichen 

Grösse 62 

Gböttbfibn,  £. ,  Die  Integration  zusammengesetster  Functionen  nach  der  Me- 
thode der  unbestimmten  Coefficienten 100 

Martus  ,  H.  C.  E. ,  Mathematische  Aufgaben  für  die  obersten  Classen  höherer 

Lehranstalten .^ 101 

Geometrie  und  Trigonometrie. 

SoHMDORFBR ,  K. ,  Lchrbuch  der  Geometrie  für  die  oberen  Classen  der  Mittel- 
schulen      15 

Dasselbe  Werk 58 

Grassmanr,  H.  ,  Lehrbuch  der  Trigonometrie  für  höhere  Lehranstalten    ...  19 

AscHBVBORN,  K.  H. ,  Lohrbuch  der  Geometrie 27 

JuHOHAHH,  G. ,  Tetraedrometrie,  Bd.  2 51 

Schüttb,  W.,  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 81 

Martus,  H.  C.  E.,  Mathematische  Aufgaben 101 

Schmitt,  C,  Die  Principien  der  neueren  ebenen  Geometrie  und  deren  Anwen- 
dungen auf  die  geradlinigen  Figuren  und  den  Kreis 103 

Job  ,  M. ,  Lehrbuch  der  Geometrie,  2.  Thl 105 

Schwarz,  H.,  Die  Theorie  der  geraden  Linie  und  der  Ebene 108 


IV  Inhalt. 

Desoriptive  Geometrie.  Seite 

DiBTSRLf  F. ,  Leitfaden  für  den  Unterricht  im  technischen  Zeichnen     ....  18 

Bbaumxrsbeutheb  ,  Das  geometrische  Zeichnen 91 

Astronomie  und  Physik. 

Kribt,  J.,  Anfangsgründe  der  Natnrlehre  für  die  unteren  Classen  der  Mittel- 
schulen       44 

WiHKLBB,  £.,  Die  Aknstik  in  elementarer  Darstellung 87 

Cabl,  Ph.,  Repertorium  der  Cometen- Astronomie 89 

ScHBFPLER,  H.,  Die  physiologische  Optik,  1.  Bd 107 


Bibliographie Seite  22,  39,  40,  67,  93,  110 

Mathemntisches  Abhandlungsregister:  Januar  bis  Juni  1864  .     •     •        70 

Juli  bis  December  1864    .     .       112 


Literaturzeitung. 


Kecensionen. 

Heronis  Alezandrini  geomelncorum  et  stereometricorum  reliquiaei  accedunl 
Didymi  Alexandriui  mensurae  marmorum  et  Anonymi  variae  coUecliones 
ex  Herone,  Euclide^  Gemino^  Proclo^  Anatolio  alHsgue.  E  libris  manu 
scripHs  edidii  F.  Hultsch.  Berlin,  Weidmann  1864. 
In  denvIX.Bande  dieser  Zeitschrift  hatHerr  Dr.  Hultsch  beiGelegen- 
heit einer  vortrefflichen  Abhandlung  „über  den  Heronischen  Lehrsatz  über 
die  Fläche  des  Dreiecks  ala  Function  der  drei  Seiten"  (S.  225— 249)  eine 
Herausgabe  der  sämmtlichen  geometrischen  und  stereometrischen  Schriften 
des  Heron  angekündigt.  Die  Vollendung  des  Druckes  dieses  Werkes  ist  es, 
welche  wir  heute  das  Vergnügen  haben,  unsern  Lesern  zu  melden.  Aller- 
dings würde  die  Bedeutsamkeit  der  genannten  Schriften ,  deren  Entstehung 
auf  das  Geheiss  des  ptolemäischen  Hegenten  hin  Hultsch  so  schön  nach- 
gewiesen hat,  eine  eingehende  Besprechung  verdienen.  Es  wäre  eine  schöne, 
dankbare  Aufgabe,  welche  gleichfalls  Hultsch  in  der  Vorrede  seiner  Aus- 
gabe schon  andeutet,  die  Werke  Heron  s  in  der  Weise  zu  prüfen,  dass  man 
zu  ermitteln  suchte,  was  bei  diesen  Erzeugnissen  des  zweiten  vorchristlichen 
Jahrhunderts  als  altegyptisches  Eigenthum,  was  als  griechischen  Ursprunges 
zu  betrachten  sei,  was  dem  geistvollen  Heron  selbst  angehöre,  was  endlich 
erst  durch  spätere  Ueberarbeitung  hinzugekommen.  Wir  würden  uns  dieser 
Aufgabe,  zu  deren  Lösung  Martin  wie  Hultsch  einen  grossen  Theil  der 
Vorarbeiten  geliefert  haben,  nicht  entzogen  haben,  wenn  uns  nicht  ganz 
bestimmte  Gründe  daran  verhindert  hätten ,  unter  welchen  nur  der  Wunsch 
genannt  sein  mag,  eine  rasche  Anzeige  des  Buches  zu  liefern,  während  die 
Zeit  zu  einem  ausführlicheren,  mit  eigenen  Untersuchungen  verknüpften 
Keferate  uns  jetzt,  wie  für  die  nächsten  Monate  durchaus  fehlt.  So  mögen 
denn  unsere  Leser  ebenso  wie  der  gelehrte  Herausgeber  die  Kürze  dieser 
Notiz  entschuldigen ,  und  aus  derselben  weder  auf  ein  geringeres  Interesse 
schliessen,  welches  wir  an  dem  Werke  nehmen,  noch  auch,  und  das  noch 
viel  weniger,  auf  ein  geringeres  objectives  Interesse,  welches  der  neuen  und 
ersten  zuverlässigen  Ausgabe  der  heronischen  Geometrie  innewohnt. 

Cantor. 

Liifialuizrct.d.  Z.iNt;i/.  A  .VjI/i.  u.l'hvs.  \,  I.  ^ 
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Letbnix  hat  durcli  die  Vielseitigkeit  eeinfirBildting, den  Umfang eeinog 
WisBi^ns,  die  Tiefe  seiner  wissenscbaftlidien  Forichungen,  die  anregeode 
Macl^t  seint^r  Persönlichkeit,  die  innigen  Bezielmngen ,  in  welche  er  muh 
3En  seinen  hervorragendsten  Zeitgenßssen  eh  setzen  wtiBste,  einen  so  bedeu- 
tenden EintlufiS  ÄUf  die  Fortentwickelung  der  Philosophie,  der  Geschichte 
n  s,  f-t  besonders  anch  der  MEthematik  finsgeübt,  er  hat  ferner  dadnteh  in 
titm^r  Zelt,  in  welcher  der  Deutsche  zumal  ausserhalb  des  Heichea  gering 
geat-htet  ward,  dem  Äwslancle  solche  Ächtung  und  so  hohe  Anerkennung 
deutscher  wissenschaftlicher  Tüchtigkeit  abgeniugen,  dass  es  schon  deshalb 
PHicht  dcrDankbnrkeit  i£tf  LeibnizBns  Andenken  hoch  und  in  Ehren  zu 
halten.  Und  als  Zeichen  eoU^her  Dankbarkeit  lat  auch  eine  jener  grossen  Ver 
dif^nnte  würtlige  Gesammt ausgäbe  seiner  Werke  alUcitig  begrüsst  worden. 

Leider  muss  jedoch  Bpf^rent  bekennen,  dass  der  von  Gerhardt  redi- 
givte  mathematische  Theil  der  Ausgabe  jene  Anforderung,  der  hohen  ■wisaeii- 
schaftlichen  Bedeutung  Leibnizeus  zu  entsprechen,  nicht  erfitllt.  Der 
Herausgeber  hStte,  befor  er  eine  solchem  Arbeit  übernahm,  sich  prüfen  sollen, 
ob  er  ihrer  Ausffihmng  auch  gewachsen  sei.  So  tritgt  die  Aus^gabt^  nach 
Y er Echie denen  Seiten  hin  so  sehr  das  Gepräge  des  Ungenügenden ,  dass  es 
wirklich  zu  wünschen  gewesen  wäre,  Gerhardt  bÄtte  die  viele  Hübe,  die 
ihm  gleichwohl  seine  Arbeit  gekostet  haben  mag,  einem  andern  meinen  Kräften 
adaequateren  Gegenstande  zugewendet. 

In  seiner  „Entdeckung  der  höheren  Analysis"  p.  75  giebt  Gerhardt 
an,  Edleston:  „Correspondence  of  Sir  Isaac  Newton  and  Professor  Cotes^'  als 
Quelle  benutzt  zu  haben  —  was  jedoch  Referent  in  hohem  Grade  be- 
zweifelt — ,  hätte  er  doch  diese  Ausgabe  bei  einem  Theile  seiner  Arbeit 
sich  wenigstens  zum  Muster  genommen. 

Um  zur  specielleren  Beurtheilung  der  Gerhard  tischen  Sammlung 
überzugehen,  so  ist  zuerst  zu  bemerken,  dass  Gerhardt  allerdings  für  die- 
selbe sich  einen  Plan  gemacht  hat.  Die  ersten  Bände  (I  bis  IV)  sollen 
Leibnizens  Briefwechsel  in  mögliebst  chronologisch  geordneter 
Reihenfolge  (Bd.  I,  p.  VII),  die  übrigen  Leibnizens  mathematische  Ab- 
band luugen  nach  ihrer  Innern  Zusammengehörigkeit  und  sodann  ebenfalls 
nach  der  Zeit  ihrer  Abfassung  (Bd.  V,  p,  I)  zusammengestellt  enthalten. 

Band  1  umfasst  die  Oorrespondenzen  Leibnizens  mit  Oldenburg, 
Collins,  Newton  (1670-93),  mit  Galloys  (1675—78)  und  Vitale 
Giordano  (1689),  Band  II  die  mit  Hugens  (1673— 95),  de  THospital 
(1692—1701),  Band  III  mit  Jacob,  Jobann  und  Nicolaus  Bernoulli 
(16S7-1716),  BandIV  mit  Wallis  (1696-1700),  Varignon  (1701  —  16), 
Grandi  (1703— 14),  Zendriui  (1715— 16),  Hermann  (1704— 16)  und 
Tschirnhaus  (1677—1705). 
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Wenn  nun  hierbei  Gerhardt  vorzüglich  im  Betreff  der  Correspondenz 
mit  Tschirnhaus  von  seinem  Plane  der  Befolgung  einer  chronologischen 
Reihen  folge  abgewichen  ist,  so  möchte  dies  darin  seine  Erklärung  finden,  dass 
dieser  Briefwechsel  erst  1851  aufgefunden  ward;  Band  III  ist  jedoch  1855 
erschienen. 

Nicht  aber  ist  es  mit  einer  planvollen  Bedaction  übereinstimmend,  dass 
Leibnizens  Briefe  an  Schulenburg  sich  mitten  unter  den  mathemati- 
schen Abhandlungen  und  seine  Correspondenz  mit  Bodenhausen  am 
Ende  des  7.  Bandes  befindet;  und  wozu  ferner  ein  besonderer  Supplement- 
band —  den  ja  Gerhardt  zu  einem  ganz  anderen  Zweck  (Bd.  V,  p»  216) 
bestimmt  hatte  —  für  den  Briefwechsel  mit  Chr.  Wolf?  Etwa  weil  er  nur 
zum  Theil  in  die  mathematische  Sammlung  gehört? 

Ebenso  hat  auch  Gerhardt  im  Betreff  der  mathematischen  Abhand- 
lungen seinen  oben  angeführten  Plan  nicht  überall  con^equent  durchgeführt. 
Dieselben  sind,  nachdem  die  „äisserlatio  de  arte  combinatoria^^  den  Reigen 
eröffnet  hat,  in  folgender  Weise  gruppirt:  1.  De  quadralura  arithmelica  circuli, 
ellipseos  el  hyperbolae:  2.  Characterislica  geomeirica  Analysis  sHus;  3.  Analym 
Infinüorum;  4.  Dynamica;  5.  Inilia  mathemalica^  Arithmelica^  Algebraica-, 
6.  Geometrica, 

Hätte  Gerhardt  die  Gruppen  2  und  6,  ferner  1  und  5  und  im  An- 
schluss  daran  3  mit  einander  verschmolzen,  so  würde  er  verschiedenen  Abhand- 
lungen, Wie  der  Nr.X  (Bd.V,  p.278)  —  die  nicht  in  den  5.,  sondern  in  den 
T.Band  gehört  — ,  der  Nr.  XII  (Bd.V,  p.  285)  —  die  nicht  in  die  3.,  sondern 
in  die  1.  Gruppe  zu  setzen  ist  —  u.  s.  f.  die  richtigen  Stellen  angewiesen 
haben. 

Ist  es  femer  überflüssig,  Nr  XXIII  (Bd.V  p.  350)  im  4.  Bande  (p.  95) 
wiederzufinden,  so  zeigt  es  von  einer  unverzeihlichen  Flüchtigkeit,  die 
Abhandlung  XI  (Bd.  V,  p.  279  ff.)  in  ihrer  vollen  Ausdehnung  im  7.  Bande 
p.  331  ff.  wiederum  abgedruckt  zu  sehen. 

Wenn  dem  Herausgeber  dafür  Dank  zu  zollen  ist,  dass  er  wie  die 
Cop-espondenzen  an  Tschirnhaus,  Varignon,  Jacob  Bernoulli  u. 
s.  f.,  so  auch  viele  Abhandlungen  Leibnizens  aus  dessen  Manuscripten 
hervorgesucht  und  zum  ersten  Male  veröffentlicht  hat,  so  würde  er  sich 
sicherlich  ein  grösseres  Verdienst  erworben  haben,  wenn  er  in  der  Auswahl 
derselben  vorsichtiger  verfahren  wäre.  Wozu  die  Veröffentlichung  der 
sämmtlichen  ersten  7  Nummern  des  7.  Bandes,  die  theilweiso  Fragmente  mit 
ganz  elementarem  Inhalt  sind?  Dass  Leibniz  auch  Elementarbegriffe 
klar  zu  fassen  und  in  richtige  Zusammengehörigkeit  zu  bringen  veistandt 
brauchte  doch  nicht  durch  so  viele  ausführlich^Documente  erhärtet  zu  werden. 
Oder  wollte  Gerhardt  seine  Leser  überzeugen,  dass  er  wirklich  treu 
Bd.  V,^p.  136  einige  Stellen  aus  Bd.  VII,  Nr.  I,  p.  249  f.  wiedergegeben 
habe,  oder  damit  sie  erfahren,  wie  Leibniz  Bd.  VII,  p.  84  mittheilt, 
dass  wie  6  +  a  =  +  a  +  6,  so  auch  b  —  a  ^^  a  —  b  aei^  ^X^Ji 


Je  wiinsch^ngwertlier  demnach  eine  umiiclittg*^  Beecbräii kling  hei  der 
Il^rausgnht^  der  Manuscripte  gewesen  und  nicht  alles  fthgedruckt  worden 
wHrft,  was  irgend  driickbftr  eracbien,  um  so  hefremdender  erscheint  es»  dass 
Gerhard l  mehrere  von  LeibniE  selbit  veröffentlichte  Abhandhingen 
niclit  wieder  veröffentlicht  hat.  Ge^cUidit  dies  absichtlich,  oijer  ist  e^  nur 
durch  Jlangel  an  Umsicht  erfolgt?  So  hat  Referent  ausser  anderen  die  Ab- 
Handlung^:  ..Umtm  optkue,,,,  prmcipmm*'  {Acta  Erud.  16S2,  p.  185)  ver- 
gehlieh  gesucht,  die,  weil  Leibniz  zuerat  in  ihr  öffentlich  »eine  nenc« 
Weihode  de  maximis  ei  mirnmisi  envJihut  und  angewendet  hat,  weit  eher  eine 
Anfi\ahme  in  die  Sammlung  verdiente,  ab  ßo  manche  andere. 

Es  möge  jedoch  ein  zweiter  Punkt  in  dai*  Auge  gcfasst  werden.  Wie 
ein  allgemeineB  Specialinhaltsverzeiehniss,  so  verminat  Referent  auch  eine 
Gesammteinleitung,  in  welcher  in  gedrSngter  Darstellung  die  wichtigsten 
Momente  aus  dem  Leben  Leibniz ens,  seine  vorzüglichsten  mathema- 
tischen Entdeckungen  und  Arbeiten ,  ihrem  Gange  und  Wesen  nach,  so  wie 
Leibnizens  Beziehungen  zu  den  Mathematikern  seiner  Zeit  u.  s,  w*  mit- 
getheilt  würden.  Anstatt  dessen  hat  es  Gerhardt  vorgezogen,  mehr  als 
20  besondere  Vorreden  zu  den  einzelnen  Ahtlieilnngen  zu  gehen,  wovon 
zunächst  die  natürliche  Fidge  die  ist ,  dass  sich  Wiederholungen  verschie- 
dener Einzelheiten  in  unerquich  lieher  Weise  anhHufen. 

80  wird  —  um  nur  Einzelnes  anzuführen  —  der  Beziehungen  Loib- 
nizens  zu  Boineburg  Bd.  Ip  p.  V,  p.  3;  Bd,  VI,  p.  1,  zu  Hugens 
Bd.  I,  p.  V;  Bd.  H,  p.  4f.;  Bd.  V,  p.  216;  Bd.  VI,  p.  7  gedacht;  femer  zu 
Job.  Bernoulli  allein  wegen  der  Erfindung  der  Integralrechnung  Bd.  III, 
p.  115;  Bd.  IV,  p.  427;  Bd.V,  p.  218;  Suppl.  Bd.V,  p.  4  und  dabei  Aus- 
drücke wie:  „Auf  8  chamlose  Weise  verfuhr  namentlich  Job.  Bernoulli*'; 
„die  Folge  davon  war,  dass  Joh.  Bernoulli  der  Ei-finder  der  Integral- 
rechnung zu  sein  sich  anmasste,  und  bis  auf  die  neueste  Zeit  auch  dafür 
gehalten  worden  ist".  Warum  sagt  Gerhardt  nicht  von  wem?  Warum 
verweist  nicht  Gerhardt  auf  Leibnizens  Abhandlung  „rfe  geomelria 
recondiia''  {A.  E.  1686,  p.  292)? 

Abgesehen  von  der  oft  überaus  unangenehmen  Breite  der  Darstellung, 
der  wiederholten  Anwendung  der  Superlative,  der  mehrfach  vorkommenden 
„vielleicht",  „wahrscheinlich",  „wie  es  scheint"  ....  können  einzelne 
Vorreden,  wie  die  zu  den  Correspondenzen  mit  Oldenburg,  Hugons, 
den  Bernoulli 8,  im  Ganzen  genügend  genannt  werden,  obgleich  auch  sie 
noch  vielerlei  zu  wünschen  übrig,  lassen.  Während  z.  B.  die  Notizen  über 
das  Leben,  die  Werke  von  Hugens,  der  Bernoulli  in  den  bezüglichen 
Vorreden  höchst  unvollständig  sind,  und  nur  die  allgemeinen  Inhaltsangaben 
der  Correspondenzen  mit  den  BernouUis,  mit  Hugens  ( —  obgleich  auch 
hier  Verschiedenes,  wie  z.  B.  im  Betreff  des  Calculus  exponeniUdis  fehlt  — )  be- 
friedigend sind,  so  ist  dagegen  iu  der  Vorrede  zu  Tschirnhaus,  dessen 
X^2;ei2^rerfaältn]ssc  ausführlich  mitgethcilt  werden,  von  einer  Inhaltsangabe 
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nichts  wahrzunehmen,  wHhrend  die  zu  Wa  ]  l  i  s  in  jeder  Beziehung  ungenügend 
ist.  Nennt  das  Gerhardt  nach  einem  Plane  arbeiten?  Aohnliches  gilt 
auch  von  den  Vorreden,  die  den  einzelnen  Abtheilungen  der  mathematischen 
Abhandlungen  vorausgeschickt  sind.  Während  z.  B.  die  Einleitung  zur 
I.  Abtheilung  des  5.  Bandes  (p,  83 ff.)  —  von  Gerhardt  zugleich  als  Pro- 
grammabhandlung benutzt  —  befriedigt,  kann  dies  von  den  übrigen  Ein- 
leitungen desselben  Bandes  weniger,  am  wenigsten  aber  von  denen  des 
7.  Bandes  gesagt  werden,  denen  nach  Styl  und  Ausarbeitung  das  Zeichen 
voller  Flüchtigkeit  aufgeprägt  ist.  Zuweilen  ist  est  schwer  zu  errathen,  für 
welche  Leser  Gerhardt  seine  Ausgabe  veranstaltet  hat.  Für  wen  hat 
G  erhardt  es  z.B:nothwendig  erachtet  Bd.  II,  p.6  das  Problem  der  Isochrone 
in . deutscher ,  französischer  und  lateinischer  Sprache  aufzuzeichnen?  Für 
wen  Bd. II,  p.  5  die  Erklärung:  „Das  umgekehrte  Tangentenproblem  (d.  h. 
aus  der  gegebenen  Gleichung  fUr  die  Tangente  dieCurve  zu  finden)"  u.  s.  f.? 
Für  wen  hat  Gerhardt  (Bd.V,  p.  137)  aus  Leibnizens  Manuscripten  die 
belehrende  Bemerkung  ziehen  zu  müssen  geglaubt  *  „Aehnlichkeit,  dieausder 
Form  der  Figur  entspringt,  und  die  Congruenz,  die  durch  Verbindung  der 
Gleichheit  und  Aehnlichkeit  hervorgeht"?  Für  wen  die  noch  wichtigere 
Belehrung  (Bd.  II,  p.214),  dass  „die  Integration  der  Differentialgleichungen 
eine  allgemeine  Integrationsmethode  sei"  (!}? 

Weshalb  sind  ferner  einzelne  Vorreden  durch  unnöthige  Excerpte  un- 
nöthig  erweitert?  Was  soll  z.  B.  Bd.V,  p.  219  das  lange  Excerpt,  während 
die  ganze  Stelle  drei  Seiten  später  wiederkehrt?  Was  sollen  die  Excerpte 
Bd.  II,  die  den  grössten  Theil  der  Seiten  7  und  8  einnehmen,  da  sie  in  dem 
folgenden  Briefwechsel  wiederkehren  u.  s.  w.?  Einfache  Citate  hätten  voll- 
ständig ausgereicht  und  der  hierdurch  wie  in  anderer  Weise  unnütz  ver- 
geudete Raum  hätte  zweckdienlicher  verwendet  werden  können. 

Um  aber  nicht  ungerecht  zu  erscheinen,  zumal  da  oben  auch  von  der  Un- 
fähigkeit des  Herausgebers  gesprochen  ward,  so  möge  noch  zum  Schluss  auf 
den  Inhalt  einer  grösseren  Einleitung  z.  B.  der  zu  den  Abhandlungen  des 
VI.  Bandes  ( —  Dynamica  — )  specieller  eingegangen  werden. 

Die  erste  Seite  (3)  enthält  ausser  unzureichenden  Notizen  über  Leib- 
nizens Stellung  und  Thätigkeit  in  den  Jahren  1668 — 1672,  und  sodann 
der  unnöthigen,  weil  Raum  wegnehmenden,. Aufzeichnung  der  —  später 
p.  17,  18,  61  und  62  einnehmenden  —  ausführlichen  Titel  von  Leibnizens 
Abhandlung  Ilypothesis  physica^  zum  ächluss  noch  in  einer  Anmerkung 
die  Mittheilung,  dass  die  erste  Abtheilung  der  Hypolhesis  physica  in  einem 
besonderen  Abdruck  erschienen,  ein  solcher  im  Besitz  des  Herrn  Prof. 
Drobischin  Leipzig  und  ihm  (Gerhardt)  von  diesem  höchst  zuvorkommend 
zur  Einsicht  mitgctheilt  sei.  Soll  man  sich  hierbei  mehr  über  Gerhardts 
dankbares  Gemüth  freuen,  oder  es  mehr  beklagen,  dass  ihm  bei  der  Heraus- 
gabe aller  übrigen  Schriften  Leibnizens  solche  Zuvorkommenheit  nirgend 
weiter  zu  Theil  geworden  ist? 


Auf  .Seite  4  Mit  Gerhardt  es  fftr  nöthwfintH|;,  von  ilor  genannten 
Jugenflschrift  Leibnlzons  —  die  Leiijius  8C'lb«t  »p*ltor  niclil  ala 
Bo  ßcbr  bedeutend  erncbtete  —  eioe  „ganaue"'  Änalj^sa  zu  gebcu,  „weil 
Leib n  12  m  Betreff  seiner  Ideen  uiclit  immer  gcuAu  verstanden  wurden 
und  daher  vielfachen  Angriffen  ausgesetzt  gewpse»  sfli"  (von  weinVk  Zu 
diesem  Zwecke  rpiht  nun  Gerhardt  einige  Sni^e  aus  elnetUf  6  Jfthro  spitejr 
gesehri ebenen  Briefe  Leibnizena  nn  Fabri  (^-^5)  und  aus  p.  21,  22  und 
5S  der  die  p.  17  bU  SO  umfassenden  Abhandliuig  an  einander,  und  nennt 
das  eine  ,,  g  e  n  an  rf  A  n  a  I  j  s  e  **  l  Als  Haupt^^enten^  wird  hii>rbei  (p,  5)  her- 
vorgehoben ^  dass  Leibniz  in  dem  einen  Piincip  —  ,,der  durch  die 
Einwirkung  d^s  Sonnenlichte«  auf  den  alla  Körper  durchdringenden  Aetber 
hervorgohraehten  krcisRjmiigen  Bewegung  deaüelben*'  —  die  Grundlage 
für  die  Mechanik  der  Himmebkörper  aufaiiJäteUen  versucht^  hierbei  «ieli  an 
die  Alten  angcecblossen  und  nichts  vou  den  Neueren  C?  cf.  p.  149)  entlehnt 
habe,  wie  er  denn  auch  tn  dem  —  ab  Nr,  11,  p.  81— ^IS  aus  Lcihaisens 
Manuscripten  veT<>ffent lichten  — ^  Briefe  an  Fabri  (woV)  ausdrückUcb  be- 
rai-rke,  dass  er  seiae  Hijpf>thcsis  phyakü  verfajist  habe,  bevor  er  das  Cnrt©* 
feianische  System  vollst  ändig  gekannt  (—Andere  würden  p.  Si  über- 
setzen „hinreichend  verstanden** —)  habe.  « 

Zu  der  eben  erwähnten  Nn  II,  die  mit  den  Worten  beginnt:  ,*Nt(pfr  e# 
Callifi  rcserstis  incidi  in  Episiülas^^  ,  .  ,  .  macht  Gerhardt  d*e  notb wendige 
und  wichtige  Bemerkung:  „Es  läsBt  dch  nicht  bestimmt  augebr^n^  wenn 
diese§  Schreiben  veifasat  ist^  inrl/^ss  ^o\it  aus  sieinom  Inlmlte  hervor,  dits^!;  ea 
sehr  bald  nach  Leihnizens  Rückkehr  aus  Frankreich  (wann?)  niederge- 
schrieben sein  muBS*^  Wenn  sodann  Gerhardt  den  ganzen  Inhalt  dieses 
Schreibens  als  eine  in  einer  Heihe  von  Lehrsätzen  zusammengefasste 
Wiederholung  des  Inhaltes  der  Hypothesis  physica  bezeichnet ,  wozu  die  un- 
nöthige  Aufnahme  desselben  in  die  vorliegende  Sammlung? 

Nachdem  Gerhardtp.6  noch  einmal  auf  die  Hypothesis  physica  zurück- 
gekommen, um  in  ihr  eine  Fülle  bemerkenswerther  Ideen  zu  finden*),  Leib- 
niz  die  Entdeckung  der  Undulationstheorie  zu  sichern,  und  seines  Um- 
ganges mit  Hngens  1672 — 1676  etc.  gedacht  ist,  wird  p.  8  und  9  ganz 
unnöthig  ein  Excerpt  aus  einer  Lei bniz' sehen  Aufzeichnung  abge 
druckt  und  in  noch  überflüssigerer  Weige  nimmt  Gerhardt  hiervon  Veran- 
lassung, Fauch  er  de  Careil  den  Vorwurf  zu  machen,  dass  er  bei  der 
Herausgabe  seiner  „Ifouvelles  leltres  ei  opuscules  inedits  de  Leihreiz''  {^,  13) 
nicht  einmal  gewusst  habe,  dass  Leibuiz  im  October  1676  nach  Han- 
nover zurückgekehrt  sei.  Hätte  doch  Gerhardt  sich  um  sich  gekümmert 
und  dergleichen  unnütze  Abschweifungen  vermieden!  Wenn  auch  F  au  eher 


*)  Etwa  auch:  p.  39:  ,,AUr actio  efectrica  meo  Judicio  facite  exptican  poteJtt,  ex- 
pticalH  attractione  qua  fumiis  attruhit  igncm*'  oder  p.  35:  ^tSonits  non  consistit  in  motu 
aifit*^  oder  p.  21 :,,... .  admiltfre  mm  possmn:  aequetnr  enim,  ut  htpis  ad  ttri-am^  ita  terram 
celerosgue  plunetas  tid  totem  tendere. 
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de  Careil  irrt,  so  irrt  Gerhardt  nicht  minder;  im  October  war  Leibniz 
nicht  aus  Frankreich  über  England  nach  Hannover  zurückgekehrt, 
vielmehr  verweilte  er  auch  noch  während  des  Monats  November  1676  in 
Amsterdam  (Cf.  Bd.  I,  p.  147). 

Indess  Gerhardt  schweift  noch  weiter  ab  und  hält  dietie  Vorrede  zu 
den  Abhandlungen  Leibnizens  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik  für  den 
geeigneten  Ort,  um  Fragen,  die  in  das  Bereich  der  Philosophie  gehören,  vor 
das  Forum  seiner  geistigen  Superiorität  zu  ziehen ,  sich  selbst  aber  für  voll- 
kommen competent,  „eine  von  Anderen  (wem?)  aufgestellte  Ansicht, 
als  habe  Leibniz  seine  Philosophie  absichtlich  bald  esoterisch,  bald 
cxoterisch  vorgetragen,  als  einen  nicht  sehr  glücklich  gemachten  Unterschied 
zu  bezeichnen^*  und  dazu  eine  scharfsinnige  Bemerkung  zu  machen,  die 
(p.  10)  mit  den  Worten  schliesst:  „Die  französisch  abgefassten  (Abhand- 
lungen) bewegen  sich  durchaus  in  leichterer  Form,  so  wie  es  die  Natur  dieser 
Sprache  verlangt,  dagegen  herrscht  in  den  lateinisch  (über  deuselbeh  Gegen- 
stand) geschriebenen  die  gehaltene  Ausdrucksweise *^  Gelegenheit,  die 
Wahrheit  dieser  wichtigen  Bemerkung  zu  erproben,  bietet  dem  Leser  eine 
Vergleichung  der  Abhandlungen  V  und  VI  mit  Abhandlung  XU. 

Von  den  iu  den  Jclis  ßruditorum  (1684—86)  veröffentlichten  Abhaud-' 
lungen  Leibnizens  über  den  Widerstand  der  festen  Körper  und 
das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  (Nr.  III  und  IV) 
wird  (p.  10)  wenig  mehr  als  die  überflüssig  wiederholten  Titel  mitgethcilt, 
w&hrend  die  mit  Nr.  IV  und  XII  denselben  Gegenstand  behandelnde  Ab- 
handlung V  ebenso  wie  VI  unerwähnt  bleiben,  möglich  dass  Gerhardt  ihre 
Veröffentlichung  aus  Leibnizens  hin terlassenen  Papieren  selbst  für  über- 
flüssig hielt,  aber  es  ist  ja  genug  Baum  da,  wozu  da  mit  ihm  kargen  ? 

Hierauf  gedenkt  Gerhardt  der  beiden  1689  in  den  j4cHs  Erudilonim 
erschienenen  Abhandlungen  Leibnizens  „c/e  resistenlia  medii^''  und 
des  j,Teniamen  de  motuum  coelestinm  causis"'.  lieber  die  erstere  Nr.  VII 
wird  gar  nichts  gesagt,  desto  Bedeutenderes  liefert  Gerhardt  zur  zweiten 
Nr.  VIII.  Zunächst  erklärt  er:  „Sein  (Leibnizens)  Scharfblick  Hess  ihn 
sogleich  erkennen,  dass  durch  die  Gravitationshypothese  Newtons  —  die 
früher  von  Gerhardt  (Bd.  II  p.  8)  als  die  glücklichste  aller  Hypothesen 
gepriesen  ward  —  im  Grunde  nichts  beigebracht  wird  zur  Erklärung  der 
Mechanik  des  Himmels.**  ...  Leibniz  hielt  sich  demnach  berufen,  im 
Betreff  dieser  hochwichtigen  Frage  (p.  11)  seine  Ansichten  zusammenzu- 
stellen. Und  nun  behauptet  Gerhardt  mit  einer  unnachahmlichen  Naivität : 
Leibniz  habe  in  jenem  Tentamen  als  Hypothese  zur  Erklärung  der 
Mechanik  des  Himmels  den  Satz  aufgestellt,  „dass  das  von  der  Sonne  aus- 
gehende Licht  eben  jene  nach  dem  Quadrate  der  Entfernung  abnehmende 
Kraft  sei,  welche  den  im  Kosmos  vorhandenen  Aether  in  Bewegung  setze, 
wodurch  denn  weiter  .  .  .  ."  Wenn  Gerhardt  allerdings  solche  Sachen 
aus  jenem  Tentamen  herauszulesen  sich  erkühnt,  so  weiss  man  wirklvd^. 
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ipdli,  ob  mftn  diei  melir  einer  natütlicbe^  Keckbeit  oder  wirklicher  IFn* 
flihigkeit  ÄUinessou  soll  Ei  steht  von  jemir  Belmuptnng  auch  nicht  da^ 
Geringste  in  der  gedachton  Abhandlung,  nnd  Gerhardt  crr^tbet  nicht, 
wenn  er  vorher  iu*&  Blaue  hinein  Vorwurfe  vom  Nichtvt^r^tehcn  Leib> 
uiK^echcr  Ideen  macht.  Nachdem  Gerhardt  noch  Weiteres  hinzu- 
gefügt, scblieast  er  seine Zusammenetellnng  nut  üen Worten:  f,Und  dotmocb 
belmrrte  Lolbniz  bei  der  ßebauptung,  dat>s  die  GravitatiaDsbypotheae 
Newtons  uo^ulKngUch  gel,  ebeti@o  wie  sein  Lehrer  und  Freund  ilngens^ 
Et  unterwarf  (p»  12),  nachdem  er  Newtons  Werke  {sie!)  genau  studirt 
"hfttti*,  den  oben  genannten  unter  »ehr  ungünätigen  VerhRUnis^en  nnsge- 
arbeitctcn  Entwurf  einer  sehr  sorgftiltigen  Uevifiion  —  es  iat  die«  die 
hier  (Nr*  IX)  zum  ersten  Male  gedruckte  zweite  Bearbeitung  des  Ten  ta- 
rnen.*' —  Wie  aber  Referent  den  llerausgeber  wiederholt  in  seiucrn  Be- 
hauptungen un^nverhiäsig  gefunden  bat,  so  ist  er  auch  hier  —  und  nicht 
mUein  KurKhre  Lelbnizene  —  der  Ansicht,  dass  Nr.  IX  die  uri^piünglich 
von  Leibniz  verfasste  Ahb*indbing  ist,  und  da^Js  sie  eutwodor  van 
Leibniz  selbst  oder  von  Pf  nutz  in  Leijjs^ig  so  weit  Ebgekünst  ward, 
um  nachher  in  der  Gestalt  von  Nr,  VHI  zu  ersclieinen* 

Aber  auch,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  so  ist  der  Abdruck  der 
ganzen  Nr-  IX  wieder  übertÜisHig;  dasjenige,  was  IX  —  es  sind  mit  Ana- 
uabme  kleiner  in  Artik,  7  uud  S  anzubringender  Aendcrungen  mir  Znsnt^e 
—  mehr  enthält,  brancble  nur  bei  Nr*  VIII  p.  HO  ab  Anhang  2ür  Einleitung, 
desgleichen  bei  Artik.  2,  11,  18,  19,  20  und  27  in  Klammem  beigeftigt  za 
werden;  die  übrigen  24  Artikel  sind  in  beiden  Abhandlungen  volhitftndig 
gleichlautend,  ihr  Wiederabdruck  also  annütze  Raumverschwendung.  Wollte 
etwa  Gerhardt  erklären,  dass  ip  dem  zur  Einleitung  von  Nr.  VIII  fehlen- 
den Zusatz  jene  Behauptung  von  Leibnizens  Sonnenlichtbypothese  ent- 
halten sei,  so  möge  er  erst  etwas  genauer  den  betreffenden  Abschnitt  durch- 
lesen (p.  164  analogos!). 

Wie  jedoch  anderwärts  Gerhardt,  sobald  der  Gegenstand  ein  tieferes 
Eindringen  in  das  Gebiet  der  höheren  Mathematik  verlangt,  sich  in  Schwei- 
gen hüllt,  so  ist  auch  in  der  Einleitung  von  dem  eigentlichen  Inhalte  des 
Tentamen  nichts  gesagt,  auch  nichts  darüber,  ob  Leibniz  etwas  aus 
Newtons  Principiis  philosophiae  naturalis  entlehnt  habe,  und  ebensowenig 
wird  später  (p.  12)  vx)n  Gerhardt  angegeben,  worin  die  Vertheidigung 
Leibnizens  (Nr.  XVII  und  XVIII)  gegen  den  deshalb  von  D.  Gregory 
(Astr.  phys.  p.  99)  erhobenen  Angriff  bestand.  War  es  anangenehm,  dem 
Varignon,  den  Gerhardt  gemäss  seiner  Klassifaction  der  Mathematiker 
dem  2.  Range  zugesellt  (Bd.  IV,  p.  87),  wegen  der  von  ihm  dem  Leibniz 
gemachten  Mittheilung  (Bd.  IV,  p.  139)  ein  höheres  Verdienst  .beizu- 
legen, oder  wünschte  Gerhardt  der  Rechtfertigung  der  Leibuiz'schen 
Theorie  hinsichtlich  der  Erklärung  der  Cometenbeweguugen  durch  die 
Vortices  enthoben  zu  sein? 
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Die  ferneren  Erörterungen  p.  12  fp.  beziehen  sich  n.  A.  auf  die 
Leibniz'sche  Eintheilnng  der  Kräfte  in  active  und  passive  etc.,  die 
Gerhardt  einer  der  Nr.  II  beigefügten  Beilage  entnimmt,  welche  Beilage 
richtiger  nach  Nr.  XVI  zu  setzen  war.  Nachdem  sodann  noch  einmal  auf 
Nr.  IV,  dessen  ausführlicher  Titel  wiederum  angeführt  wird,  zurückgegangen 
und  des  Streites  mit  Papin,  Conti  etc.  über  das  Princip  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  gedacht  war,  schliesst  die  Vorrede  mit  der  Nennung  des, 
wie  Gerhardt  sagt,  grossen  und  selbständigen  Werkes  Leibnizens: 
„Dynamicfi  de  potentia  ei  legibus  naturae  corporeae^^  über  dessen 
Inhalt  Gerhardt  nichts  weiter  angiebt,  das  aber,  wie  es  selbst  Leibnizens 
Zeitgenoasen  nicht  viel  Neues  geboten  haben  würde,  so  auch  für  die  Gegen- 
wart nicht  von  so  grossem  Interesse  ist,  dass  sein  Abdruck ausLeibnizens 
Mauuscripten  so  überaus  nothwendig  war. 

Drittens  hat  Gerhardt  erkannt,  dass  eine  Ausgabe  der  Werke 
Leibnizens  fUglich  mit  Noten  bedacht  sein  müsse,  wie  denn  natürlich  in 
den  Correspondenzen  und  Abhandlungen  so  verschiedene  Persönlichkeiten, 
Probleme  und  Beziehungen  erwähnt  werden ,  im  Betreff  deren  auch  einem 
in  der  Mathematik  und  ihrer  Geschichte  sehr  bewanderten  Leser  eine  kurze 
Aufklärung  oder  Verweisung  auf  diese  oder  jene  Quelle  wünschenswerth 
wäre.  Das  erfordert  freilich .  eine  umsichtige  und  mühevolle  Ecdaction. 
Von  einer  solchen  ist  jedoch  in  der  vorliegenden  Sammlung  wenig  zu  spüren. 
Gerhardt  hat  meist  nur  benutzt,  was  sich  ihm  zufällig  und  bequem  darbot« 
Dieses  Urtheil  in  derselben  Ausführlichkeit  wie  vorhin  zu  begründen ,  steht 
Referent  Herrn  Gerhardt  gern  zu  Diensten;  hier  möge  z.  B.  der  Kürze 
halber  nur  Einzelnes  aus  Bd.  I  und  V  folgen. 

Die  Anmerkungen  zu  Bd.  I  enthalten  theils  selbständige  Zusätze  Leib- 
nizens, theils  Angaben  von  Sammlungen,  denen  Gerhardt  einzelne 
Briefe  entnommen  hat ,  theils  die  unnützen  Bemerkungen :  „Bereitsge- 
druckf  wobei  nicht  gesagt  wird,  wann  und  wo?  (z.  B.  p.  51,  53  ff.),  die 
um  so  <lberflüssiger  sind,  als  dasselbe  dann  auch  p.  154,  162  ff.  hätte  bemerkt 
werden  müssen ,  da  die  betreffenden  Briefe  ebenfalls  früher  wiederholt  im 
Druck  erschienen  sind;  ferner  umfassen  sie  noch  einige  Emendationen  wie 
p.  24  Küfleriano,  p.  81  Bombelli,  p.  73  Darium;  was  sollen  aber 
diese  Notizen,  wenn  nicht  bemerkt  wird,  wer  Küfler,  Bombelli,  Darius 
waren?  Wenn  die  nach  anderen  Quellen  p.  52,  53  ...  .  gegebenen  8  Cor- 
rectureu  am  Ort  sind,  warum  fügt  dazu  Gerhardt  nicht  auch  p.  121,  ,,hujus 
naiurcte"'  für  yyludus  naturae'^?  Die  weiter  von  Gerhardt  beigebrachten  acht 
Notizen  sind  brauchbar,  lassen  es  aber  um  so  mehr  wünschen ,  dass  über 
Pell,  Hook,  Jac.  Gregory,  Kaufmann  etc.,  deren  wiederholt  im 
ersten  Bande  Erwähnung  geschieht,  auch  kurz  referirt  wäre. 

Im  V.  Bande  finden  sich  p.  123,  126,  128  die  unnöthigen  Bemerkungen  : 
„Zuerst  gedruckt  in  den  /icl,  Erud.^*'  .  .  .  ( —  wie  fast  immer  trotz  der 
vorangehenden  Ausführlichkeit  ohne  Angabe  der  betreffenden  ä^vt^  — \n 
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■  ^JvCwav^'^  ifW^^Vf'^^V'^  ^ji^ 


fmier  p.  220,  226,  234 steta  die  B^merkon^;  ,.JrL  ErufL  _  ,  ,%  dl 

elien  ä"  llWfirllüääi|^  «liiid,  da  dieselbe  NotiK  bi-^rcitj  p,  IV ß',  »tebt. 

Wi«  Gerliardt  «ich  bei  der  Abrassuiig  seinor  Noten  von  rein*?r  Wilt 
ktir  leiten  IKsst,  bekimdet  ä,  B.p.  135,  anf  wplcber  des  Vieta,  l>eKcart**ö, 
I*a«cAt,  Deaargnes  und  Oarcavi  gedacbt  wird,  und  nur  im  Betreff  der 
Pt*r8(inliclikeit  Carcavi's  *inc  karae  Notitx  gegeben  wird"/  Ist  etwa  De- 
öargtieB  um  so  viel  bekanoter?  Wie  hMttc  der  zu  Andern  Zwecken  nn- 
ii^iihig  i«  ÄDüprueb  genoniuif^ti^  Kjmni  im  Bezug  biernuf  ssu  muet  Leibni- 
«ene  würdigen  AuBgft.be!  verv? endet  werden  können?  Am  begten  wäre  es 
gewesen»  Gerbnrdl  l^iUte  sich  aller  Noten  rutbaltcn,  flenn  was  er  sich  bi  er- 
bei  erlaubt,  ist  zuweilen  nnle^eiflicb.  So»  stcbt  Bd.  VII,  p*  5  die  Note: 
„Siehe  die  CorresporKlen^  mit  Tscbirnhaus  Bd.  IV",  obne  jede  Angabe 
der  betreflVndtm  Seite  501.  Es  liegt  iti  aalcbem  titicbtigen  Verfabren  eine 
Nicbtiiclitnngund  eine  Arroganz;  die  »!cb  Dar  aus  ihrer  Vei-f^inigu ug  mit  ibrer 
ahn  lieb  lautenden  Uetii^süin  erklltri*n  lassen  mochte^  die  aber  eiiipa  Ma  1:11100 
unwürdig  ist,  df*T  Grund  genug  bat  Leibni^  dankbar  zu  sein,  der  anr 
Erbobuiig  von  Lelbnizens  Rubm  bcn  weitetnnicLt  so  viel  beigetragen,  als 
©r  demselben  entzogen  liaL  Mit  bto(?er  un  gemessen  er  Lobbudelei  dieut 
man  keinem  grossen  Manne*  ■ 

Wiinwcbenfewerth  wSre  viertens  zuweilen  eine  genantere  Angabe  ge- 
wesen, aus  weleber  bestimmt  ersichtUcli  wäre,  In  wekliem  Umfange  Ger* 
bar  dt  auflser  den  Manuseripten  die  vorbandeuen  Quellen  benutzt  bat. 

In  der  Vorrede  zu  driu  Hn<*fweeb^el  mit  Ihigcns  (Bd.  11,  p.  9)  sagt 
Gerhardt,  dass  er  bei  seiner Redaction  die  üylenbroek'sche  Sammluug 
benutzt  habe,  und  dass  der  aufmerksame  Leser  bei  Vergleichung  beider 
Ausgaben  sich  überzeugen  werde,  das  die  Gerhardt'sche  mehrere  Briefe 
enthalte,  die  bei  Uylenbroek  fehlen,  und  dass  andere  Briefe,  die  in  der 
Uylenbroek'schen  Sammlung  nur  nach  dem  Hu gens' sehen  Entwürfe 
mitgetheilt  sind,  bei  ihm  vollständig  erscheinen.  Hätte  Gerhardt  selbst 
nicht  so  aufmerksam  seinen  Lesern  gegenüber  sein  und  knrz  aifgeben 
können,  welche  Briefe  er  der  Uylenbroek'schen  Sammlung  entlehnt 
hat?  Fürchtete  er  vielleicht  den  Vorwurf  zu  grosser  Penibilität?  Die  von 
Uylenbroek  gegebenen  Entzifferungen  Hugens'scher  Anagramme 
(Uylenbroek  Bd.  II,  p.  38  und  83)  fehlen  bei  Gerhardt  (Bd.  II,  p.  48 
und  87).  Eben  so  wenig  giebt  Gerhardt  im  I.  Bande  überall  bestimmt  an, 
welche  Briefe  von  ihm  nach  vorhandenen  Originalen  herausgegeben, 
welche  er  aus  Wallis,  Dutens  u.  s«  f.  entlehnt  hat,  was  in  einzelnen 
Fällen  sehr  erwünscht  wäre,  nicht  blos  wegen  des  p.  154  fehlenden  Datums 
(2L  Juni  1677). 

Im  Betreff  des  Briefwechsels  mit  Johann  Bernoulli  stand  Ger- 
hardt die  1745  in  Genf  erschienene  Ausgabe  desselben ^zu  Gebote.  Ger- 
hardt sagt  von  derselben  (Bd. III,  p.  132),  „dass  sie  lückenhaft  und  un- 
vollständig sei,  nur  die  wenigsten  Briefe  ohne  Auslassung  abgedruckt 
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8iud  ....  nnd  dass  der  unbekannte  Herausgeber  die  harten  und  nicht  eben 
auf  feine  Weise  ausgedrückten  Urtheile  Bernoullis  unterdrücken  zu 
müssen  geglaubt  habe.  In  seiner  Ausgabe  seien  die  Lücken  dagegen  sämmt- 
lieh  ausgefüllt,  und  lieferten  ein  treflliches  Material,  um  ein  deutliches  Bild 
von  dem  Charakter  Job.  Bernoullis  zu  gewinnen.  Die  Briefe  Lei bni- 
zens  hätten  jedoch  in  Ermangelung  der  Originale  grösstentheils  so  wieder- 
gegeben werden  müssen,  wie  sie  in  der  Genfer  Ausgabe  sich  vorfänden". 
Dazu  ist  zu  bemerken,  dass  Gerhardt  eine  Sammlung  der  Werke  Leib- 
nizens  zu  gebei\hat;  daher  war  es  minder  nothwendig,  dasjenige  mit  auf- 
zunehmen, was  in  den  Bern oull i' sehen  nicht  von  weiter  bedeutendem 
Interesse  ist  —  mag  es  auch  noch  so  sehr  zur  Charakteristik  Bernoullis 
beitragen,  von  dem  Gerhardt  in  nicht  harter  und  nicht  eben  unfeiner 
Weise  sagt:  „Er  strotzt  durch  und  durch  von  ungemessenem  Stolze  und 
höchster  Anmassung  etc."  (Bd.  III,  p.  113)  —  und  zwar  um  so  weniger,  als 
es  ja  Gerhardt  nicht  möglich  war,  die  in  den  Leibniz' sehen  Briefen 
vorhandenen  Lücken  sämmtlich  auszufüllen,  und  als  drittens  Gerhardt 
in  den  Briefwechseln  mit  Varignon  und  Hermann  es  (Bd.  IV,  p.  88 
nnd  258)  für  nothwendig  erachtet  hat,  alles  auszuscheiden,  was  nicht  von 
wissenschaftlichem  Interesse  ist.  Oder  soll  man  das  etwa  auch  Consequenz 
nennen V  Und  weiter,  weshalb  glaubt  Gerhardt  sich  berechtigt,  jenen  un- 
bekannten Herausgeber  nur  zu  tadeln,  zumal  da  1.  Gerhardts  Bemerkung 
„dass  nur  die  wenigsten  Briefe  ohne  Auslassungen  abgedruckt  sind", 
übertrieben  ist,  da  2.  Gerhardt  wissen  musste,  dass  ohne  Bernoulli's 
—  der  erst  1748  starb  —  Zustimmung  jene  Ausgabe  gar  nicht  veranstaltet 
werden  konnte ,  und  BernouUi,  wie  gering  auch  Gerhardt  von  seinem 
Charakter  denken  mag,  doch  noch  so  viel  Tact  besass,  Bemerkungen,  die  in 
Rücksicht  auf  gegenseitige  Discretion  gemacht  waren,  nicht  der  Oeffentlich- 
keit  preisgegeben  zu  sehen,  3.  aber  Gerhardt  es  unerwähnt  gelassen  hat, 
dass  er  die  meisten  seiner  Notizen  zu  dem  gedachten  Briefwechsel  jener 
Ausgabe  entnommen  hat?  Warum  zeigt  sich  denn  Gerhardt  nicht  hier 
auch  dankbar?  Weit  ehrenvoller  wäre  es  für  Gerhardt  gewesen,  wenn 
er  der  Genfer  Ausgabe  die  ihr  gebührende  Anerkennung  hätte  gönnen 
wollen.  Sie  hat  vor  der  seinen  mancherlei  Vorzüge :  1 .  ausser  der  kurzen  Inhalts- 
übersicht der  einzelnen  Briefe  am  An  fang  den  sehr  brauchbaren  Index 
am  Ende  des  Werkes,  2.  die  grössere  Anzahl  der  Citaite  und  3.  grössere 
Sorgfalt  der  Correctur. 

Hierbei  kann  es  Beferent  überhaupt  nicht  verschweigen ,  wie  störend 
ihm  wiederholt  die  vielen  bei  der  Leetüre  der  Gerhardt^schen  Ge- 
sammt ausgäbe  entgegentretenden  Druck-  und  Redactions fehler  ge- 
wesen sind ;  Referent  hat  deren  allein  weit  über  hundert  bemerkt ;  und  geradezu 
lächerlich  ist  es,  bei  solcher  Fülle  am  Ende  des  U.  Bandes  3,  und  des 
IV.  Bandes  1  Druckfehler,  im  Ganzen  demnach  4  verzeichnet  zu  sehen. 

Zum  Schluss  noch  einige  Bemerkungen.     Gerhardt  ist  wie  bex^x^.^ 


t 


12  Litoratttrssoitttu&, 


IV^  l-lü^^^'b^t^^^  1^  Jt^ 


etvHhnt,  ein   eifriger  Lobrcdni^r  T/oihniaßne»  sicli  nft  %n  Ub^rsdiwilng' 


AiiH<lrikkpn  veretetgend  und  nudi  dumit  den  Riiuni  ans  killend 
(a.  B.  Band  V,  p.  4:  ^.KraBz  der  UnstefbUchkeit",  „rlcslgei« 
Uiiternebmen",  H^üloeitales  Unternehmen",  „GrossaTtigkeit 
des  Untcraebmens^^  Energie  eines  groaaen  G©istea*\  „gross- 
artiger  Gedanke"*.*,  alles  auf  einet  Seite).  Dass  LeibuiK  aU 
Mi^nsch  menscblieher  SchwÄcbe  unterworfen,  also  aucb  dem  Irrtbum 
nusgr-ectzt  war^  davon  will  Gerhardt  nur  wenig  wiii»en.  Es  ist  schon  viel, 
weun  Gi^rhardt  durch  LetbuUens  eigne  Gestilndnis^e  gezwnngen 
wird,  zuzugestehen,  dass  Leibniz  irrt;  dann  wersu  t^r  aber  auch  triftige 
Entschuldigungsgrilttde  beizubringen.  So  sind  die  von  Leibni^  in 
der  Abliandlung  (-4,  E,  1706  p.  10)  „rfe  Hmae  sitficr  Imtu  mcesm  ,  ,  .  ."  be- 
gaiigeneu  Verseben  nach  Gerhardt  (Bd.  III,  p.  I2i))  uut  Folge  der  Auf- 
regung L e i b n iz e n a  tlber  das  taktlose  Beuehiuen  BernouUis,  weshalb  t>r 
uitiht  mit  gewohnter  ßube  und  Ueherlegnng  habe  arbeiten  können".  Huhrt 
ca  »uu  von  einem  gewissen  Innern  WhJorstreben  her,  oder  liegt  es  dnriu, 
tjass  Gerhardt^  wie  Blouian  (,jAuHj»ruch  Lcibnizena  Auf  die  Erfindung 
der  Di^ereutialrocbuuug  p.57**)  behauptet,  bisweilen  unbewnsst  etwas  giebt, 
wovon  er  uiehtai  versteht,  und  ist  es  so  eine  eigene  Ironie  des  SchtcksalÄr 
genug  Gerhardt  giebt  durch  »eine  Ausgabe,  wie  oben  angedeutet  ward, 
Veranlassung ,  Leibuizens  Charakter  keineswegs  immer  in  un getrübtem 
Liehte  glänzen  zu  lassen.  Darüber  noch  Einiges  nach  der  Reibeufblge  d«r 
Büude. 

I.  Wenn  Gerhardt  die  Briefe,  welche  Leibniz  mit  de  la  Loa- 
bere,  mit  Conti, , Kernend,  Chamberlayne,  mit  Fatio  de  Duillier 
(durch  Vermittelung  des  hannoverschen  Gesandten  de  Beyrie)  u.  A. 
gewechselt  hat,  in  seine  voUstäudige  Gesammtausgabe  nicht  aufgenommen 
hat,  so  hätte  er  dasselbe  auch  hinsichtlich  der  drei,  eigentlich  pur  zwei  Briefe 
umfassenden  Gorrespondenz  mit  Galloys  (Bd.  I)  thun  können,  denn 
ihr.  Inhalt  ist  theilweise  auch  anderswoher  bekannt.  Indess  die  Briefe 
sind  aufgenommen  und  gewähren  den  wenig  erfreulichen  Anblick,  den  Leib- 
niz um  vergeblichen  Streben»  nach  äusserer  Ehre  willen,  einem  Manne, 
wie  Galloys,  von  welchem  er  selbst  verächtlich  dachte  (Bd.  III,  p.  816), 
schmeichelnd  huldigen  und  einem  andern  Manne,  dem  er  so  vielen  Dank 
schuldete,  nicht  einmal  einen  kleinen  Freundschaftsdienst  erweisen  zu  sehen. 
Oldenburg  nämlich  hatte  Leibniz,  als  er  Ende  October  1676  von 
London  nach  Holland  reiste,  gebeten,  Briefe  von  ihm  an  Spinoza  mitzu- 
nehmen. Obgleich  nun  Leibniz  den  Spinoza  im  Laufe  des  Novem- 
bers 1676  mehrmals  sprach  (Cf.  Briefwechsel  mit  Galloys,  Bd,  I  p.  179), 
so  hatte  er  dennoch  jene  Briefe  nicht  abgegeben  (Bd.  I,  p.  150). 

IL  In  den  Actis  Er,  1699  p.  87  war  eine  anonyme,  aber  von  Leib- 
niz herrührende  (Bd.  III.  p.  541 —  581)  Keceusion  einer  aus  den  Phil. 
Trans,  in  die  Acta  aufgenommenen  Abhandlung  von  Dav.  Gregory  ^yde 
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Calenaria'^  (A.E.169S,  p.  305)  erschienen.  Weshalb  hat  Gerhardt  diese 
in  seine  Sammlung  (Bd.  Y,  p.  336)  aufgenommen  und  abweichend  von  der 
Veröffentlichung  in  den  Actis  als  Leibniz  angehörig  in  der  Ueber- 
schrift  bezeichnet,  da  doch  andere  Recensionen  Leibnizensin  seiner  6e- 
sammtausgabe  fehlen?  Wollte  etwa  Gerhardt  dem  Leser  Veranlassung 
geben,  zu  beobachten,  wie  Leibniz  in  nicht  eben  offener  und  ehrlicher 
Weise  diese  seine  Autorschaft  dem  Wallis  gegenüber  (Cf.  Bd.  IV,  p.  71  f.) 
verhehlt  und  dessen  bittere  Bemerkung:  „Est  utique  quoddam  hominum  gentts, 
qui ....  magis  salttgunt,  aUorttm  famam  laederCy  quam  ut  benc  mereanlur  i/?5i" 
ruhig  auf  sich  nimmt? 

IIL  Hermann  —  wie  in  andern  Fällen,  so  mag  auch  hier  die  Er- 
örterung anderer  Einzelheiten,  zu  denen  z.  B.  p.  256,  femer  p.  258  und  321 
des  Briefwechsels  zwischen  Hermann  und  Leibniz  Vernnlassung 
geben,  unterlassen  bleiben  —  hatte  auf  Leibnizens  Wunsch  (Bd.  IV, 
p.  284)  einen  Nekrolog  seines  Lehrers  Jacob  BernbuUi  geschrieben,  und 
denselben  Leibniz  (p.  288)  zugesendet,  damit  ihn  dieser  behufs  seiner 
Veröffentlichung  in  den  Actis  Er,  (1706  p.  41)  an  deren  Herausgeber, 
Mencken  in  Leipzig,  übermittele.  Ausser  dem  innem  Drange,  auch  seiner- 
seits den  genannten  von  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  1757 
zuerst  veröffentlichten  Briefwechsel  zu  emendiren,  hatte  Gerhardt  durch- 
aus keine  Verpflichtung,  jenen  Nekrolog  mitzutheilen ;  aber  der  Leser  soll 
doch  sehen,  wie  Leibniz  den  Schlnss  dieses  Nekrologs,  in  welchem  die 
verschiedenen  Arbeiten  Jacob  Bernoullis  aufgezählt  werden  und  auch 
Leibniz  als  Erfinder  der  Differentialrechnung  genannt  wird,  in  eine 
Verherrlichung  seiner  eigenen  Persönlichkeit  umzuwandeln  versteht  und 
sich  nicht  scheut,  ohne  Hermann's  Erlaubniss  zuvor  erbeten  zuhaben, 
das  Manuscript  in  der  so  veränderten  Weise  auch  wirklich  zu  veröffentlichen. 
Liegt  es  nicht  nahe  den  Leibniz  der  Undankbarkeit  gegen  Jacob 
Bernoulli  zu  zeihen?  Und  wie  dankbar  ist  diese  Mittheilung  Gerhardts 
von  den  Gegnern  Leibnizens  hinsichtlich  des  Prioritätsstreites  zwischen 
Leibniz  und  Newton  wegen  Erfindung  der  Infinitesimalrechnung  zu 
benutzen. 

IV.  Bd.  V,  p.  215  spricht  Gerhardt  von  „einer  Leibniz  sehr 
missgünstigen  Kritik,  die  Leibniz  der  Ignoranz  zeihe  und  die  alte 
Anklage  des  Plagiats  gegen  ihn  erneuere".  Wie  wiederholt  anderwärts,  so 
bewegt  sich  auch  hier  Gerhardt  in  allgemeinen  Behauptungen.  Warum 
nennt  er  denn  den  betroffenden  Kritiker  (wohl  Sloman?)  nicht,  und 
warum  widerlegt  er  nicht  dessen  Irrthümer?  Entweder  vermag  er  es  nicht, 
oder  ist  zu  bequem,  oder  scheint  gefühlt  zu  haben,  dassSlomann  Keeht 
hat,  wenn  er  in  Gerhardt  selbst  die  Veranlassung  zu  seinen  Ausschrei- 
tungen erkennt,  denn  Gerhardt  hat,  wie  solches  Referent  früher  a.  e.  a. 
O.  bereits  bemerkt  hat,  durch,. weil  ungegründetc^  d«.t\x\xv  vqlOö.  xjjoLi.'^^Oft-- 


■ 


mlissige  OrfirrttPilrnng^n   dem  Leibniz    TiieM  immer  grossen  Dienst  er- 
wiesen {Ct  Bd.  in,  p.  132,  Äbliandlung  1S55,  p.  62). 

Aber  noch  cig<^ütbümlidicr  iet  cb,  da«»  Oertmrdt  selbst  dpa  Letb- 
tji:£  d(*T  Utiwrtlirlieit  LeÄÜchtig^t  und  ihn  indiiect  als  Plagiarias  liiDstellt. 
Wie  ob<*n  (9*  ö)  bereit»  erw^ihat  ward,  behauptet  Gerhardt  Bd. VI,  p.  12, 
daj$M  Leibntz  die  AbhaDdlung  Nr.  IX,  äe»  VL  DanJed  daa  ^^Tenkimcfi 
rff*  molmim  ctwlesitum  cttusn"'  (2.  Bearbettuu^  tiaeb  der  Gerhardt^scbeii 
Anaahme),  gcij^di rieben  habe,  nadidnii  Leibiiix  Neurtoos  Werke 
geoati  etudirt  habe*  Nun  erklärt  Leibniz  Bd*VI,  p.  255:  j,€^n$tai 
m€  iufic  cum  Tentumen  ad  Aciorum  Ltpi^iffmum  Cul kein  reu  tnisi  in  Uinerc  äis»itis^ 
que  hcis  ftiinse^  »€que  Newfamanorum  Principioritm  Uhr  um  adhuv  tmpea:i!tr.  s^d 
ianlum  Hecenshnem  ejus  tndisse  m  Actis  factum''*  und  dae&elbe  nur  iü  anderer 
W^ eis e  i a  eb e d j ene r  ^ r ,  IX  B d ,  VI  p ♦  1 S 1 :  ,» Video  h im c  p n^positioncmjam  tu m  in- 
notuisse  cliartl  vtro  ceJeberrmo  haacit  NewtonOy  nl  ex  rclutiune  Aciorum 
uppuret,  licet  irtde  non  po$sjm  Jadicare ^  yuitmado  ad  eam  pert^enerit *\ 
Vfie  er  die  gleiche  Versicheruug  öfföutlich  la  Nr.  VIII  gegeben  hatte.  Ger- 
hardt wird  nun  zwar  behaupten:  „Jn,  Leibniz  hat  hier  J^ffcntlicb  eine 
Unwahrheit  gesagt,  denn  in  dem  vim  mir  xuerst  verölleutlicbten  Briefe  aa 
K n * e n a  ( Bd.  \T ,  p,  ISO),  sagt  L e i b n i z  ausdrücklieh :  „  Apris  mmr 
hivn  cunskkrc  le  Uvre  de  M,  Netpton,  fiuefai  tnt  i)  Romc  pour  la  premiire  foi^, 
fai  tidmirtl*\  und  Im  Jahre  1688  war  Lethniz  inHom^  ferner  liegt 
SfiT?vti*dien  dem  Eritcbeineu  der  Pf  autst'acbea  Kelation  in  den  Actis  (I6SS 
p,  303)  und  der  Veröffentlichung  des  ^^Tefdamen^*'  (10Sl>  p,02l  und  der  beiden 
andern  gleichzeitig  publlcirten  Leibni zischen  Abhandlungen  {de  lineis 
opticis  .  .  •  .  und  de  resistentia  medii  et  motu  projectorum  graviiim  in  tnedio  resi- 
stente) ^  in  Berücksichtigung,  dass  damals  Leibniz  in  Italien  war, 
allzukurze  Zeit,  als  dass  jene  Relation  die  erste  unmittelbare  Veranlassung 
zur  Schöpfung  der  genannten  Abhandlungen  war. 

Ist  aber  Gerhardts  Behauptung  wahr,  so  liegt  es  nahe,  dass  Leibniz 
bei  der  Anfertigung  des  Teutamen  und  des  Schediasma  de  resistentia 
medii j  in  welchem  Leibniz  zum  Schluss  so  stolz  von  sieb  sagt:  ,^Sed 
nobis  nunc  fundamenta  Geometrica  Jecisse  su/fecerit ,  ,  ,  .".  Newtons  Prin- 
cipia  benutzt  habe,  und  zeiht  dann  Gerhardt  den  Leibniz  nicht  in- 
direct  des  Plagiat*?  / 

Zuletzt  nur  noch  die  Versicherung,  dass  die  zur  Begründung  der  vom 
Referent  aufgestellten  Behauptungen  gemachten  Anführungen  in  vielen 
Fällen  nicht  unbedeutend  hätten  vermehrt  werden  können^  und  dass  wieder- 
holt sich  aufdrängen  wollende  schärfere  Bemerkungen  mit  Absicht  unter- 
drückt  worden  sind. 

Delitzsch.  GlESEL. 
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Lehrbnch  der  Geometrie  für  die  oberen  Klassen  der  Mittelsclinlen.     Voti 

Dr.  K.  SoNNDORPER,    I.  Theil,  Geometrie  der  Ebene.   Wien 

W.  Braumüller  1865. 

Nach  dem  Vorworte  dieses  Werkes  sollte  man  glauben,  der  Verfasser 

habe  eine  in  mancher  Beziehung  originelle  Arbeit  geliefert;  wie  sich  aber 

in  Wirklichkeit  die  Sache  verhält,  mag  die  folgende  Nebencinanderstellung 

zeigen,  bei  welcher  links  einige  Partieon  aus  dem  Lehrbuche  des  lieferenten 

(Grundzüge  der  Geometrie  des  Maasses,  3.  Aufl.,  Eisenach  1850),  rechts  die 

entsprechenden  Partieen   aus  der  8 onndor fernsehen  Geometrie   excer* 

pirt  sind. 


Schlömitch, 

8.  2:  Durch  stetige  Bewegung  ei- 
nes Ponktes  kann  eine  Linie  beschrie- 
ben oder  coustruirt  werden  (indem 
man  die  Linie  eewissermaassen  als  die 
Spur  ansieht,  welche  der  Pnnkt  hinter  sich 
zurücklässt).  Die  genannte  fintstehungs- 
weise  der  geometrischen  Gestalten  führt 
Ton  selbst  aal'eiiiige  der  wichtigsten  Grund- 
bejpriiFo  der  Geometrie.  Soll  nämlich  ein 
Pnnkt  sieh  stetig  fortbewegen,  um  eine 
Gerade  zu  beschreiben,  so  muss  er  die 
Stelle  des  Raumes ,  an  welcher  er  sich  be- 
findet, verlassen  und  sich  nach  einer  an- 
deren Gegend  des  Raumes  begeben ,  d.  h. 
er  muss  in  irgend  einer  Richtung  weiter 
geh«*n.  Hierbei  können  nun  zwei  Falle 
eintreten;  entweder  nämlich  behält  der 
Punkt  bei  seiner  Bewegung  die  einmal 
eingeschlagene  Richtung  fortwährend  bei 
oder  nicht,  wodurch  natürlich  verschie- 
dene Linien  entstehen.  Im  ersten  Falle 
nennt  man  die  beschriebene  Linie  eine  ge- 
rade Linie  oder  kurzweg  iG  er  ade  und 
kann  daher  sagen:  die  gerade  Linie 
ist  diejenige,  welche  durchaus 
nach  einer  und  derselben  Rich- 
tung verläuft  u.  s.  w. 

8.  7:  Die  Eigenschaften  der  geraden 
Linie  sind  fast  sämmtlich  so  ursprüngliche 
und  einfache,  dass  sich  von  denselben  kein 
Beweis,  sondern  nur  ein  Nachweis  geben 
lässt. 

u)  Das  einzige  Merkmal ,  welches  wir  an 
einer  unbegrenzten  Geraden  wahrnehmen, 
ist  ihre  Richtung;  gleichwohl  aber  reicht 
die  Kenntniss  dieser  Richtung  nicht  hin, 
um  die  Gerade  selbst  so  unzweifelhaft  zu 
bestimmen,  dass  man  sie  von  jeder  an- 
■  deren  Geraden  sogleich  unterscheiden 
würde ;  denn  es  kann  offenbar  mehrere  Ge- 
rade geben,  welche  dieselbe  Richtung  be- 
sitzen, ohne  deshalb  mit  jener  völlig  einer- 
lei zu  sein,  und  mMU  erhält  in  der  That 
solche  Gerade,  wenn  man  von  ver»chic- 
denen  Punkten  des  Raumes  aus  jedesmal 
nach  einer  und  derselben  Richtnng  fort- 


Sonndoi'fer, 

8.  8 :  Wir  können  uns  eine  Linie  ent- 
standen denken  durch  die  stetige  Fortbe- 
wegung eines  Punktes ,  indem  wir  voraus- 
setzen, dass  der  Punkt  gleichsam  eine 
Spur  zurücklässt.  Diese  Entstehungs weise 
führt  uns  auf  einige  der  wichtigsten  Grund- 
begriffe der  Geometrie.  Der  sich  bewe« 
geude  Punkt  muss  offenbacvon  jener  Stelle 
des  Raumes,  wo  er  sich  befindet,  sich  za 
einem  anderen  Orte  des  Raumes  begeben, 
d.  h.  er  muss  in  irgend  einer  Richtung 
weiter  gehen.  Entweder  behält  nun  der 
Punkt  die  einmal  eingeschlagene  Richtung 
fortwährend  bei  oder  er  ändert  sie  stetig. 
Die  entstehenden  Linien  müssen  also  noth- 
wendigerweise  zweierlei  Art  sein ,  und  wir 
nennen  daher  die  im  ersten  Falle  entste- 
henden Linien  gerade  Linien,  die  im 
zweiten  Falle  krumme  Linien.  Wir 
sagen  daher:  Die  gerade  Linie  ist 
diejenige,  welche  durchaus  nach 
einer  und  derselben  Richtnng 
läuft  u.  s.w. 


8.  0:  Die  Eigenschaften  der  geraden 
Linie  sind  so  einfach  ,  dass  sich  eigentlich 
gar  kein  Beweis  für  sie  geben  lässt.  Das 
erste,  was  wir  an  einer  unbegrenzten  ge- 
raden l^inio  unterscheiden,  ist  ihre  Rich- 
tung. Diese  reicht  jedoch  zu  deren  Be- 
stimmung noch  nicht  hin;  denn  wir  können 
von  jedem  Punkte  des  Raumes  nach  ein 
und  derselben  Richtung  fortgehen.  Soll 
somit  eine  Gerade  bestimmt  sein,  so  muss 
ausser  ihrer  Richtung  auch  noch  ein  in  ihr 
liegender  Punkt  gegeben  sein. 


gc\d.  Int  diLg^epeti  fidfiBer  der  Richtnfig  d^r 

Geraden  no^^h  der  Punkt  bekamt,  von 
%vdchem  iie  nii$  oder  durch  welchen  «ie 
Liödureh  geht,  ao  kann  keinXweifel  mehr 
übor  die  Liigc  der  f^ci-Adoti  «cid,  d.  h.; 
Eine  Gerade  \»t  ihrer  Lnfee  nnch 
bestimmt,  Bob&ld  cid  Punkt  i& 
ihr  und  ihre  Bliebt  nag  gegeben 
sind. 

b)  Nehmen  wir,  fltatt  eines  Punktes, 
«TV  ei  Pankte  {A  utid  B)  in  eint;r  g^radeo 
Linio  ftii,  so  sondert  &kh  nui^  der  unbc- 
grenzten  Gemden  ein  beg^iejistc»  Stück 
ans,  Uebrr  diese  begremte  Gerade  goUen 
folgende  G  ruudf  ätae,  e  rsleos :  t  w  i  «  t  U  e  n 
i%*ei  gog^ehenon  Punkten  i*i  nur 
eine  einzige  Gorade  möglich  (wohl 
«rber  beliebig  ^lele  krumme  Linie nj,  und 
zweitens:  von  Allen  Linien  »wi- 
echcn  zwei  t^ unkten  ist  die  ge- 
r&de  Linie  die  kürEeate. 

3*h:  r)  Von  den heideit  W f rkmale n  einer 
bffgren;&len  geraden  Linie  (Kichtung  und 
Lüngc}  ist  nun  jedet  einer  VerÜndening 
fühijr-  Geht  dieX'eiinle  ,  welche  von  einem 
gi'gebencn  Punkt«  nuätikuft,  iu  eint?  andere 
Richtung  über,  ohne  jedoch  ihren  An- 
fangspnnkt  kiu  verlassen,  so  aagt  mjin,  aic 
habe  sieh  um  ihren  Aufangijpunkt  gedreht, 
liehült  die  gerade  Linie  bei  dieser  Bewe- 
gung &ui^h  noch  ihre  Llijvge  bei ,  30  be- 
»cbreiblihr  Endpunkt  eine  Linie,  welche 
die  Eigenschaft  besit/t,  daas  jeder  ihrt-r 
Punkte  von  dem  festen  Anf&ngspnnkie 
der  Geraduii  j^lciuli  wi^it  entfernt  liu^rt  etc. 

d)  Aeudert  zweiteuB  die  Crerade  ihre 
Grosso,  80  tritt  eine  Verlängerung  oder 
Verkürzung  derselben  ein.  Geschieht  die 
Zunahme  so,  dass  die  Gerade  um  ihre 
eigene  Grösse  mehrmals  nach  einander 
verlängert  wird ,  so  vervielfacht  man 
die  Gerade.  Umgekehrt  muss  es  auch 
möglich  sein,  eine  gegebene  Gerade  in  eine 
vorgeschriebene  Anzahl  gleicher  Theile  zu 
theilen.  Fassen  wir  nun  das  Bisherige 
zusammen,  so  dürfen  wir  sagen:  Es  ist 
jederzeit  möglich,  Gerade  vonge- 
gebcnen  Längen  zu  addiren,  zu 
subtrahiren,  zu  vervielfachen  und 
zu  theilen. 

§.  2.  Zwei  Gerade. 
Man  kann  zwei  Gerade  auf  doppelte 
Weise  mit  einander  vergleichen,  indem 
man  entweder  ihre  Richtungen,  oder,  im 
Fall  beide  begrenzt  sind,  ihre  Längen  in's 
Auge  fasst.  Hier  soll  nur  die  erste  dieser 
Vergleichungcn  vorgenommen  werden,  die 
zweite  dagegen  überlassen  wir  dem  spä- 
teren Capitel  von  der  Ausmessung  gerad- 
liniger Gebilde.  Hinsichtlich  der  Richtun- 
gen zweier  Geraden  sind  nun  zwei  Fälle 
möglich;   entweder   nämlich  haben  beide 


Betrfiehten  wir  ütrtlt  eine«  Punktr«  «Wftt 
Punkte  einer  |:erjMlpu  J^iiiic,  ko  Ut  dt"r 
Rw lachen  diesen  beiden  I'unkten  !iog:cnde 
Tlieil  dieser  unhcgrrnKien  iienicl**n  eine 
begrenRte  G  er  ade,  und  wir  haben  für 
diese  folgt>ntl«  (imiidsHtEe :  L  Z  vv  i  s  c  b  c  n 
ft  w  0  i  g  e  g  e  h  e  n  e  n  Punkten  ist  n  n  r 
e  in  e  G  e  rnd  e  m  ügli  ch,  Knimm«.-  Lini&n 
kSunen  beliebig  viele  durch  awei  Punkte 
gelegt  Wi^rden»  2.  Die  gerade  Linie 
ist  der  kür£oste  Weg  zwischen 
Bwe  i  Punkt  en^ 

fi,  10;  Pline  gerade  Liuie  hat  alab  v<>r* 
etiglieh  £wei  Merkmale:  Rifi^htimg  tmH  Län- 
ge, Beide  können  «ich  ändern.  Seh  lügt 
diu  Gerade  eine  andere  Richtung  ein,  ohne 
dass  sie  hierbei  ihren  AnfangB-  oder  Ans- 
gangapunkt  verJässt ,  so  sagen  wir,  die 
Gerade  hat  sieh  um  ihren  Anfangspunkt 
gedreht. 

Wird  bei  dieser  Drehung  die  Lunge  Ae^t 
Geraden  nicht  geändert,  so  beachrribt  der 
Endpunkt  derselben  t^iue  Linie,  welche 
die  Eigenschaft  bewit^t,  da>j<»  jeder  ihrer 
Punkte  von  dem  Anfangspunkte  dieser 
sich  drehenden  Goraden  gkich  weit  ent- 
fernt ist  n.  8.  w. 

Aendern  wir  aber  nicht  die  Riebtang, 
sondern  die  Länge  einer  begrenzten  Ge- 
raden, so  kann  entweder  eine  Verlänge- 
rung oder  Verkürzung  eintreten. 

Nimmt  die  Gerade  mehrmals  um  ihre 
eigene  Länge  zu,  so  sagen  wir,  die  Gerade 
vervielfacht  sich.  Umgekehrt  muss  es 
auch  immer  möglich  sein,  eine  Gerade 
in  eine  vorgeschriebene  Anzahl  gleicher 
Theile  zu  theilen. 

Aus  dem  Bisherigen  folgt  also:  Ge- 
rade von  gegebener  Länge  kön- 
nen addirt»  subtrahirt,  multipli- 
cirtund  dividirt  werden. 

4.  Zwei  Gerade  Linien. 

Zwei  begrenzte  gerade  Linien  können 
auf  zweifache  Weise  mit  einander  ver- 
glichen werden :  entweder  betrachten  wir  • 
ihre  Richtung  oder  ihre  Länge.  Hier  wollen 
wir  uns  mit  dem  ersteren  befassen;  das 
letztere  für  das  Capitel  über  die  Ausmes- 
sung geradliniger  Gebilde  aufsparend. 

Vergleichen  wir  zwei  gerade  Linien  be- 
züglich ihrer  Richtung,  so  können  swei 
Fälle  eintreten   Die  beidenGeraden  haben 
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Gerade  eine  und  dieselbe  Richtung,  oder  entweder  dieselbe  oder  eine  verschiedene 

sie   laufen   nach  verschiedenen   Kichtun-  Richtung  u.  s.  w. 
gen  u.  8.  w.                 ) 

S.  11:  Sind  nun    die  Geraden  wirk-  S.  12:  Verlängern  wir  zwei  gerade  Linien 

lieh  soweit  verlängert,  dass  sie  in  einem  verschiedener  Richtung  so  lange,  bis  sie 

Punkte  zusammentreffen,  so  entsteht  an  sich  schneiden,  so  entsteht  durch  ihren 

diesem  Funkte   ein  neues  geometrisches  Durchschnitt  ein  neues  geometrisches  Ge- 

Gebild:   der  Winkel.     Bezeichnet  wird  bilde,    der  Winkel.    Um  einen  Winkel 

ein  Winkel  entweder,   wenn  keine   Vcr-  zu  bezeichnen,  schreibt  man  entweder  nur 

wechselung  möglich  ist,  durch  einen  ein-  zu  dem  Scheitel  einen  Buchstaben (^),  vor- 

zigen  an  seinen  Scheitel  gesetzten  Buch-  ausgesetzt,  dass  keine  Verwechslung  mög- 

Stäben  (0)  etc.  Statt  des  Wortes  „Winkel"  lieh  ist  etc.    Statt  des  Wortes  „Winkel" 

pflegt  man  gewöhnlich  das  einfache  Zei-  pflegt  man  gewöhnlich  da^  Zeichen  L  '^ 

eben  L  KU  setzen,                          *  setzen. 

S.  13:  Eintheilung  der  Winkel.  S.  13.  6.  Eintheilung  der  Winkel. 
Denkt  man  sich  die  Drehung  der  Geraden  Drehen  wir  die  Gerade  ^^  um  ihren  An- 
0  A  soweit  fortgesetzt ,  bis  sie  tin  die  der  fangapunkt  A  so  lange ,  bis  sie  in  die  der 
ursprünglichen  Lage  gerade  entgegenge-  ursprünglichen  Lage  gerade  entg«  genge- 
setzte Lage  0^  kommt,  so  entsteht  der-  setzten  Lage  AC  kommt,  so  nennen  wir 
jenige  Winkel,  welchen  man  den  ge-  den  von  diesen  zwei  Geraden  gebilde- 
streck tcn  Winkel  nennt,  und  man  kann  ten  Winkel  einen  gestreckten  oder 
daher  die  Erklärung  aufstellen:    der  ge-  flachen  Winkel. 

streckte   Winkel    ist    derjenige,    dessen  Der  gestreckte  Winkel  ist  also 

Schenkel  in  einer  geraden  Linie  einander  derjenige,     dessen    Schenkel     in 

entgegengesetzt  liegen.  Da  der  gestreckte  einer    Geraden    einander    entge- 

Winkel  zu  seiner  Entstehung  nicht  eine  gengesetzt  liegen, 

beliebige ,   sondern  eine  ganfs  bestimmte  Der  gestreckte  Winkel  ist  der  einzige 

Drehung  erfordert,  welche  sich  stets  gleich  seiner  Art,  denn  er    erfordert  zu   seiner 

bleibt,  so  folgt  auf  der  Stelle ,   dass  der  Entstehung  eine  ganz  bestimmte  Drehung, 

gestreckte  Winkel  der  einzige  seiner  Art  Daraus  folgt  also:  Alle  gestreckten 

ist  und   mithin  alle    gestreckten  Winkel  Winkel  sind  einander   gleich  etc. 
einander  gleich  sind  etc. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Uebereinstimjnuog  eine  fast  wörtliche;  die  et- 
waigen kleinen  stjlistischen  Abweichungen,  die  überdies  nicht  selten  Ver- 
stösse gegen  Grammatik  und  Logik  enthalten ,  sind  von  derselben  wohlbe- 
kannten Art,  wie  sie  ein  fauler  Tertianer  macht,  der  eines  Anderen  Arbeit 
abschreibt  und  den  Lehrer  durch  einige  schlau  angebrachte  Aenderungen 
zu  täuschen  meint.  In  dieser  Weise  geht  es  nun  so  weit  fort,  als  es  des 
Referenten  Buch  erlaubte,  und  wer  sich  die  Mühe  des  Vergleichens  nehmen 
will,  wird  diese  Behauptung  namentlich  in  folgenden  Abschnitten  bestätigt 
finden : 

Cap.  II,  §§  5,  7,  8,  9  =   vierter  Abschnitt,  No.  16,  17, 

§§  14,  15  =.  fünfter  Abschnitt,  No.  23, 

pag.  48,  49,  50  =  pag.  69,  70, 

pag.  52,  53  =  pag.  71,  72, 

§§  22,  23,  24,  25,  26  =  achter  Abschnitt,  No.  36,  37,  38,  39. 
An  vielen  anderen  Stellen  ist  die  Uebereinstimung  zwar  keine  wörtliche, 
aber  der  Sachverständige  wird  doch  augenblicklich  bemerken,  dass  der 
Verfasser  keine  eigenen  Gedanken  giebt,  sondern  nur  das  paraphrasirt, 
was  er  aus  des  Referenten  Buche  entnommen  hat.  Ein  Beispiel  hierzu  lie- 
fert die  Definition  der  trigonometrischen  Functionen  stumpfer  und  über- 
stumpfer  Winkel.  Um  nämlich  die  Nothwendigkeit  der  entgegengesetzten 
Vorzeichen  fühlbar  zu  machen,  ging  Referent  von  dem  Begriffe  der  Pro- 
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j^ction  RHSt  und  indem  er  gleicItZQttig  den  rerSn darliehen  Bogen  nnd  dffssen 
EndvAclius   auf  den    Anfangsradius  projicitlCi    benutztß  er  den  im  ersten 
QuadrantPu  sotbatverständJiclieti  Satz:  „diö  Projection  des  Badius  ist  der 
Unterschied  zwischen  dem  Badlus  und  der  Projection  des  Bogena*',  als  all- 
gemeine Erklärung  der  Projection  dea  Badlus,  wodurch  sich  das   Vorzei- 
chen  der  Projection  des  Badlus  Tön  selbit  beBtiniint     D^r  Coaiuos  wurde 
dann  allgemein  als  das  Yerhältniss  der  Badinspvojection  zum  Badlas  defi- 
nirt  und  damit  gleich  das  nöthige  Vorzeichen  festgestellt.     Fhr  den  Sintis 
diente  ganz  analüg  die  Nebenprojection  etc.     Dies  Alles  fin4et  man  ebenso 
bei  Herrn  Dr*  Sonndorfer,  die  Uanpisatze' auch  mit  denselben  Worten 
ausgedrückt.     Trotzdem  fällt  es  dem  Verfasser  nirgends  ein,  die  von  ihm 
auf  eine  so  ungebührliche  Weise  ausgebeutete  Quelle  zu  nennen,  und  ei    I 
bleibt  daher  dem  Referenten  nichts  übrig,  als  Herrn  Dr.  Son  tid  or  fer^a     ' 
Oebahreu  der  öffentlichen    Meinung  Preis  su  geben,    welche  ohne   Mühe    j 
entscheiden  wird,  ob  hier  ein  Plagiat  vorliegt  oder  nicht. 

SCHLÖMILCB, 

LeitfadenftiräeiiTriiterTicht im techaiscben Zeichnen,  Von  Dr.  C,  F-Dietxel, 
Oberlehrer  am    Qj'innasinm  und   der  damit    verbundenen   Hcial- 
schule,  sowie  Lehrer  an  der  königl,  Baugew erkenschule  in  Ziltaiii 
Mit  Holzschnitten.  —  I,  Heft.  Die  Elemente  der  Projectionslchre 
(73  S,;;  IL  Heft,  Die  Schatteuconetruction  (50  S.);  IIL  Heft.  Di« 
Elemente  der  Perspective  (78  S.);  IV,  Heft,  Die  Angewandte  Pro- 
jectionslehre  (96  S.).  —  Leipzig,  E*  A.  Seemanii,  1864. 
Die  vorliegenden  vier  Hefte  sind  ihrer  didactischen  Bedeatang  weg«ii 
in  dieser  Zeitschrift  wohl  einer  kurzen  Besprechung  wertfa.     Sie  enthalten 
die  Projectionslehre  oder  die  Lösung  der  Aufgabe,  einen  Körper  (oder  ein 
begrenztes  geometrisches  Gebilde  überhaupt)  von  bekannter  Gestalt,  Grösse 
und  Stellung  in  einer  Zeichnung  darzustellen ,  und  deren  Anwendungen. 
Das  erste  Heft  zeigt  die  Darstellung  durch  rechtwinklige  Parallelprojec- 
tionen ,  das  dritte  die  durch  die  Centralprojection  oder  Perspective;  beide 
umfassen  im  Wesentlichen   das  Pensum  der  beiden  oberen  Klassen    der 
sächsischen  Bealschulen.     Das  zweite  Heft  giebt  die  Schattenconstruction 
und  das  vierte  die  angewandte  Projectionslehre  (Durchschnitte  von  Mauern 
und  Gewölben,  Durchdringungen  und  Netze  der  Körper,  Ausmittelung  der 
Dachflächen,  Schrauben,  Darstellung  von  Treppen,  Grundzüge  der  axo- 
nometrischen  und  schiefwinkligen  Parallelprojection) ;  alle  vier  Hefte  zu- 
sammengenommen enthalten  das  Pensum  der  Baugewerken-,  Werkmeister- 
und  mittleren  Gewerbschulen.     Eine  Bemerkung  muss  der  Beferent  gleich 
hier  machen,  dass  nämlich  die  im  vierten  Hefte  enthaltenen  Abschnitte  von 
der  Durchdringung  der  Körper  und  von  den  Netzen  —  vielleicht  auch  die 
über  die  axonomctrische  und  schiefwinkliche  Parallelprojection  —  aweck- 
entsprechender  ihre  Stelle  in  dem  ersten  Hefte  gefunden  hätten.     Da  das 
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Torliegende  Buch  für  einen  ganz  bestimmten  Schtilerkreis  geschrieben  wor* 
den  ist,  so  mass  dieser  Umstand  bei  der  Beurtbeilung  maassgebend  sein. 
Wer,  wie  der  Verfasser,  eine  lange  Reihe  von  Jahren  den  Unterricht  in 
der  Projectionslehre  an  Schulen  der  oben  genannten  Art  ertheilt  hat,  hat 
Gelegenheit  gehabt,  die  Bedürfnisse  solcher  Anstalten  kennen  zu  lernen. 
Die  geringe  Anzahl  von  Lehrstunden  gestatten  dem  Lehrer  nicht  viel  Zeit 
auf  Vortrag  und  Bepetition  zu  verwenden ,  vielmehr  müssen  die  Stunden 
hauptsächlich  den  Uebungen  gewidmet  werden.  Hierin  liegt  eine  Auffor- 
derung ,  dem  Schüler  ein  Buch  in  die  Hand  zu  geben ,  aus  dem  er  sich  auf 
die  Stunden  vorbereiten ,  oder  wonach  er  das  Vorgetragene  zu  Hause  wie- 
derholen kann.  Der  vorliegende  Leitfaden  gewährt  nun  dem  Schüler  die 
Hilfe,  die  er  in  vielen  Fällen  nöthig  hat.  Da  das  Buch  die  Unterweisung 
durch  einen  Lehrer  nicht  ersetzen  soll,  so  wird  man  es  auch  ausreichend 
finden ,  dass  die  Figuren  im  kleinen  Maassstabe  in  Holzschnitt  ausgeführt 
sind,  namentlich  wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass  es  bei  einem  Schul- 
buche darauf  ankommt,  den  Preis  desselben  möglichst  niedrig  zu  stellen. 
Der  Preis  der  einzelnen  Hefte  ist  auch  in  der  That  sehr  gering.  Was 
nun  die  Arbeit  des  Verfassers  selbst  betrifft,  so  müssen  wir  dieselbe  als  klar 
und  verständlich  rühmen;  sie  hält,  und  das  verlangte  der  Zweck  des  Bu- 
ches, die  rechte  Mitte  zwischen  einer  streng  wissenschaftlichen  und  einer 
mehr  populären  Darstellung.  Nach  genauer  Durchsicht  kann  daher  der 
Referent  die  anspruohlosen  Hefte  als  praktisches  Schulbuch  nur  empfehlen. 
Für  seine  Brauchbarkeit  spricht  gewiss  auch  der  Umstand,  dass  dasselbe 
gleich  nach  seinem  Erscheinen  in  mehrere  Schulen  eingeführt  oder  wenig- 
stens den  Schülern  zur  Anschaffung  empfohlen  worden  ist.  Die  äussere 
Ausstattung  des  Buches  ist  sehr  sauber ,  nur  sind,  was  wir  nicht  verschwei- 
gen wollen,  hier  und  da  Druckfehler  stehen  geblieben. 

Planen.  Dr.  Rudolf  Hoffmann. 


Lahrbueh  dar  Trigonometrie  für  höhere  Lehranstalten.    Von  Herrn.. 

Grassmanm,  Professor  am  Gymnasium  zu  Stettin.   Berlin,  Verlag 

von  Gnslin. 
Das  vorliegende  kleine  Werk  von  115  Seiten  gehört  unter  die  nicht 
gerade  sehr  häufigen  Lehrbücher;  denen  man  mit  Vergnügen  ansieht,  dass 
sie  aus  einer  längeren  pädagogischen  Praxis  entsprungen  sind,  und  die  sich 
eben  deswegen  durch  ein  gewisses  didaktisches  Geschick  auszeichnen. 
Es  ist  daher  nicht  überraschend,  dass  der  Verfasser  zunächst  nur  eine  trigo- 
nometrische Function  betrachtet  und  zwar  den  cosinus,  weil  bei  diesem  nur 
Stücke  der  beiden  Schenkel  des  betreffenden  Winkels  vorkommen.  Erst 
nach  einer  ausführlicheren  Untersuchung  des  Cosinus  geht  der  Verfasser 
zu  den  übrigen  Functionen  über,  beschränkt  sich  aber  im  §  1  immer  auf  die 
Voraussetzung  spitzer  Winkel.  In  §  2  folgt  die  Verallgemeinerung  der 
früheren  Sätze  und  zwar  mittelst  des  Begriffes  der  Projection,  welcher 

2* 


I 

ü         «i>rgl^1tl{:  cflimcrt  wtrd  niid  Wobe!  älf  Vf*r«rlcli<iti  der  Pmjecticiofiii 

ftttmv     ng  fmilrn*     Der  Verfassfir  lietmirt  dnnn  (iiberciiifitiiiiioeftd 

mtc  I       lenj  den  Cösinus  als  das  V^erhMltnisiM  der  Projection  innor 

Btrcek«  sur  inn  zke  selber,   und  infolge  der  geuAtinten  Vorsrheiten  <,    clia 

Älwri  eine  Zierde  des  Buches  bilden,  ist  es  ihm  nun  leicht,  die  Tomiel 

4  segle  ich  all  gemein  zu   hew?i«cn.     Die   Übrigen  ingoiif^me- 

19  m  lonen  definirt  der  Verfasfier  dnrcli  die  Gleiclmiigea 

^^H  f  I  I X  ^=  coi  (90'  —  jr)i  fön  x  =^ 

yB        «f         tni-z.  aber  insofern  nicht  Cönsequent  ist,  als  dabei  der  «nch  hier 

^B  r  d  0  T  Proj  ecti  on  an  fgege  ben  od  e  r  weni  gi^t  ens !  n  bl  os  s  e  FcuTn  ein 

M||  iS  3        '    '     ^-  Auf! ÖBitnj^  des  schiefwinkligen 

H^  I  To    1«  •♦"imetrischen  Wege  abgeleite twei- 

^M  ä^m  mli  e  Bammlang  complicirterer  Auf* 

H  1         uB.  die  Berechnung         >r€ti(       1  ans  seinen  drei  Hcihen.   In  §4  ist 

u.     Viereck  behandelt  und  eine  kurze  Notiz  Über  die  Auflösnng  der  Polygone 

hinaugpfügtj  Beferent  vcrmisst  faierbet  die  allgemeinen  Formeln  der  Poly- 

gonometrie 

ü:^aeosa  —  b  coa  {a  +  ß}+  CCOi  {&  ^  ß  +  y)  —  .  .  . , 
0  x^  rt  sin  a  —  b  im  {tx  +  ß) -i- c  Strt  {a  +  ß  +  y)  —  .  .  , , 
die  sich  durch  Projectionen  unmittelbar  ergeben  und  eine  weitere  Aus- 
ffibrung  jener  Notiz  gestattet  haben  würden.  Eine  Keihe  vonVermessnngs- 
aufgaben  (Pothenot*acbos  Problem  und  dergleichen)  bildet  den  Inhalt 
von  §  5;  ferner  findet  man  in  §  7  die  trigonometrische  Auflösung  der  qua- 
dratischen und  cubischen  Gleichungen ;  den  Beschluss  macht  §  8 ,  die  sphX- 
rische  Trigonometrie,  leider  ohne  Anwendungen  und*  ohne  den  Legen  dre- 
schen Satz,  der  wohl  einen  Platz  verdient  hätte. 

Den  einen,  bei  der  yorigen  Inhaltsangabe  unerwähnt  gelassenen  Para- 
graphen (6)  möchte  Referent  gestrichen  sehen,  denn  die  vom  Verfasser  dort 
gegebenen  Entwickelungen  der  Reihen  ftir  cosXy  sinx,  aresin  x,  arctanx 
etc.  genügen  nach  keiner  Richtung.  Schon  der  Anfang  ist  wunderlich 
genug ;  er  lautet  nämlich :  „es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  den  sinus  und  Cosinus 
eines  Winkels  x  in  unendlichen  Potenzenreihen  von  x  zu  entwickeln". 
Da  nun  bis  zu  dieser  Stelle  Winkel  nie  anders  als  in  Graden,  Minuten  etc. 
ausgedrückt  worden  sind,  so  kann  der  Schüler  auch  unter  x  sich  nichts 
Anderes  als  eine  Anzahl  von  Graden ,  Minuten  etc.  denken  und  dann  wird 
es  ihm  mit  Recht  als  e^e  absurde  Forderung  erscheinen,  solche  benannte 
Zahlen  zu  potenziren.  Um  diesen  Uebelständen  zu  entgehen ,  musste  der 
Verfasser  gleich  im  Voraus  dafür  sorgen,  dass  x  eine  unbenannte  Zahl  war, 
und  dann  wäre  die  nachträgliche  Untersuchung  ,  mit  welchem  Maasse  man 
eigentlich  gerechnet  hat  ( S.  87  und  88) ,  überflüssig  gewesen.  Was  nun 
die  Reihen  entwickelungen  selber  betrifft,  so  sind  dieselben  mittelst  der  Me* 
thode  der  unbestimmten  Coefficienten  ungefähr  so  ausgeführt ,  wie  dies  so 
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Abraham  Gottbelf  Kästner^s  Zeiten  üblich  war.  In  wieweit  die 
erhaltenen  Resultate  richtig  sind,  wird  gar  nicht  untersucht,  vielmehr 
scheint  der  Verfasser  an  dem  alten  Aberglauben  festzuhalten,  dass  die  Con- 
vergenz  der  gefundenen  Beihe  nicht  nur  eine  nothwendige,  sondern  auch 
die  hinreichende  Bedingung  für  das  Bestehen  der  fraglichen  Gleichung  sei. 
Welche  sonderbaren  Consequenzen  daraus  gezogen  werden  können,  möge 
folgendes  Beispiel  dartbun.  Wie  gewöhnlich  bezeichne  arctan  x  den  klein- 
sten Bogen,  welcher  x  zur  Tangente  hat,  und  es  sei 

arcian  x  =  c,  -^+c.(^)'  +c,  (^J  +  .... 

Differenzirt  man  beiderseits ,  was  auch  elementar  gemacht  werden  kann ,  so 
erhält  man  nach  Multiplication  mit  1  +  ^' 

l=j^jlc.+3c.(^)'+5c,(^J  +  ...j. 

Das  Quadrat  dieser  Gleichung  lässt  sich  wegen 

und  bei  Gebrauch  der  Abkürzung 


c,  —  1,  c,  —  — ,  Cg —  ■— ,  c^ —  ~, 


1  +  x" 
auf  folgende  Weise  darstellen : 

und  hieraus  erhält  man  nach  vollständiger  Entwickelung  die  Werthe 

2        6        _20 

oder  allgemein 

worin  (2n)«  den  mittelsten  Binomialcoefficienten  für  den  Exponenten  2n 
bedeutet.     In  der  hiermit  abgeleiteten  Gleichung 

X      ,  (2),  /     Ä    \»  ,  (4),  /    a;    Y   , 
1+x^^  3   Vl+^V  ö     \l+a:V 

ist  die  Beihe  convergent  für  jedes  reelle  o:,.  wollte  man  aber  hieraus 
schllesseo,  dass  auch  die  Gleichung  für  jedes  reelle  x  gelte,  so  würde  man 
sich  die  Folgerung 

arctan  x  =  arctan  — 

X 

gefallen  lassen  müssen,  denn  die  Beihe  bleibt  dieselbe,  wenn  >-  an  die  Stelle 

X 

von  X  gesetzt  wird. 
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Recensionen. 

Paiiages  relativs  ä  das  sommatioiis  de  t^ries  da  oabes  extraOs  de  deux 
manuscripis  arabes  inedits^  par  M.  F.  Woepoke.  Rome  1864. 
In  der  Literatarzeitung  des  Torigen  Jahrgangs  Seite  40  habe  ich  eine 
Bröchare  gleichen  Titels  angezeigt,  einen  Separatabzug  eines  in  den  Tor- 
tolini'scben  Annalen  veröffentlichten  Aufsatzes.  Die  gegenwärtig  mir  vor« 
liegende  Brochure  bildet  eine  ergänzende  Fortsetzung  der  früheren  Ab- 
handlung, leider  die  letzte,  welche  von  Seiten  des  gelehrten  Verfassers  zu 
gewärtigen  ist,  der  bekanntlich  im  vorigen  Frühjahre  in  der  Blüthe  seines 
Mannesalters ,  im  37.  Jahre  seines  arbeitvollen  Lebens  der  Wissenschaft 
entrissen  worden  ist.  Ich  halte  es  daher  doppelt  für  meine  Pflicht,  die 
Fortsetzung  in  gleicher  Weise  zu  besprechen ,  wie  es  mit  der  ersten  Ab- 
handlung geschah.  Damals  zeigte  Woepcke  mit  Rücksicht  auf  einige  Pa- 
riser Codices,  dass  die  Snmmationsformel  der  Cubiczahlen  mindestens  auf 
Ihn  Albanni,  den  Zeitgenossen  Leonardo's  von  Pisa,  zurückzuführen  ist, 
vielleicht  sogar  bis  auf  einen  Mathematiker  des  Jahres  1000.  In  der  neuen 
Abhandlung  hat  Wöpcke  zwei  noch  unedirte  Codices  des  British  Museum 
in  London  benutzt.  Das  Hauptinteresse,  welches  an  dieselben  sich  knüpft, 
besteht  theils  darin,  dass  jene  Formel  wieder  in  Zusammenhang  mit  einer 
Schrift  des  Ihn  Albanni  erscheint^  theils  dass  es  wieder  zwei  Mathematiker 
des  S.  XV  sind,  welche  die  Formel  mittheilen.  Der  erste  Codex  (bezeich- 
net CCCCXVn  der  orientalischen  Manuscripte)  ist  nämlich  ein  Commentar 
zu  dem  Talkhis  (Rechenbuch)  des  Ihn  Albanni  von  Ibn  Almadjdi  aus  dein 
Jahre  1431.  Die  Handschrift  selbst  trägt  das  Datum  1436.  Hier  finden  sich 
Regeln  für  die  Summation  der  Cuben  aller  auf  einander  folgenden  Zahlen, 
der  graden  Zahlen  und  der  ungraden  Zahlen.  Der  zweite  Codex  (bezeich- 
net CCCCXIX  der  orientalischen  Manuscripte)  enthält  in  einer  Abschrift 
vom  Jahre  1580  ein  Originalwerk  von  GhijÄth  AlqÄchÄui,  betitelt  „Schlüs- 
sel der  Rechenkunst'S  Das  Zeitalter  dieses  als  Arzt  und  Mathematiker 
berühmten  Schriftstellers  erhellt  daraus ,  dass  er  Mitarbeiter  an  den  be- 
kannten Tafeln  von  Ouloug  Beg  war,  welche  1437  vollendet  wurden.  Hier 
findet  sich  nicl^^  blos  die  Formel  für  die  Summe  der  auf  einander  folgenden 
Cubiczahlen,  sondern  auch  für  die  Summe  der  viertem  PoV^tvl^vi  \^\T.s^s^ft.^ 

Ltt«r«tiirzlf .  d.  ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Phyi.  X,  2.  ^ 


von  1  bia  n*  freilich  beide  ohne  Beweis^  iitllfirend  in  dem  ssiieri»!  gpnanofrit 
Commentnre  eioe  ehen  ao  ijtrenge  als  elegante  Beweisfuhning  vorhanden 
iät«  wie  es  mit  dem  Wesen  einer  sar  ErläuleruDg  dienenden  Schrift  flber- 
einstimmU 
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Le  Talkhyi  dlbn  Albtmsä  puhi,  et  tmd.  pttr  Jri»iide  3farri:',  pro  fesstur, 
ulfivier  de  fütslructmn  publique.     Rome  18(55,    XU,  01.      {Exiraii  dc$ 
Ata  deir  Jccfidemta  ponttficia  de*  nmvt  Linrei,     T,  XVIL  7***  tean^e 
du  5.  Jmn  1604.) 
Der  im  vorigen  Jahr«  durch  einen  frühen  Tod  der  Wissenschaft  loidtr 
entrissene,    durch  Kenntnits  der  Mathematik  wie  der  orientalischen  Spra- 
chen aosgexeichnete  Gelehrte ,  Frans  Woepcke,   hatte  den  Abriss  der  Re- 
ehenkuniit  des   Ihn  Albaona   im   Originftl   ans   der   Handschrift  Marsh  378 
No.  CCXVII   der  Bodleyanischen  Bibliothek  in  Oxford  copirt,    um    durch 
UebersetzungdesMelben  die  Kenntnisi  der  Leistnngen  der  Araber  sn  erwei- 
tern,  wofür   er  »o  werth volle  Beiträge   bereits  geleistet  hatte.     Mit  aeinem 
Verlnat  drohte  auch  der  Verlust  der  vorbereiteten  Arbeit.    Dass  dieser  ver- 
hütet wurde,  verdankt  man  der  Bemühung  de«  um  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik hoch  verdienten  Flirrten  Balthasar  Boncompagni,  der  Herm 
Marre  bes^timmte,  di©  Uebersetznng  jenes  Werke»  auszufCüireu.     Diesö  er* 
schien  zunlichst  lu   den  Acten   der  papstlichen  Akademie  de'  nuovi  Ltncei 
mit  dem  arabischen  Text  nach  der  Abschrift  Woepcke^s.     Ohne  letsteren 
ist  sie  nun  auch  als  selbststftndiges  Werk  bekannt  gegeben. 

Ibn  AlbannÄ  (c.  1222  n.  Chr.)  giebt  in  seinen  Taikhys ,  von  Marre  mit 
traiie  dCanalyse  des  Operations  du  calcul  übersetzt,  einen  gedrängten  Abriss  der 
damaligen  Arithmetik  und  Algebra  in  2  Theilen.  Der  1.  Theil  handelt  von 
der  bekannten  Zahl;  der  Numeration,  Addition,  wozu  auch  die  Sammirong 
geometrischer  und  arithmetischer  Beihen,  und  Reihen  von  Quadraten  und 
Guben  beigegeben  wird ;  von  der  Subtraction,  an  welche  die  Auffindang  der 
Reste  bei  Division  einer  Zahl  mit  0,8,7  sich  anschliesst;  von  derMultiplica 
tion  und  Bildung  des  Quadrates  eines  mehrgliedrigen  Ausdrucks;  von  der 
Division  und  der  Vertheilung  nach  Verhältnissen,  der  Zerlegung  in  Facto- 
ren  und  Ausfindigmachung  der  Primzahlen;  von  der  Bestimmung  der  Zahl, 
mit  der  eine  Zahl  multiplicirt  zu  einer  grösseren  oder  zu  einer  kleineren 
wird,  wie  z.  B.  8  durch  3  zu  24,  36  durch  |  zu  12  wird.  Diese  Erhöhung 
und  Verminderung  (reintegration  und  abaissement  nach  Marre)  findet  ihre 
Anwendung  bei  den  Gleichungen ,  wenn  der  Coefficient  des  Quadrates  der 
Unbekannten  ein  echter  Bruch  oder  eine  ganze  Zahl  ist,  und  deshalb  auf 
1  zu  erhöhen  oder  zu  erniedrigen  ist.  Ferner  handelt  der  1.  Theil  von  den 
Brüchen,  ihren  Arten  und  der  Bildung  der  Zähler,  ihrer  Addition,  Sobtrac- 
tioa,   Jlf uJtiplication  ,    Division,    Erhöhung,  Erniedrigung,  Umwandlong 
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in  einen  Bruch  mit  gegebenem  Nenner.  Endlich  handelt  der  1.  Theil  von 
den  Quadratwurzeln  aus  ganzen  Zahlen ,  Brüchen  und  Binomen  mit  Wur- 
zelgrdssen ,  und  von  der  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division 
von  Quadratwurzeln;  letztere  wird  auch  auf  den  Fall  ausgedehnt,  dass  der 
Divisor  ein  Binom  mit  Wurzelgrössen  ist.  Der  2.  Theil  handelt  in  grosser 
Kürze  von  der  Auffindung  einer  unbekannten  Grösse,  1 ,  durch  die  Propor- 
tion, 2,  durch  die  Regel  über  die  Resultate  zweier  beliebigen  Annahmen  für 
die  Unbekannte,  3,  durch  die  Gleichungen  von  folgender  Art:  ax^^^bx^ 
ax^=iny  bx^srij  ax^+bxssn,  ax*+«  =  6^,  6ic+«==aj?'.  Daran  reihen 
sich  Anweisungen,  zwei-  und  mehrgliedrige  Ausdrücke  zu  addiren  und  subtra- 
hiren,  von  denen  die  Umwandlung  eines  Ausdrucks  wie  (Sar* — 5)  —  (6a:* — 3a;) 
in  (&c*  +  3^) — (d^  +  5)  durch  Addition  von  3;p  und  5  bei  den  beiden  ein- 
geklammerten Ausdrücken,  hervorzuheben 'sein  dürfte;  ferner  die  Multipli- 
cation zweier  Potenzen  mit  gleicher  Grundzahl,  die  Reduction  einer  Glei- 
chung wie  8.T*=sl6j?*+64a:*  auf  &r*a=16j:-t-64,  das  Gesetz  der  Vorzeichen 
bei  der  Multiplication ,  die  Division  einer  Potenz  durch  eine  andere  von 
gleicher  Grundzahl ,  die  Division  einer  Differenz  mit  einer  Zahl ,  während 
der  umgekehrte  Fall  als  nicht  statthabend  angeführt  wird. 

Die  Uebersetzung  des  Herrn  Marre  scheint  mit  Mühe  gemacht  zu  sein ; 
derselbe  nimmt  auch  die  Nachsicht  der  Orientalisten  und  Mathematiker  in 
Anspruch.  Sie  ist  aber  an  keiner  Stelle  zu  dunkel  und  wa  man  über  die 
Sache  zweifelhaft  sein  könnte,  ist  durch  erklärende  Anmerkungen  nachge- 
holfen. Bezüglich  der  Darstellungen  des  Inhaltes  in  der  heutigen  Form 
sollte  an  einigen  Stellen  der  Wortlaut  noch  genauer  eingehalten  sein,  z.  B. 

Seiteö,  Notel,  5,=(|«-|-i.l).5,  statt  5,=^^^  .5,.      Seite   7,    Note  2 

3 

S,s=aS|.2S|  statt  5,=25i*.     Aus  gleichem  Grunde  sollten  Seite  17  in  der 

Einmaleinstabelle  10  und  die  Producte  aus  10  noch  beigefügt  sein. 

Herr  Marre  hat  übrigens  mit  grösster  Sorgfalt  der  ihm  gewordenen  Ar- 
beit aich  unterzogen  und  es  darf  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  er  an  2  Stellen, 
Seite  22  und  26,  den  Text  aus  dem  Commentar  des  Alkal^Ädi  ergänzt  hat. 
Kurz  vor  der  1.  Stelle  soll  nach  dem  Druckfehlerverzeichniss  par  le  nume- 
raieur  nach  dem  Worte  le  numerateur  ergänzt  werden ;  vielleicht  soll  aber 
die  Stelle  vollständig  heissen  le  numerateur  du  dividende  par  le  numerateur  du 
diviseur. 

Möge  der  Bemühung  des  Herrn  Marre  die  verdiente  Beachtung  zu 
Theil  werden ! 

Ansbach.  Fribdlbin. 


Lalirbiieli  der  Oeomttria  mit  Einschlass  der  Coordinatentheorie  und  der 
Kegelschnitte.  Zum  Gebrauche  bei  den  Vorträgen  an  der  ver- 
einigten Artillerie-  und  Ingenieurschule  und  i\xm  ^^\>a%\xxTv\Ätw^iX 
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bearbtüiUL  von  Dr-  K.  IL  M.  AgCHEK&otix,  Professor  nm  BerliDer 
CÄclettenliause ,  Lehrer  und  Äliiglted  dt?r  Stndiencotntuiasioti  der 
vereißigteo  ArtiUerie-  und  lugenleurBcliulc«  —  Erster  Absckiiitl,  i 
Die  ebene  Geometrie,      Berlin  1852.     Verlag   der   KönigL   Geh, 
Oberhofdruckerei-  —  Zweiter,  dritter  und  vierter  Abschnitt.    Die 
Stereoractrie ,    die    Coordinatt^ntbeorje    ond    diu    KegeUcbmtl«^ 
Daselbst  imA. 
Das  hier  in  awei  Bänden  vorliegende,  ziemlicb  nuäfübrlicbe  Lelirbncb 
der  Geometrie  schliesst  sich  nach  Zweck,  nnd  Methode  an  das  früher  von 
deiDselben  Verfasser  veröffentlichte  Lehrbuch  der  Arithmetik,  welches  Im 
sechsten  Jahrgänge  dieser  Zelti^cbrift  (S,  71  der  LiteraturÄettung)  knrE  «a- 
gezeigt  worden  ist  und  bildet  mit  demselben  einen  vollständigeii  Lehr^^ang 
der  elementaren  Mathematik. 

Was  zunHcbst  die  ebene  Geometrie  betrifft,  so  wird  diese  in  »cht 
Kapiteln  behandelt.  Das  erste  Kapitel  bespricht  die  Lage  gerader 
Linien  in  der  Ebene,  den  Winkel  und  seine  verschiedenen  Arten,  die  Ab- 
hängigkeit der  Winkel  von  der  Lage  der  Geraden  (Parallekutbeorie ,  difl 
Eigenschaften  der  Winkel  in  Vielecken).  Dae  zweite  Kapitel  entbiüt 
znnKchst  einige  besondere  Sätze,  welche  sich  auf  die  Abhängigkeit  der 
Winkel  von  der  Lunge  der  Seiten  in  geradlinigen  Figuren  beliehen  (die 
Winkel  gleichschenkliger  Dreiecke  und  Verwandtes),  aodann  folgt  die  Lehr« 
von  der  Gongruenz  der  Dreiecke,  woran  sich  verschiedene  Fol  gern  ngeo, 
namentlich  die  Besprechung  der  verschiedenen  Arten  der  ParaUelogramme 
und  ihrer  Eigenschaften,  sowie  die  Auseinandersetzung  der  einfachsteii 
geometrischen  Conntructionen  schliessen.  Das  dritte  Kapitel  hat  die 
Vergleichnng  dur  von  geraden  Linien  begrenzten  Figuren  in  Rücksicht  anf 
ihren  Inhalt  und  die  Bestinininng  des  letzteren  zum  Gegenstände,  Besoa- 
ders  hervorzuheben  haben  wir  die  Sorgfalt,  mit  welcher  der  Verfasser  seine 
Entwickelungen  auf  den  Fall  incommensurabler  Linien  ausgedehnt  hat 
Der  Inhalt  dieses  Kapitels  bietet  vielen  Stoff  zu  Uebungen,  indem  theiJi 
eine  grössere  Anzahl  Uchungsaufgaben  sich  vorfinden,  theils  aneh  viele 
Lehrsätze  (§.  64  —  74)  behandelt  sind,  welche  nützliche  Anwendungen  der 
früher  behandelten  Sütze  enthalten-  Im  vierten  Kapitel  wird  die  Ver 
gleichnng  der  Figuren  in  Rücktiicht  auf  ihre  Form,  ihre  Aehnlichkeit  und 
die  Proportionalität  der  Seiten  vorgetragen.  An  die  Spitze  des  Kapitels 
hat  der  Verfasser  die  folgende  Definition  gestellt r  „Zwei  Vielecke  vod 
gleicher  Seitenzahl  heissen  ähnlich,  wenn  die  Beilen  des  einen  sich  za 
einander  verhalten,  wie  in  derselben  Ordnung  die  Seiten  des  andern  ,  und 
wenn  die  von  homologen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  beider  Vielecke 
einander  gleich  sind ''  (S.  82).  Nach  dieser  Definition  gehören  sur  Aehn- 
lichkeit zweier  Vielecke  von  n  Seiten  2/i  —  2  BedingUngpn,  nämlich  n — 1 
von  einander  unabhängige  Proportionen  und  eben  so  viele  Gleichungen 
zwiscbeDJe  zwei  Winkeln.     Da  aber  die  Aehnlichkeit  zweier  solcher  Viel- 
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ecke  schon  durch  2/t  —  4  Bedingungen  (z.  B.  die  Proportionalität  der  Sei- 
ten und  der  von  zwei  entsprechenden  Ecken  ausgehenden  Diagonalen)  er- 
wiesen ist,  so  enthält  die  Definition  des  Verfassers  zwei  Bedingungen  zu 
viel,  schliesst  also  einen  Lehrsatz  in  sich  und  ist  daher  formell  nicht  zu- 
lässig. Uebrigens  bietet  auch  dieses  Kapitel  eine  grosse  Reichhaltigkeit 
des  Inhaltes,  indem  sich  an  die  Sätze  über  die  Aehnlichkeit  der  Vielecke 
noch  eine  Menge  anderer,  auf  die  Lehre  von  den  Transversalen  und  die 
harmonische  Theilung  bezüglicher  anschliessen.  Das  fünfte  Kapitel 
ist  der  Kreislehre  gewidmet.  Als  beachtenswerth  und  von  dem  gewöhn- 
lichen Verfahren  abweichend  heben  wir  die  Methode  hervor,  deren  sich 
der  Verfasser  zur  Berechnung  der  Umfangszahl  n  bedient.  Ist  nämlich  u 
der  umfang  eines  regulären  Vieleckes  von  n  Seiten ,  B  der  Radius  des  um- 
schriebenen, r  der  des  eingeschriebenen  Kreises,  so  lassen  sich  leicht  die 
beiden  analogen  Ra4ien  If  und  /  eines  regulären  Vieleckes  von  2n  Seiten 
finden,  das  denselben  Umfang  hat.  Durch  eine  ganz  einfache  geometrische 
Betrachtung  ergiebt  sich  nämlich 

Ausgehend  nun  von  einem  Vielecke  mit  dem  Umfange  6,  für  welches  i?=l, 
r  =  ^Vz  ist,  findet  man  für  ein  Vieleck  von  3072  Seiten 

Ä  =  0.95492082,    r  =  0,95492933; 
zwischen  diesen  Werthen  liegt  demnach  der  Halbmesser  des  Kreises,  des- 
sen Umfang  :=  6  ist,  woraus  für  n  sich  die  Grenzen 

3,1415937  und  3,1415921 
ergeben.     Dieses  zuerst  vom  Cardinal  Nicolaus  von  Cusa  angewandte 
Verfahren  verdient  vielleicht  wegen   der  leichten  Entwickelung  der  zur 
Ausführung  desselben  nöthigen  Formeln   mehr  Beachtung  als  ihm  bisher 
geschenkt  worden  ist.  • 

Aach  diesem  Kapitel  sind  zahlreiche  Beispiele  und  Uebungsmateria- 
lien  beigegeben. 

In  ziemlicher  Ausführlichkeit  behandelt  das  sechste  Kapitel  die 
geometrische  Analysis.  Nachdem  der  Begriff  der  geometrischen  Analysis 
erörtert,  die  Aufgaben  in  örtliche  und  nicht  örtliche,  bestimmte  und  unbe- 
stimmte eingetheilt ,  und  die  Determination  der  Aufgaben  besprochen  wor- 
den, wendet  sich  der  Verfasser  zur  Auseinandersetzung  der  verschiedenen 
Methoden.  In  dieser  Beziehung  unterscheidet  er  Analysis  durch  Gesetze, 
A.  durch  Data,  A.  durch  geometrische  Oertor ,  A.  durch  Reductionen.  Es 
folgen  dann  Dreiecksaufgaben  (§.  175),  die  Pothenot'sche  Aufgabe  (§.  176), 
Kreisaufgaben  (§.177),  vermischte  (§.  178),  Verwandlungs-  (§.179)  und 
Theilungsaufgaben  (§.  180).  Noch  umfangreicher  ist  das  siebente  Ka- 
pitel, welches  die  algebraische  Geometrie  enthält.  Der  Inhalt  dieses 
Kapitels  ist  indessen  zu  mannigfaltig ,   als  dass  wir  in  der  Kür^<i  ^vol^\!l 


berbllck  n  kSunten.     Bemerken  wollen  wir  nur,  dnsB  der  leUt«  Pt- 

apb  d<  ri0  die  Entwiclceliing  der  LagnyVchen  Reihe   flir  n   giebt 

B  ftng  J  Verfahren    ist  Nicbta   woiter  als   die  Methode    der    umbe- 

..rnmtei  :ieDleii;  der  Verfasser  aeut  uämlich  zunächi»! 

Arcian  i  ^^  «,  ^'  +  a,  ^  +  «s  ir*  +  ,  *  ., 
Arlgl  dttnn,  Q      uns  in  der  Sprache  der  DifTereiitialreehnuDg  küner  AUizu- 
ürücken,  dj  ^    ,    .  1 

dm  1  +  o.* 

Ut  dnrch  eme  einfache  geoEnetriache  Betrachtung  imd  gelangt  dadurch 

anr  ßeaummuug  der  Coeftieienten  ^i^  Oi,  a^,  .  . « ;  für  x  =  J/  —  ergiehlsieli 

dann  die  gesuchte  Reibe,  Oegen  diesef  Verfahren  lassen  sich  natUrlicb 
ftlle  die  Bedenken  erheben,  die  man  gegen  die  Methode  der  unbeatimmten 

Coefficienten  anfgestellt  hat,  indessen  ii*t  dl©  Aüüführnng  desscibep  m  em- 
facli  und  anacbaulich,  dftss)  da&i^elbe  beim  Unterrichte  wohl  von  Nutzen  iein 
kann.  Ucbrigens  hat  der  Verfasser  gnnz  dasselbe  Verfahren  in  §*  229  >ar 
Entwickelnng  der  Stnua-  und  Cosinusreiben  angewandt 5  doch  &ind  die*e 
awei  Reihen  schon  im  Lehrbucbe  der  Aritbmetik  anf  ihre  Convergenx  an- 
tersucht  wordenl  —  Das  letzte,  achte  Kapitel  endHch  beäcbäftigt  sich 
mit  der  ebenen  Trigonometrie,  Aufgefal.en  ist  uns  hier  ,  dass  der  Verfas- 
ser die  Auflösuug  der  Dreiecke  ziembrh  weit  surÜckatelU,  denu  er  eüt- 
wickelt  erst  die  ganze  Ganiometrie  und  thrt  die  Auflösung  von  Gleichun- 
gen awificben  deu  Functionen  eines  unbekannten  Winkels,  ehe  er  anr  Be- 
rechnung der  recbtwinklfgen  Dreiecke  übergebt*  Indessen  beeinträchtigt 
dieae  Anordnung  nicht  die  Anwendung  des  Buches  beim  Uoterricbte,  dt 
hier  leicht  die  späteren  Parngrapbeh  sich  früher  besprechen  lassen.  Die 
verschiedenen  trigonometrischen  Formeln  leitet  der  Verfasser  alle  aus  dem 
Siimssatze  ab,  giebt  aber  ausserdem  noch  von  jeder  einen  geometrlscbeii 
Beweis,  * 

Die  Stereometrie  zerfallt  in  fünf  Kapitel.  Das  erste  behandeU 
die  Lage  der  Linien  und  Ebenen  im  Kaume,  das  zweite  gan2  kurs  dii 
körperliche  Ecke.  Im  dritten  Kapitel  kommen  die  verschiedeoen  Kör- 
per, namentlich  die  Berechnung  des  Inhaltea  derselben,  ausführlich  lui 
Sprache*  Der  Gang,  den  unser  Verfasser  einschlagt,  weicht  hier  etwa* 
von  dem  sonst  üblichen  ab.  Zuoäcbst  nämlich  handelt  er  vom  Inhalte  der 
Prismen  und  Ojlinder  und  geht  dann  über  zu  den  Körpern  mit  v^rSnder- 
liehen  parallelen  Dnrchschnittbtlächen;  für  diese  entwickelt  er  dann  die 
Regel,  dass  wenu  der  Querschnitt  die  Form  hat 

der  Inhalt  k'  durch  die  Gleichung 

gegeben  ist.  Ala  ein  speeicner  Fall  dieses  Thcoremee  erMcbeint  die  Simp- 
Hou'sche  licgeli  wekhe  den  Inhalt  eines  Korpers  von  dem  Querfif^huitte 
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genau  durch  die  Formel 

angiebt,  wo  h  die  Höhe,  Gt  and  G^  die  parallelen  Endflächen  nnd  6\  den 
Querschnitt  in  der  halben  Höhe  bedeuten.  Zu  den  Körpern  dieser  Art, 
den  von  Simpson'schen  Körpern  gehören  nun  Pyramide,  Obelisk,  Kegel 
und  Kugel,  deren  Inhalt  sich  demnach  leicht  finden  l^sst.  —  Im  vierten 
Kapitel  trägt  der  Verfasner  die  sphärische  und  körperliche  Trigonometrie 
vor.     Den  Ausgangspunkt  bildet  hier  die  Formel 

cos  a  =  cos  b  cos  c  -|-  sin  b  sin  c  cos  c, 
wo  a,  6,  c  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  bedeuten,  a  der  Gegenwin- 
kel von  a  ist.     Mittels   des  Polareckdreieckes  ergiebt  sich  daraus  die  ent- 
sprechende Formel 

cos  a  =:i  —  cos  ß  cos  Y  +  '««  ß  9in  y  cos  a, 
und  aus  diesen  zweien  werden  nun  die  Übrigen  abgeleitet.  Nach  Aufstel- 
lung der  verschiedenen  Formeln  wird  dann  die  Berechnung  der  rechtwink- 
ligen und  schiefwinkligen  Dreiecke  gelehrt,  woran  sich  noch  die  Entwicke- 
lung  der  Formel  von  L^Ruilier  für  den  sphärischen  Excess  (nach  Lo- 
batto  abgeleitet),  der  Legendr  e*scbe  Satz,  betreffend  sphärische  Dreiecke 
von  geringer  Krümmung,  und  die  Betrachtung  der  regulären  Körper 
schliesst.  Anhangsweise  wird  an  dieser  Stelle  noch  der  Satz  Euler's  über 
die  Anzahl  der  Ecken,  Flächen  und  Kanten  eines  Polyeders  abgeleitet.  — 
Das  fünfte  Kapitel  hat  zum  Gegenstande  die  beschreibende  Geometrie. 
Der  Verfasser  löst  hier  die  Fundamentalaufgaben ,  die  Darstellung  von 
Punkten ,  geraden  Linien  und  Ebenen  betreffend ,  mit  Hilfe  senkrechter 
Parallelprojection  und  entwickelt  dann  noch  die  wichtigsten  Sätze  der  axo- 
nometrischen  Projection. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  in  drei  Kapiteln  die  Coordinaten- 
Theorie.  Sowie  das  vorige  Kapitel  nur  den  Zweck  hat,  dem  besonderen 
Unterricht  im  geometrischen  Zeichnen  als  mathematische  Grundlage  zu 
dienen,  so  soll  der  dritte  Abschnitt  nur  für  die  darauf  folgende  Theorie  der 
Kegelschnitte,  sowie  für  das  Studium  der  mechanischen  Wissenschaften 
die  Vorbereitung  bilden,  aber  keineswegs  eine  ausführliche  Darstellung  der 
analytischen  Geometrie  enthalten.  Der  Inhalt  der  drei  Kapitel  ist  folgen- 
der: 1)  Allgemeine  Gesetze,  welche  aus  der  Beziehung  der  Raumgrössen 
auf  ein  Coordinaten  -  System  entspringen.  2)  Coordinatengleichungen  in 
der  Ebene.  Die  gerade  Linie.  Die  Kreislinie.  3)  Coordinatengleichun- 
gen im  Räume.  Die  Ebeüe.  Die  gerade  Linie  im  Baume.  Die  Kugel- 
oberfläche. 

Der  vierte  Abschnitt  endlich  giebt  eine  kurze  Theorie  der  Kegel- 
schnitte. Nachdem  zuerst  die  verschiedenen  Arten  der  Schnitte  des  nor- 
malen Kreiskegels  im  Allgemeinen  charaeterisirt  worden,  werden  die  Eigen- 


nft6D       r        nn punkte  auf  die  tiblicliGt  Art  mittels  einer  In  den  Kegel 
g  .Joiii       Kugel   eDtwickelt.      Die    weitere  UotersucbtiDg   serf^lk 

„„j  .  /  J         el  und   wird  mittels  der  Methoden  der  Analytischen  Ge^ 

metri^.  ^  irt,  [m  ersten  Kapitel  werden  die  Gleicbimgen  der  Kegel- 
schnitte a  ot  und  mittels  dieser  Gleichungen  verschiedene  Eigen- 
schaften uuivfi  ht;  die  drei  nächsten  Kapitel  beschäftigen  sich  spe* 
zieller  mit  c  irabel,  Ellipse  und  Hjperbel, 

Aus  dkca^E  üebei'sicht  wird  man  erkennen,  dass  der  Inhalt  dieses 
Lehrbuches  ein  sehr  reichhaltiger  ist.  Die  Darstellnng  tat  fast  durchgän- 
gig der  Sache  angemessen,  deutlich  und  streng;  die  grossä  Anzahl  der 
Uehungsaufgaben,  welche  allen  Kapiteln  beigegeben  sind  und  znv  Einübung 
und  Erläuterung  der  vorgetr«*^i^n'^n  Sßt^e  dienen  können,  erhöhen  noch  die 
Brauchbarkeit  desselben«  Obw  ursprünglich  bestimmt,  den  Vorträgen 
des  Verfassers  an  der  vereinigter  rtillerio'  und  Ingenieur- Scbnle  als 
Grundlage  zu  dienen,  wird  das  Wer»  doch  auch  beim  mathemAtischen  Un- 
terrichte an  jeder  anderen  höheren  Lehranstalt,  Realschule  oder  Gji^mna^ 
sium,  mit  Nutsen  zu  gebiauchen  sein. 

GftETSCHBl.- 

L.  A*  Sohnoke's  Aufgaben  aus  der  Differential*  und  Integralreeimnng. 
Dritte  vermehrte  Auflage,  herausgegeben  von  Prof.  Dr<  E<  Heia, 
Halle,  Druck  und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt.  Ift65. 

Die  zweite  Auflage  des  vorliegenden  bekannten  Werkes  ist  bereits  im 
4.  Jahrgänge  der  Literaturzeitnng  besprochen  worden,  und  es  braucht  da- 
her nur  angegeben  zu  werden,  in  wie  fern  sich  die  dritte  Auflage  von  ihrer 
Vorgängerin  unterscheidet. 

Zuerstrmuss  Referent  lobend  hervorheben,  dass  der  Herr  Herausgeber 
das  Buch  von  den  sehr  vielen  Druckfehlem  gesäubert  hat,  welche  die 
Brauchbarkeit  der  vorigen  Auflagen  wesentlich  beeinträchtigten.  Ferner 
ist  die  Zugabe  eines  neuen  Kapitels  (IV) ,  „die  Taylor'sche  und  Maclau- 
rin'sche  Formel;  Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen'S  ohne  Zweifel 
ein  guter  Gedanke,  dessen  Ausführung  nur  leider  den  modernen  Ansprü- 
chen in  keiner  Weise  gentigt.  So  findet  man  z.  B.  den  Rest  der  Ta jlor'schen 
Reihe  zwar  angegeben  (jedoch  nur  in  der  älteren  unbequemen  Form),  der- 
selbe erscheint  aber  als  ein  blosser  Luxusartikel ,  denn  bei  allen  folgenden 
Anwendungen  der  Sätze  von  Taylor  und  Maclaurin  ist  von  Restuntersuchun- 
gen keine  Rede.  Es  wird  höchstens  die  Convergenzbedingung  für  die  er- 
haltene Reihe  aufgesucht  und  dann  der  Rest  ohne  Umstände  über  Bord  ge- 
worfen, wodurch  der  Anfänger  zu  dem  Glauben  ^rleitet  wird,  die  Convcr- 
genz  der  Reihe  habe  selbstverständlich  das  Verschwinden  des  Restes  zur 
Folge.  Dies  braucht  aber  gar  nicht  der  Fall  zu  sein ;  wird  nämlich  die  in 
der  Gleichung 

f{x)  —  Ä„  =  a^-f  a,  j?  -f  o,  jr«  -f  .  .  .  -I-  a«  «" 
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vorkommende  Reihe  für  nsoo  zn  einer  con vergir enden  Beihe,  so  folgt 
schlechterdings  weiter  nichts,  als  dass  f(x)^R^  eine  endliche  Grösse,  mit- 
hin anch  B(gy  eine  endliche  Grösse  ist;  ob  dieselbe  den  Werth  Nall  hat, 
oder  eine  gewisse  Function  von  x  bildet,  würde  dann  immer  noch  einer  be- 
sondeten  Untersnchnng  bedürfen.  Der  genannte  Irrthnm  ist  nm  so  gefähr- 
licher, als  es  bei  Reihen  von  anderen  Formen  in  der  That  Fälle  giebt,  wo 
der  Rest  nickt  verschwindet ,  anch  wenn  die  Reihe  convergirt.  Setzt  man 
z.B. 

^xz=aiSinx+a^8in2x+..,+anSinnx+Rni 
so  findet  man  dnrch  Differentiation  leicht 

11  1 

1  2  n 


J         sint 


bei  unendlich  wachsendem  n  convergirt  zwar  die  Reihe,  der  Rest  aber  vor* 
schwindet  nicht,  namentlich  im  Falle  O^X'^n  wird  R(X)=in. 

Einen  groben  Fehler  enthält  das  Beispiel  12  auf  S.  79.    Für  q>  (jr)  =ztanx 
findet  nämlich  der  Herr  Herausgeber 

g,(0)=0,  g)"(0)=0,  g)»V(0)=0, 

9,'(0)=1,  9>'"(0)=2,  9>^(0)=2>,  9>^"(0)=2»5 
hier  ist  der  letzte  Werth  unrichtig,  vielmehr  muss  es  heissen  9^'^(0)=10.17 
=272.     Dieses  kleine  Versehen  hätte  an  sich  wenig  zu   bedeuten,  wenn 
nicht  im  Buche  hieraus  die  voreilige  Consequenz  9^+^)(0)=2^"**  gezogen 
wäre,  welche  dann  auf  S.  80  zu  der  seltsamen  Gleichung 
X       2*  ff*        2"ff*  2*ir^ 

'^"^  T + ii:3+ 1X1+ iXTi + •  •  • 

Veranlassung  giebt    Hiemach  wäre  also 

X  ,  e^^e-^ 
2  ^  8 
Man  kann  sich  nur  verwundern ,  dass  der  Herr  Herausgeber  diese  auf 
der  Hand  liegende  Folgerung  übersehen  hat  und  dass  er  durch  das  Fehlen 
der  Bernoulli*8chen  Zahlen,  deren  Vorkommen  in  der  Tangentenreihe  doch 
wohl  bekannt  genug  sein  dürfte,  nicht  auf  das  vorige  Versehen  aufmerksam 
geworden  ist.  Uebrigens  fehlt  bei  dieser  Entwickelung  und  allen  folgenden 
jede  Angabe  über  die  Grenzen  ihrer  Gültigkeit;  dieser  Vorwurf  wiegt  um 
so  schwerer,  als  es  bei  Gleichungen  wie 

X       x^        3x* 

nur  der  Substitution  x=sn  bedarf,  um  sich  zu  überzeugen,   dass  dieselben 
nicht  für  alle  x  richtig  sein  können. 

Neu  hinzugekommen  ist  noch  Kapitel  V,  welches  die  Definitionen  und 
Differentialquotienten  der  hyperbolischen  Functionen  enthält.      Referent 
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li      Bi  nur,  das»  d«r  Herr  H^ranegeber  die  unpraktische  und  für 
9C  «:  g^lbche^  franzöitisclie  und  Ubr rhaiipt  Dtchtdentsehe  Matlie* 

M        )  <   hbrnnchbAre  Beaeichnang   Cof.p  Sin.  etc.  beibebaheti  hat, 

»iWcm  - --  j31'  k  in  LioUTillc's  Journal   «eigl,   dasa   die  nicht  wcsflnllteh    ' 
]  tt  chendere  Besetclinung  j^^^/7,.^  rsA/i*   etc.,   welche  Kaferent    i 

a  ^nr  fer  Zeit  vorschlug',  sich  ema« bürgern  beginnt.  1 

^  I        "Ige  Inhalt  dep  Biichea  Ut  bekannt. 

^       —       I 


Die  Lahre  von  den  elUptlBolien  Integr&Ien  nnd  den  Xbeta-Funetioiieii. 

Von  K.  II,  ScHEf.LBACii,  I'rote&äor  etc.     Berlin,   Druck  und  Ver- 
lag voo  Georg  Keimi 
Der  Verfasser   erklärt   in  u  ^rrede,   er   beabsiclitige   mit    seinefi] 

Buche^  mehr  das  woer  Leser  zn  fördern,  und  ver- 

folge in  so  fern  re         _  >  Zwecke;  überhanpt  betrachte 

er  die  Tbela-Functtonen  aia  e?r  $,         i  zn  wenig  bekanntes  Instrument 

der  M*ithematik ,  mit  dessen  I:  ,6  ?r    die  jiiogere  Generation  ver- 

traut machen  wolle.     Diesem  Zwecke  irech^jnd,  lässt  der  Verfasser  die 

eystematische  Darstellung  in  den  Hint.^^g^and  treten  und  benutzt  bald  diese 
bald  jene  Hülfsmittel,  wenn  sie  nur  rascb  zu  einem  Resultate  führen.  Es 
hat  dies  freilieli  deu  Xaclithfil,  dass  die  tiiizelncn  Thcile  der  Lehre  von 
den  elliptischen  Integralen  und  Functionen  etwas  bunt  durcheinander  vor- 
kommen und  dass  hierdurch  der  Ueberblick  über  das  Ganze  nnd  dessen 
inneren  Zusammenbang  erschwert  wird ;  da  jedoch  kaum  anzunehmen  ist, 
dass  Jemand  seine  Kenntniss  der  genannten  Theorie  aus  dem  vorliegenden 
Buche  allein  wird  schöpfen  wollen,  so  verliert  jener  Nachtheil  an  Gewicht. 
Was  den  Inhalt  des  Werkes  betrifft,  so  ist  derselbe  folgender. 

In  den  10  ersten  Paragraphen  wird  der  Begriff  eines  elliptischen  Inte- 
grals festgestellt  und  gezeigt,  wie  alle  Integrale  dieser  Gattung  mittelst  be- 
kannter Substitutionen  auf  auf  die  schon  von  Legendre  angegebenen  drei 
Normalformen  zurückgeführt  werden  können.  Von  hier  springt  die  Dar- 
stellung plötzlich  über  zur  Untersuchung  des  unendlichen  Productes 

(1— J?)(l— a:r)(l— a:r*)(i  — a:r»)..  ., 
um  in  den  §§.  1] — 18  zu  den  vier  Jacob i'schen  Functionen  6(x),  6, (x), 
Ö,(a:),  6j(a:)  zu  gelangen,  welche  hier  durch  die  bekannten,  nach  den  Co- 
sinus und  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitenden  Keihen  definirt  wer- 
den.    Zur  Transformation  der  letzteren  dient  der  bekannte  Satz 

CO 

2:F(x +n7c)  =  —  £  I  F(u)  cos  2n  {x^u)d  m, 

«  =  —(»,...  --2,  —1,0,  +1,  +2,  ....  +  OD, 
von   welchem   der  Verfasser   in  §.  19  eine  Ableitung  giebt,   die   Referent 
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durehans  nicht  für  streng  gelten  lassen  kann.  Nachdem  mittelst  jener 
Transformation  die  Theta- Functionen  gewisser  complexer  Argumente  auf 
Functionen  reeller  Argumente  reducirt  sind ,  wird  in  §.  23  gezeigt,  dass  die 
Quotienten 

^t(J?)      ^t(^)       S,(x) 

e{xy    e(xy    b(x) 

doppelt  periodische  Functionen  von  x  sind ;  der  Verfasser  bezeichnet  sie, 
nicht  eben  glücklich,  mit  fQx),  gCx),  ä(j:),  entwickelt  in  den  §§.  24 — 35 
ihre  hauptsächlichsten  Eigenschaften  und  kommt  schliesslich  zu  dem  Re- 
sultate, dass  aus  der  Gleichung 

JP 


yi/T 


die  drei  umgekehrten  Gleichungen  folgen 

Der  rierte  Abschnitt  (§§.  36 — 64)  behandelt  die  numerische  Berechnung 
des  elliptischen  Integrales  erster  Art  und  empfiehlt  sich  hauptsächlich  durch 
den  dargebotenen  Reichthum  an  Methoden  und  die  vielen  numerischen 
Beispiele.  Im  fünften  Abschnitt  (§§.  65  —  71)  werden  die  Grundformeln 
für  die  Theta- Functionen  nach  einer  zweiten  Methode  transformirt  und 
hierdurch  mehrere  wichtige,  von  Jacobi  herrührende  Sätze  auf  einfache 
Art  bewiesen.  Der  sechste  Abschnitt  (§§.  72 — 06)  beschäftigt  sich  mit  den 
zahlreichen  Reihenentwickelungen  für  S^u),  snamu^  csamUy  Jamu  etc., 
welche  in  den  Fundam.  n.  funct.  ellipt.  nach  anderen ,  bekanntlich  nicht 
völlig  genügenden  Methoden  ausgeführt  sind.  Abschnitt  VII  enthält  die 
Darstellung  von  a+ib  durch  elliptische  Functionen ,  Abschnitt  VIII  die 
Additionstheoreme,  Abschnitt  IX  und  X  die  Theorie  der  elliptischen  Inte- 
grale zweiter  und  dritter  Gattung.  In  den  drei  nächsten  Kapiteln  handelt 
es  sich  vorzugsweise  um  die  Reduction  verschiedener  Integrale  auf  ellip- 
tische Integrale;  Abschnitt  XIV  zeigt  nachträglich,  wie  die  sogenannte 
S  t  i  r  1  i  n  g^sche  Interpolationsreihe  zur  näherungsweisen  Berechnung  ellip- 
tischer Integrale  benutzt  werden  kann. 

Die  zweite  Abtheilung  enthält  Anwendungen  der  Theorie  auf  Probleme 
der  Geometrie  und  Mechanik,  namentlich  Complanation  des  Ellipsoides  und 
des  schiefen  Kegels,  geodätische  Linie,  sphärisches  Pendel,  Drehung  eines 
starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 

SOHLÖMILCU. 
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eil  aar  algebraiiolieü  AmJyfit,   von 
^■H^       Jena  im2. 

Da  es  viellaicht  manchem  Leser  der  Zeitachnft  von  Interesse  sein  wird,      ' 
ni"  franzSsischeö  Urtheil  (iber  das  olng©  Buch  zu  boren  ^   so  tntige  hier  die 
irrn  Professor  Hottel  zu  Bordeaux  in  den  ,,Noutei!es  Annaks  de  Ma-- 
t*'  1^  sdrie,  t  lEI,  im^y  veröffentlichte  Besprechung  auszugsweise 

Sie  lautet:  ^ 

-     "  »US  propoßions  depuis  longtemps  de  signaler  aux  lecteurs  des 

.^^.nales  eet  excellent  oiivrage^   dont   iious  ne  saurionß  trop  re- 

counnauder  Tetude  auxcandidats  K  öos  grandcs  ^coles  et  aux  auditeurs  jeg 

facültes  des  sciences,     Lps  thdories  exposi^es  daoa   ce  livre   forment   nue 

introduction   k  T^tude  du  cakul  infinit^eiraal,    servant  de  compldment  aust 

ti-niti^.s  d^algfebre,   et  renfermant   la  plupart   des  formules  importantes,  qtii 

tivent  s'i^tabUr   d'une   mani^re    simple  et  naturelle  saus  te  secours  de  la 

I         ioD  1        renttelle.    Oo  en  pourra  juger  d^apres  l^aualyse  sammaire  qne 

L«-»  I        s  douner   des  priucipaur  chapitres.     (Folgt  die  Angabe  des  In- 

\  lui)  D'apr^s  cet  aper(ju  uecessairemeut  imcomplett   ou  pent  juger 

u        i  serait  la  lecture  de  eet  ouvrage  pour  tous  ceux  qni  veulent 

pvuQQer  1 '  des  Matb^matiquea  au  delk  des  premiers  ^l^menU.    II  seralt 

done  bien  4  uesirer  que  ce  livre  fiflt  traduit  dans  notre  langue.    CopendÄiit, 

gräce  aux  progrfes  que  fait  de  noa  jours  l'enseignement  des  langnea  vivanteSj 

il  est  k  esp<^rer  que  bleutet  aucun  candidat  serieux  k  V<^cole  polytecbnjquo 

ne  sera  arr^t^  par  la  difficult^  du  texte  allemand ,  dont  le  style  est  d^une 

clartd  toute  fran9aise/* 


Fttnfstellige  Logarithmentafeln  der  Zahlen   und  der  trigonometriBohen 
Fnnctionen  nebst  den  Gans  stachen  Additiona-  und  Sabtractioni- 
logarithmen   und   verschiedenen  HtUfstafeln.     Zweite  Auflage. 
Von  Dr.  G.  J.  Hoübl,  Professor  der  reinen  Mathematik  au  der 
Facultät  der  Wissenschaften  in  Bordeaux.     Berlin,   Verlag  von 
Asher  &  Comp.     1864. 
Das  vorliegende  compendiöse  Werk  enthält  ausser  der  üblichen  Ein- 
leitung eine   reichhaltige  Sammlung  von  Formeln  und   Constanten  nebst 
deren  Logarithmen  und  dann  folgende  Tafeln :     1.  Logarithmen  der  Zah- 
len von  1  bis  10800.     2.  Tafel  der  Längen  von  Kreisbögen  etc.  3.  Logarith- 
men der  trigonometrischen  Functionen  von  Minute  zu  Minute.  4.  Natürliche 
trigonometrische  Functionen  von  Grad  zu  Grad,  nebst  Hülfstafeln  zur  Ver- 
wandlung von  Stunden,  Minuten  und  Secunden   in  Sexagesimatheile  des 
Tages  und  in  Decimaltheile  des  Tages.    5.  Additions-   und  Snbtractions- 
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logariihmeD.  0.  Acht-  und  zehiistollige  Logarithmen  verschiedener  oft 
vorkommender  Zahlen.  7.  Achtstellige  Logarithmen  der'  Zahlen  von  100 
his  1000.  8.  Abgekürzte  Tafel  zur  Berechnung  der  Logarithmen  mit  20  De- 
cimalen.  9.  Vier-  und  dreistellige  gemeine  Logarithmen,  vierstellige  Anti- 
logarithmen  und  vierstellige  natürliche  Logarithmen.  10.  Tafel  der  klein- 
sten Divisoren  aller  durch  2 ,  3  und  5  nicht  theilbaren  Zahlen  von  40  bis 
10841.  11.  Zehnstellige  natürliche  trigonometrische  Functionen  und  Kreis- 
bögen von  Grad  zu  Grad.  Der  Verfasser  sagt  zwar,  seine  Tafeln  bildeten 
im  Wesentlichen  nur  eine  Wiederausgabe  der  Tafeln  von  Lalande,  zu- 
folge mancher  Aenderungen  und  Zusätze  muss  man  aber  doch  das  Werk 
als  ein  neues  betrachten.  Im  Uebrigen  unterschreibt  Referent  gern  die 
Empfehlung,  welche  Professor  Grunert  in  einem  besonderen  Vorworte 
dem  Buche  vorausgeschickt  hat,  und  ganz  besonders  ist  er  mit  dem 
Wunsche  einverstanden,  dass  auf  den  Schulen  fünfstellige  Tafeln  immer 
mehr  Eingang  finden  möchten.  Wer  das  Kunststück  zu  Wege  gebracht 
hat,  eine  Standlinie  von  10000  Meter  Länge  bis  auf  einen  Millimeter  genau 
zu  messen,  der  mag  in  Gottes  Namen  mit  siebenstelligen  Logarithmen  rech- 
nen ;  wer  es  aber  noch  nicht  zu  einer  solchen  Genauigkeit  gebracht  hat,  der 
gleicht  beim  Rechnen  mit  sieben  Stellen  einem  Rentier,  der  sich  seine  Zin- 
sen bis  auf  Tausendtelpfennige  auscalculirt. 

SCHLÖMILCH. 


Tablea  diveraea  poor  la  d^ompoBition  des  nombrea  en  leors  ÜMtenrs 
prämiers.     Var  V.  A,  Lebesgue,  professeur  honoraire  de  la  faculte 
des  Sciences  de  Bordeaux ,  membre  de  TInslüuU     Paris  j   Gaulhier- 
ViUars.     1864. 
Der  Verfasser,  ein  bekannter  würdiger   Veteran  der  Zahlentheorie, 
giebt  in  diesem  kleinen ,  37  Seiten  umfassenden  Schriftchen  mehrere  inter- 
essante Bemerkungen   über  die  Construction  und  den  Gebrauch  des  Zah- 
lensiebes nebst  der  zugehörigen  Tafel,  welche  Professor  Hoüel  berechnet 
hat.     Es  ist  dies  gewissermaassen  ein  Nachtrag  zu  den  im  Jahre  1859  von 
demselben  Verfasser  herausgegebenen  Ex^rcices  d'analyse  numerique^  Paris, 
Leiber  et  Faraguel,  an  welche  hier  wegen  ihres  sehr  lehrreichen  Inhaltes 
erinnert  sein  möge. 

ScHLÖMILCH. 
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W    Kathemafitcbt  TftM1«iw  Formeln  und  ConstmotioiieB,     Von  H.  Hertzer, 
>^  ^         Lehrer  ad  der  köDigL  Berank ademie  su  Berlin.     Berlin ^  Verlag 

L^         *  7QZ1  Rnd.  GaertDer.  IdSC 

F^  Dhb  vorliegende,  358  Seiten  iMende  Werk  Ist  awar  EnDJCclist  ftir  uiä- 

Ihematisch  gebildete  Techniker  befitimmt,  denen  es  aU  Nacbschlagebnck 
ff  dißnen  und  Specialwerke  (m,  B.  Integra  Itafein)  eraetsen  aoU,  dasselbe  ver^ 
daeni  sWr  ftsoh  den  MfttlieiiMiAerii  toh  Fach  «mpfohlen  wm  Verden,  diemi 
1^  «ft  «ntkilt  ia  Btreng  wiaaensidMiftliebem  GMüeto  Malieh  All««,  wa« 
^  »ftn  b«i  ünterBtteimiigeii  gewOlmllaiier  Art  «il  brftttcbMi  pflagt.  An«  dem 
i  «itg«meiii  r«ielien  Inhalte  heben  wtr  aiim  Beweise  des  Oeaagten  Felgeadei 
herror.  Die  erste  Abtheilnng  giebt  die  ftofstelligea  LogaritbaMD  alles 
^  Zahlea  iroB  I  bis  10000,  die  Lingen  der  Kreisbögen  Ar  Grade  ^  Minviea 
and  Seeudin,  die  Logarithmen  der  goniosi^risehen  Fimetioaen  tob  Miamte 
anHittiJI,  die  natOrlichen  Winkelfanctionen  gleiehfaUs  Ten  Minnte  an 
IfhiQlei  Tafeln  rersebiedener  Botenaett  nnd  Worsehii  aatflrliidie  Loe^ 
fithmen,  FaeterentaMn  n.  dergL  m.  Die  aweite  Abtheilni^  entblit  alle 
gebrlnehlieWn  Formeln  nnd  Lehrsitse  der  Algebra,  algebrMsehen  Analy« 
sb,  Diffi^rential-  nnd  Integralrecbnnng,  der  synthetischen  nnd  aaalytiseliea 
Oedinetrie  mit  Einsohlnss  der  Anwendungen  Ton  höherer  Analysia  aar  Disr 
enssion  von  Curren  nnd  Fliehen  (KrtimmnngaTerhMtnisset  Quadraturen^ 
Bectificationen  etc.)-  In  der  dritten  Abtheilnng  werden  57  Constmctionen 
mitgetheilt;  dieselben  behandeln  theils  Bertthrnngsanfgaben ,  theils  belie- 
hen sie  sich  auf  Brennpunkte,  conjugirte  Durchmesser,  Tangenten,  Normalen 
und  Krümmungshalbmesser  von  Kegelschnitten.  Der  Anhang  enthält  noch 
das  Nöthigste  aus  der  Axonometrie,  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
Maassvergleichungen  u.  s.  w. 

Keferent  hat  sich  im  Laufe  eines  Jahres  mit  diesem  Werke  sehr  be- 
freundet und  benutzt  es  namentlich  anch  bei  Vorträgen  gern  als  Nach- 
Bchlagebuch  und  zur  Bildung  von  Beispielen. 

SCHLÖMILCH. 
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Recensionen. 

Metrologioomm  Soriptomm  Reliqaiae.  CoUegit  recensuü  partim  nunc  primum 
edidit  F.  Hültsch.  Volumen  /,  quo  scriptores  Graeci  contineniur. 
Leipzig,  Teubiier,  1864. 
Es  bedarf  wohl  kaum  mehr  als  der  blossen  Anführung  des  Titels  des 
uns  vorliegenden  ^Verkes,  nm  die  Uebetzeugung  zu  erwecken,  dass  mit  dem- 
selben einem  wahren  wissenschaftlichen  Bedürfnisse  abgeholfen  werden 
soll,  und  der  Name  des  Heransgebers  bürgt  in  gleicher  Weise  dafür  ,  dass 
das  angestrebte  Ziel  auch  erreicht  ist.  Der  Verfasser  der  Metrologie,  der 
Herausgeber  der  geometrischen  Schriften  Hero^s  von  Alexandrien  war  in 
beiden  Eigenschaften  gleich  befugt,  jene  Fragmente  aus  gedruckten  und 
ungedruckten  Büchern  und  Abhandlungen  zu  sammeln  und  zu  veröffentli^ 
eben ,  welche  dem  Metrologen  wie  dem  Geschichtschreiber  der  Mathematik 
gleich  unentbehrlich ,  seither  zu  sehr  zerstreut,  manchmal  auch  unzugäng- 
lich waren,  um  jedesmal  benutzt  werden  zn  können,  wo  der  Gegenstand  der 
Untersuchung  eigentlich  diese  Benutzung  erheischte.  Referent  hat  selbst 
den  Mangel  einer  solchen  Sammlung  bei  früheren  Arbeiten  zu  schmerzlich 
vermisst,  um  nicht  das  Verdienstliche  derselben  in  vollem  Maasse  würdigen 
zu  können.  Dem  Abdrucke  der  eigentlichen  Fragmeute  hat  Hr.  Hultsch 
eine  grössere  Abhandlung:  Proiegomena  in  scriptores  Graecos ,  S.  ^ — 176, 
vorausgeschickt,  welche  in  allen  ihren  Theilen  lesenswerth  eine  Fülle  von 
neuen  Untersuchungen  über  die  betreffenden  Schriftsteller  und  von  neue]} 
dem  Verfasser  eigenthümlichen  Resultaten  enthält,  auf  deren  Auseinander- 
setzung und  Prüfung  indessen  hier  nicht  eingegangen  werden  kann.  Nur 
eine  Bemerkung  sei  gestattet  hinsichtlich  eines  Wortes,  das  in  den  metro- 
logischeu  Fragmenten  häufig  vorkommt,  und  welches  dem  Verfasser  in  sei- 
ner Vorrede  zu  den  geometrischen  Schriften  des  Hero  von  Alexandrien  zu 
einer  Notiz  Gelegenheit  gab,  welche  nicht  ganz  berechtigt  erscheint.  Auf 
8.  XIV  jener  Vorrede  heisst  es  nämlich:  Est  hie  locus,  ut  de  usu  quodam 
Graeci  sermonis  commemorem ,  qui  nondum  nolus  esse  videtur.  Et  enim  ....  ivd 
ante  numeralia  adverbü  loco  usurpabatur  eo  sensu  quo  Latini  distributiois  uluntur. 
Dieser  Gebrauch  von  avd  ist  dagegen  so  wenig  unbekannt,  dass  noch  die 
modernen  Aerzte  beim  Schreiben   der  Kecepte   dasselbe  Wort  in  derselben 
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Bedeutung  von  j  e  auweiiden.  Aus  der  Vorrede  zu  dem  gegenwärtig  vor- 
Hegenden  Buche  füge  ich  die  weitere  Bemerkung  biuzu^  dass  jetzt  eoilUch 
png,  Vj  s*  die  räthsel haften  Zeichen  völlig  erklärt  sind,  welche  einst  Nie- 
buhr  In  einem  griechiechen  PaUmpiesle  des  S.  VII  fälschlich  für  arabische 
Ziffern  hielte  welche  akdann  vor  zwei  Jahren  auf  meine  Veranlassung  Prof, 
BpeziiuRom  einerneuen  Untersuchung  unterwarf,  die  wenigstens  d&s 
ErgebnisB  hatte,  den  Gegenfitand  der  betrefiTenden  Stelle  uiUier  fe^itzusteUen 
und  die  Niebnlir'üchc  Hypothese  für  immer  zu  beeeitigen.  Ur»  Haltach 
bat  darin  griechische  Bucbi^taben  in  ihrer  Anwendung  ab  Zahi;£elcben  und 
und  das  griecbisebe  Unzenzetcheu  wieder  erkannt. 


KhoU^at  ai  HiBBäb  on   QninteBsence   da  Galcul  par  Behä- Eddin  al  Aa- 
inoal!,  truduU  et  unmtt;  par  Aei&tide  Märre;.    2'^'"'  ed.    liome  1861, 

Die  erste  Ausgabe  der  französischen  Uebersetzung  des  Werkes  des 
Bf^hA'Eddln  erschien,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  1846  im  5.  Band  der  von 
'l' er  quem  und  G<^rono  berausgegebeuen  NüurcUe&  annaic»  de  mathemn 
fiqucs,  aisu  im  3-  Jahre,  nnchdcm  Nessel  mann  dasselbe  Werk  arabisch 
und  deutsch  in  Berlin  hatte  eracbeinen  lassen.  Wie  weit  die  Arbeit  Ke^* 
sclmann's  vom  Verfasser  benützt  wurde,  giebt  derselbe  nicht  an;  dnss  er 
sie  aber  kannte,  geht  aus  der  6.  Anmerkung  S.  55  der  2.  Aufl.  hervor,  in 
welcher  gesagt  wird,  dass  der  Verfasser  das  Wort  balance  als  Uebersetzung 
des  arabischen  Wortes  myzän  dem  von  Nesselmann  gebrauchten  Norm 
vorgezogen  habe.  Wäre  dieses  erst  bei  der  2.  Aufl.  geschehen,  so  würde 
der  Verfasser  dies  wohl  bemerkt  haben.  Welche  Uebersetzung  genauer 
ist,  muss  denen  zur  Beurtheilung  überlassen  bleiben,  welche  in  der  Sprache 
des  Urtextes  bewandert  sind.  Ueber  das  Verhältniss  der  2.  Aufl.  zur  ersten 
sagt  der  Verfasser  selbst,  dass  die  Uebersetzung  keine  bemerkeuswerthe 
Veränderung  erlitten  hat,  dass  hingegen  die  Noten  verbessert  und  beträcht- 
lich erweitert  wurden.  Letzteres  geschah  besonders  durch  die  Verglei- 
chung  des  Werkes  von  Beb Ä-Edd£n  mit  der  Algebra  des  Mohammed 
ben  MusaAlkhÄrizmi  und  durch  Hervorhebung  der  Spuren  indischen 
Ursprunges  in  den  Werken  der  Araber.  Beide  Bemühungen  sind  als  ver- 
dienstlich anzuerkennen,  wenn  es  auch  besser  gewesen  wäre,  beides  im 
Zusammenhange  durchzuführen  und  nicht  in  Anmerkungen  zu  zerstückeln. 
Einen  früher  ausgesprochenen  Irrthum  nimmt  der  Verfasser  gleich  im  An- 
fang zurück  (S.  V) ,  und  ebenso  giebt  er  S.  81  in  der  59.  Anm.  die  genaue- 
ren Resultate  Angelo  G  enocchi's.  Da  diese  auch  die  Bemerkungen 
Nesselmann's  (S.  71  —  73)  berichtigen  und  ergänzen,  so  sei  hier  bemerkt, 
dass  Genocchi  zu  den  Gleichungen  a:+y=:10  und  («+^«)Cy+J^y)  =« 
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die  Werthe  x--\  und  y^=9  gefunden  hat  für  n:=24  und  dass  er  zu  den 
Gleichungen  a;' +  o,- +  2  =  y*,  x*  —  x  —  2  =  z*  die  Werthe  ar  =  |J,  y  =  ^f, 
2=-j|  giebt,  während  Nesselmann  jj  =  —  ^  fand.  Da  nun  der  Verfasser 
sich  gern  bereit  zeigt,  fremdes  Verdienst  anzuerkennen,  und  dies  in  der 
36.  Anm.  auch  gegenüber  Nesselmann  thut,  so  ist  es  wohl  nur  ein  Verse- 
hen, dass  in  der  54.  Anm.  nicht  beigefügt  ist,  dass  den  Beweis  Nessel - 
mann  (S.  70  —  71)  gegeben  hat.  Aehnlich  giebt  8.  55  in  der  33.  Anm.  der 
Verfasser  eine  Verbesserung,  die  nach  Nessel  mann  (S.  60,  Note  19)  Ru- 
schen Ali  bereits  gab.  Das  Versehen  Nesselmann*8  S.  6b{^x  +  4 
statt  X  +  \x  +  4)  hat  H.  Marre  S.  58  verbessert.  Eine  schwache 
Seite  des  Verfassers  ist  die  Kenntniss  des  Griechischen.  So  sollen 
(S.  54,  3.  Anmerkung)  die  Griechen  koyol  und  akoyol  (Euolid,  X  og. 
0.  7.  ffiTfxlj  Skoyoit)  für  rational  und  irrational  gesagt  haben.  An- 
dere Notizen  sind  dagegen  sehr  ansprechend;  z.  B.  S.  07  die  Erklärung  des 
Wortes  Sinus:  ^M  cor  de  de  Tarc  double  pliee  en  deux^^  (vergl.  Cantor,  Ma- 
thematische Beiträge,  S.  238);  femer  S#  08  die  Angaben  über  die  Kenntniss 
der  Binomialcoefficienten;  S.  79  —  80  der  Beitrag  zu  der  Frage,  wie  das 
rechtwinklige  Dreieck  zu  der  eigenthümlichen  Bezeichnung:  „Figur  der 
Braut'*  kommen  konnte.  Bei  der  Umsetzung  des  Verfahrens  BehA- 
'Eddtn's  in  unsere  jetzige  Schreibweise  hätte  Einzelnes  noch  mehr  dem 
Wortlaute  gleich  gemacht  werden  können,  z.  B.  S.  61  in  der  27.  Anm.,  wo 

^      {b  +  c){b-c) 

a       (ft  +  c)(6  — c)  a  ^     .^ 

statt  d?= ^ zr genauer  j?  = zu   schreiben 

2  2a  2 

war.  Am  wenigsten  befriedigt  S.  77,  Anm.  51,  die  Erklärung  des  Satzes, 
den  BehÄ-Eddtn  (S.  44  der  üebersetzung  von  Marre,  S.  48  — 49  bei 
Nesselmann)  anwendet,  dass  nämlich  die  Differenz  der  zwei  Theile  einer 
in  zwei  ungleiche  Theile  getheilten  Zahl  doppelt  so  gross  ist,  als  die  Diffe- 
renz zwischen  der  Hälfte  der  Zahl  und  einem  ihrer  Theile.  Dieser  Satz 
ist  wahrscheinlich  auf  geometrischem  Wege  abgeleitet  worden.  Ist  nämlich 
AB  die  gegebene  Zahl  und  AC  der  grössere,  BC 

der  kleinere  Theil,  AE=BE=\AB  und  AD 

=r  ^(7,  dann  ist  sofort  ersichtlich,  dass  C/>=     A  DEC  B 

AC'-BC=^2.CE^2iAC-^^ÄB)=:2(^\AB^  BC). 

Ebenso  leicht  ersichtlich  ist,  dass  AC=\AB  +  ^CD, 

Druckfehler  sind :  S.  02,  Z.  2  v.  o.     2  statt  20, 

b  ab 

„  00,  „  17  V.  u.     --    „    --, 
n  n 

„  71,  „    5  V.  u.     100— or  statt  100  — lOar. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  das  hier  besprochene  Werk  dem  Fürsten  Bal- 
thasar Boncompagni  gewidmet  ist,  als  dem  unermüdlichen  Forscher 
und  gelehrten  Herausgeber  ausgezeichneter  Werke  über  die  Geschichte  der 


bf^matik  nnd   dem  freigebigen  und  opferwilltgen  Förderer  aller  Unter* 
sucüungen  in  diesem  Fache. 

Ansbneh,  G.  Fhiedlsiit. 


I 
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Anfangsgründe  der  Katorletire  f&r  die  umterea  Klaflsen  der  MltteUchulea 

von  Dr.  Joe.  Krjnt,  J^ehrcr  dnr  Fliys^ik  an  der  k*  k»  SclioUenfcl- 
der  Oberreakchule  in  Wien, 

Der  Verfasser  ist  von  der  gebiüücUlichen  Äncndniing  des  StofT-e»  in 
pliyHikftlificben  Lehrblicheni  abgewicben,  wio  folgendes  Inltaltj^TerKeicbm^B 
lehn:  Einleitung,  van  der  Schwere,  von  der  Wärnie^  von  den  eliemischen 
EficUeinungen",  von  dem  Mag'netismua»  von  der  ElektriciUtt,  vom  Gleichge- 
wichte und  Von  der  Bewegung,  Wirkungen  der  MoIecui^irkrÄfte,  von  den 
tropfbarflüsfiigen  Körpern,  von  den  luftförmigen  Körpern,  vom  Bchnlle  ( Aku^ 
js^tik )  T  vjom  Lichte  (Optik),  Diese  Ab  weich  ung  von  der  gehräucfalic  h  eti  Ordnu  ng 
ist  dem  Zwecke  des  Buches  jedenfalls  vollkommen  angemessen  ^  welches  be- 
stimmt istjugendliche  Schüler  mit  den  Erscheinungen  bekannt  an  machen  und 
dieselben  nach  und  nach  ku  gewöhnen^  dasGemeineame  in  ihnen,  das  Natur- 
gesetz, aufzufinden.  Diesektatere  Absiebt  des  Verfassers  wird  nber  jedenfftlU 
bei  der  von  ihm  angenommen en  Ordnung  im  Mnterial  auf  die  beste  Weise 
err*Vicht,  da  ku  Anfang  die  leichtere  Aufgabe  sich  dem  Schüler  darbietet, 
UNI  diti  Erscheiuuugen  kennen  zu  lernen,  wozu  sich  FpSter  die  Znrinithung 
gesellt,  einfache  Erklärungen  zu  geben,  welche  keine  geometriscbe  An- 
schauung verlangen,  welche  sich  erst  als  Schwierigkeit  in  den  letzten  Ka- 
piteln des  Buches  mit  einfindet.  Ebenso  wie  die  Anordnung  des  Lehr- 
stoffes im  Einklänge  mit  dem  Lehrzweck  steht,  sind  ihm  auch  Auswahl  und 
Ausdehnung  vollkommen  angepasst.  Dass  bei  einem  Buche ,  welches  zum 
ersten  Unterrichte  in  der  Physik  bestimmt  ist  und  dabei  die  erste  Anlei- 
tung zur  Erkenntniss  des  gesetzmässigen  Zusammenhanges  in  den  Erschei- 
nungen geben  soll,  die  für  die  Fassungskraft  des  jugendlichen  Anfängers 
keineswegs  geeigneten  Kapitel  der  Polarisation,  Interferenz  des  Lichtes  etc. 
nicht  mit  im  Lehrplane  erscheinen  konnten,  bedarf  natürlich  keiner  weite- 
ren Erörterung.  Das  4.  Kapitel,  welches  die  chemischen  Erscheinungen 
behandelt,  beschäftigt  sich  nur  mit  den  Elementen  Sauerstoff,  Stickstoff, 
Wasserstoff,  Chlor,  Jod,  Brom,  Schwefel,  Kohlenstoff,  mit  dem  Verbren- 
nungs-  und  Athmungsprocess,  so  dass  später  bei  den  galvanischen  Strömen 
deren  chemischen  Wirkungen  die  gebührende  Erklärung  zu  Theil  werden 
kann.  Dem  Schülerkreise,  den  sich  der  Verfasser  vorstellte,* angemessen, 
blieb  bei  den  galvanischen  Erscheinungen  der  Leitungswiderstand  und  das 
Ohm'sche  Gesetz  weg,  dagegen  ist  der  mechanische  Theil  ziemlich  aus- 
führlich behandelt  worden. 

Wir  fügen  zum  Schluss  noch  hinzu,  dass  dem  Inhalte  des  Buches  ent* 
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sprechend,  die  äusnere  Ausstattung' in  Papier,  Druck  and  den  Holzschnitten 
im  Text  ehenso  sehr  zum  Gebrauch  als  Schulbuch  empfiehlt,  als  die  Bear- 
beitung des  Verfassers. 

Dr.  Kahl. 


Praktische  Anwendungen  ftr  die  Integration  der  DifTerentialgleiclinngen. 
Von  Dr.  G.  W.  Strauch,  Rector.  der  höheren  Unterrichtsanstalt 
zu  Muri  im  Kanton  Aargau.  Erster  Band.  Braunschweig,  Druck 
und  Verlag  von  Fr.  Vieweg  &  Sohn. 
Nicht  mit  Unrecht  bemerkt  der  Verfasser  in  der  Vorrede ,  dass  die 
vorhandenen  Sammlungen  von  Aufgaben  aus  der  höheren  Analjsis  zwar 
reichhaltigen  Stoff  für  die  Integration  gesonderter  Differentiale  und  für  die 
damit  zusammenhängenden  geometrischen  Anwendungen  (Quadratur,  Recti- 
fication  etc.)  darbieten,  obschon  es  sich  dabei  meistens  nur  um  mechanische 
Substitutionen  handelt,  dass  sie  aber  gerade  das  wichtige  und  weit  mehr 
Geschick  verlangende  Capitel  von  der  Integration  der  Differentialgleichun- 
gen sehr  stiefmütterlich  behandeln.'^)  Je  weniger  sich  diese  Thatsache 
ableugnen  lässt,  um  so  dankbarer  muss  man  den  Fleiss  anerkennen,  womit 
der  Verfasser  die  bezeichnete  Lücke  ausgefällt  hat,  und  zwar  im  vorliegen- 
den Bande  zunächst  für  die  Differentialgleichungen  zwischen  zwei  Varia- 
belen.  Besondere  Hervorhebung  verdienen  auch  die  sorgfältigen,  zum 
Theil  neuen  Untersuchungen  des  Verfassers  über  die  singulären  Integrale. 
Dahin  gehört  z.  B.  die  Discussion  des  (gewöhnlich  nicht  sonderlich  beach- 
teten) Falles ,  wo  einer  und  derselben  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mehrere  singulare  Integrale  entsprechen,  ebenso  die  Erörterung  über  die 
einfach  und  zweifach  singulären  Integrale  von  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung. 

Diese  Mittheilungen  werden  genügen,  um  dem  reichhaltigen  Werke 
die  verdiente  Aufmerksamkeit  zuzuwenden ;  nur  möge  sich  der  Leser  durch 
die  etwas  kirchenväterliche  Breite  der  Darstellung  nicht  abschrecken 
lassen. 

SCHLÖMILCH. 


*)  Dieselbe  fiemcrkang  gilt  übrigens  auch  fUr  die  Lehre  von  den  doppelten  und 
dreifachen  Integralen.  £s  sind  also  gerade  die  beiden  Abschnitte  vernachlässigt,  ohne 
welche  man  in  der  Mechanik  kaum  eine  tiefere  Untersuchung  vornehmen  kann. 
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tegralrechnung mit  zahlreichen  Anwendungen  etc.  Wei- 
mar, Voigt.  2*4  Thlr. 

CoLENSO,  J.  W.,  Elemente  der  Algebra  nebst  Aufgaben.  Aus  dem 
Englischen  übersetzt  von  G.  Wolpert.  2.  Ausg.  (Titelaufi.)  Stutt- 
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sprechend,  die  äussere  AusstattUDg' in  Papier,  Druck  und  den  Holzschnitten 
im  Text  ebenso  sehr  zum  Gebrauch  als  Schulbuch  empfiehlt,  als  die  Bear- 
beitung des  Verfassers. 

Dr.  Kahl. 


Praktiiehe  Anwendimgen  ftr  die  Integration  der  Differentialgleichungen. 
Von  Dr.  6.  W.  Strauch,  Rector.  der  höheren  Unterrichtsanstalt 
zu  Muri  im  Kanton  Aargau.  Erster  Band.  Braunschweig,  Druck 
und  Verlag  von  Fr.  Vieweg  &  Sohn. 
Nicht  mit  Unrecht  bemerkt  der  Verfasser  in  der  Vorrede ,  dass  die 
vorhandenen  Sammlungen  von  Aufgaben  aus  der  höheren  Analysis  zwar 
reichhaltigen  Stoff  für  die  Integration  gesonderter  Differentiale  und  für  die 
damit  zusammenhängenden  geometrischen  Anwendungen  (Quadratur,  Recti- 
fication  etc.)  darbieten,  obschon  es  sieb  dabei  meistens  nur  um  mechanische 
Substitutionen  bandelt,  dass  sie  aber  gerade  das  wichtige  und  weit  mehr 
Geschick  verlangende  Capitel  von  der  Integration  der  Differentialgleichun- 
gen sehr  stiefmütterlich  behandeln.'^)  Je  weniger  sich  diese  Thatsache 
ableugnen  Iftsst,  um  so  dankbarer  muss  man  den  Fleiss  anerkennen,  womit 
der  Verfasser  die  bezeichnete  Lücke  ausgefüllt  hat,  und  zwar  im  vorliegen- 
den Bande  zunächst  für  die  Differentialgleichungen  zwischen  zwei  Varia- 
belen.  Besondere  Hervorhebung  verdienen  auch  die  sorgfältigen,  zum 
Theil  neuen  Untersuchungen  des  Verfassers  über  die  singulären  Integrale. 
Dahin  gehört  z.  B.  die  Discussion  des  (gewöhnlich  nicht  sonderlich  beach- 
teten) Falles,  wo  einer  und  derselben  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mehrere  singulare  Integrale  entsprechen,  ebenso  die  Erörterung  über  die 
einfach  und  zweifach  singulären  Integrale  von  Differentialgleichungen 
«weiter  Ordnung. 

Diese  Mittheilungen  werden  genügen,  um  dem  reichhaltigen  Werke 
die  verdiente  Aufmerksamkeit  zuzuwenden ;  nur  möge  sich  der  Leser  durch 
^  die  etwas  kirchenväterliche  Breite  der  Darstellung  nicht  abschrecken 
'      lassen. 

^  SCHLÖMILCH. 

t     


(  *)  Dieselbe  Bemerkung  gilt  übrigens  auch  für  die  Lehre  Ton  den  doppelten  und 

Jß  dreifachen  Integralen.  Es  sind  also  gerade  die  beiden  Abschnitte  vernachlässigt,  ohne 

>  welche  man  in  der  Mechanik  kaum  eine  tiefere  Untersuchung  vornehmen  kann. 

^  
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Recensionen. 

Oalilao  Galilei  und  die  römische  Verartheilnng  des  k^^rnikanischen 
Systems  von  Dr.  Christian  Hermann  Vosbn.  Frankfurt  a.  M. 
1865.  Verlag  für  Kunst  und  Wissenschaft  (O.  Hamacher). 
Die  vorliegende  kleine,  2  Bogen  starke  Brochüre  durfte  wohl  im  Vor- 
aus einigermassen  die  Neugier  des  Referenten  auf  sich  ziehen,  nachdem 
durch  die  Zeitungen  bekannt  geworden  war,  dass  der  sogenannte  katho- 
lische Brochürenverein  eine  Bearbeitung  der  Streitigkeiten  zwischen  Gali- 
lei und  der  Inquisition  veranlasse ,  welche  er  alsdann  seinen  Mitgliedern 
darbringen  wolle*  Eine  Behandlung  des  Oalilei^schen  Prozesses  von  streng 
kirchlichem  Standpunkte  ist  aber  eine  überaus  schwierige  Arbeit,  wenn  der 
Verfasser  mehr  geben  will,  als  bereits  in  dem  anonymen  Aufsatze  der  „Hi- 
storisch-politischen Blätter  für  das  katholische  Deutschland  ^^  Bd.  VII  (Jahr- 
gang 1841),  oder  in  der  officiellen  Darstellung  des  römischen  Prälaten  Ma- 
rino Marini,  Galileo  e  Vinquisizione  (Roma  1850)  enthalten  ist.  Unparthei- 
ische  Behandlungen  desselben  Gegenstandes  sind  dagegen  wenig  geeignet, 
die  Zwecke  zu  fördern ,  welche  der  genannte  Brochürenverein  mit  seinen 
Verö£fentlichungen  verfolgt,  wenn  auch  ebensowenig  Stoff  zur  alleinigen 
Verurtheilung  des  Papstes  und  seines  Gerichtshofes  aus  demselben  zu  ent- 
nehmen ist,  wie  Referent  in  seinen,  im  0.  Bde.  dieser  Zeitschrift  abgedruck- 
ten Untersuchungen  zu  zeigen  unternommen  hat.  Es  war  vielmehr  eine 
Parthei,  kirchlicher  gesinnt  als  das  Haupt  der  Kirche  selbst,  welche  im 
17.  Jahrhunderte  gegen  die  Wissenschaft  und  ihre  Vertreter  zu  Felde  zog, 
2U  eindussreich,  um  nicht  sogar  den  vorurtheilslosen  Urban  VIII.  zeitweise 
wenigstens  zu  umgarnen,  zu  mächtig,  als  dass  man  ihrer  Feindschaft  auf 
die  Länge  hätte  erfolgreich  widerstehen  können,  als  dass  nicht  Urban  VIII. 
selbst  bis  zu  einem  gewissen  Grade  ihre  Verfolgungswuth  gewähren  lassen 
musste.  Die  Neugier,  ob  Herr  Dr.  V  o  s  e  n  auch  mit  allen  neueren  Forschun- 
gen über  seinen  Gegenstand  vertraut  sein  würde,  ob  er  beispielsweise  ver- 
suchen werde ,  mit  Bezug  auf  das  Vorhandensein  oder  Nichtvorhandensein 
einer  Lücke  in  den  Prozesbakten  (vergl.  Bd.  IX,  S.  195),  oder  auf  die  niög- 
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lieherweise  von  ürban  VIII.  selbst  verfasste  Vorrede  su  dem  Oesprieha 
über  die  beiden  grossen  Weltsysteme  (Bd.  IX,  S.  184),  oder  anf  die  Dentaag 
der  in  dem  Urtheile  yorhandenen  Worte  examen  rigorosum  (Bd.  ESI  Lhera* 
taraeituDg,  S.  20)  and  andere  dergleichen  nicht  an  wichtige  Pankte  in  kri- 
tische vielleicht  in  polemische  Erörterangen  sich  einzulassen,  diese  Nea^^er 
freilich  erwies  sich  als  eine  sehr  mfissige  gegenüber  der  jetst  ▼erliegenden 
Arbeit.   Der  Partheistandpnnkt  des  Herrn  Verfassers  ist  schon  ans  der  Entr 
stehung  seiner  Arbeit  sa  entnehmen;  sein  wissenschaftlicher  Standpunkt 
aber  ist  in  den  Worten  gleich  anf  der  ersten  Seite  dargestellt,  wo  es  faelsit: 
„  Wir  besitzen  gegenwärtig  in  wttnschenswerther  Vollständigkeit  die  Qnel- 
„len  für  die  richtige  Auffassang  der  Geschichte  Galilei*s.     Vor  Allem  ist 
„hier  die  italienische  Schrift  des  Bitters  Venturi  von  Wichtigkeit,  im 
„welcher  neben  vollständig  genügenden  Aaszfigen  ans  den  Frosessakten 
„eine  Reihe  sehr  wichtiger  Briefe  des  damaligen  toskanisehen  <}eaandtea 
„in  Rom,  Niccolini,  vorliegen.      Aeltere  Nachrichten  and  die  Torbande- 
„nen  Briefe  Galilei^s  werden  hierdnrch  vervollständigt,  während  einige 
„neaere  Schriften  noch  brauchbares  Material  hinsuHigen.**     Die  Oegen- 
wart  des  Herrn  Verfassers  besteht  darnach,  so  weit  er  sie  bestimmt  angiebl, 
ans  den  Jahren  1818 — 1821,   während  welcher  die  swei  von  Ventnri  her- 
aasgegebenen  Bände  Denkwürdigkeiten  erschienen!     Mit  ihm  an  rechten 
ist  darnach  anmöglich.     Soll  man  etwa  gegen  den  Sats:  '  „Von  Folter 
„konnte  schon  an  sich  der  Sachlage  nach  nicht  die  Rede  sein,  denn  es  baa* 
„  delte  sich  ja  nicht  am  irgend  ein  erforderliches  Geständnis  s,  wofiQr  allein 
„an  etwaige  Tortur  zu  denken  wäre"  (S.24),  soll  man  dagegen  eine  Stelle  von 
Marino  Marini  anführen,  dem  officiellen  Darsteller,  wie  ich  schon  sagte? 
z.  B.  dessen  Beschreibung  der  noch  vorhandenen  Prozessakten  (S.  Ö5),  wo 
es  heisst:  „guinli  alla  451,  che  segue  immedialatnente ,  giacche  qai  e  cessata  Im 
„  numerazione  a  pie  delle  facce,  i  riportato  il  decreto  dt  doversi  interrogare 
„Galileo  sulla  intemione,^^     Es  wäre  in  der  Tbat  überflüssige  Mühe 
einem  Geschichtsbaumeister  gegenüber,   der  von  seinen  Handlangem  so 
dürftiges  und  schlechtes  Material  geliefert  bekam.     Mit  diesem  Materiale 
hat  dagegen,  das  muss  man  Herrn  Vosen  zugestehen,   derselbe  gemacht, 
was  nur  damit  zu  machen  war.    Er  hat  auf  ganz  geschickte  Weise  einzelne 
objective  Irrthümer  der  Gegner  Galilei'S' zugestanden,  um  nicht  partheiisch 
zu  erscheinen;   er  hat  daraus  für  sich  selbst  die  Befugniss  hergeleitet,  die 
subjective  Gerechtigkeit  von    Galilei's   Verurtheilung   zu  versichern.     Er 
hätte,  wir  sind  es  überzeugt,  noch  besser  die  ihm  gestellte  Aufgabe  erfüllt, 
wenn  er  wenigstens  die   beiden  Arbeiten  gekannt  hätte,   welche  wir  oben 
nannten,  die  von  Marino  Marini  und  die  von  Prof.  Clemens,  denn  dass 
dieser  der  Anonymus  der  Görres'schen  Zeitschrift  ist,   bestätigt  Marino 
Marini  auf  S.  39,  Note  2.     Wäre  ihm  daran  gelegen,  noch  vollständiger 
sich  zu  unterrichten,  dann  freilich  müssten  wir  ihn  auf  Bd.  IX  dieser  Zeit^ 
Schrift  verweisen,  so  wie  auf  einen  etwas  später  noch  erschienenen  Anfsats 
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des   bekannten  französischen  Akademikern  Bertrand   in   der  ,^ Bevue  des 
deux  mondes^^.  Camtor* 


Tetraedrometrie  von  Dr.  Gustav  Junghann.     Zweiter  Theil.   Die  Ecken- 
functionen  in  Verbindung  mit  Lungen-,  Flächen-  und  Körpergrös- 
sen.     Mit  2  lithographirten  Tafeln.     Gotha,  £.  F.  Thienemann. 
1863.     8.  (X  und  190  S.). 
Bekanntlich  hat  v.  St  au  dt  bereits  vor  längerer  Zeit  (Grell  e's  Jour- 
nal, Bd.  24)  den  goniometrischen  Factor,  mit  welchem  man  das  Product  der 
drei   in   einer  Ecke  znsammenstossenden  Kanten  eines  Parallelepipedons 
multipliciren  muss,  um  dessen  Inhalt  zu  bekommen,  mit  dem  Namen  Sinus 
der  Ecke  belegt.    Sind  a,  6,  c  die  Kanten-  und  cc,  ß,  y  die  gegenüberlie- 
genden Flächenwinkel  der  Ecke,  so  hat  dieser  Eckensinus  den  Werth 
sin  a  sin  b  siny=i  sin  h  sin  c  sin  a  =  sin  c  sin  a  sin  ß 
=  ^ (1  —  cos^a  —  co5*6  —  co^c  +  2cosacosb  cosc)  . 

'^=z2y[sinssin  {s — a)  sin  {s — b)sin{s — c)],  *  = . 

Der  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  hat  nun  die  Hälfte  dieses 
Factors  unter  der  Bezeichnung  P-  Sinus  der  Ecke  in  die  Geometrie  einzu- 
führen versucht  und  ausserdem  noch  den  analogen  Ausdruck  für  die  Polar- 
ecke, oder 

^  sin  a  sin  ß  sin  c  =  J  ^'^  ß  ^^  7  ^^^  a=  ^siny  sin  a  sin  b 
=  4  ^  (1  — cos^a  —  cos^ß  —  cos^y  —  2cosa  cosß  cosy) 

=  y  [ —  cosc  cos  {a  —  a)  cos  {c  —  ß}  cos  (o  —  y)] ,  a= — -^ 

einer  näheren  Untersuchung  unterworfen  und  als  i7- Sinus  bezeichnet.     Es 

ist  daher 

P        sin  a       sin  b       sin  c 

n  sin  a  sin  ß  sin  y' 
welche  Grösse  Bretschi/^ider  den  Modulus  der- Ecke  genannt  hat. 
In  diesen  beiden  Functionen  P  und  II  glaubt  unser  Verfasser  die  Grundla- 
gen einerneuen  geometrischen  Disciplin  gewonnen  zu  haben,  die  er  Tetrae- 
drometrie nennt,  und  welche  die  Aufgabe  zu  lösen  hat,  aus  den  gef^^» 
benen  und  zur  Bestimmung  hinreichenden  Stücken  eines  Tetraeders  die 
übrigen  durch  Rechnung  zu  finden. 

In  dem  ersten  Theile  der  diesen  Gegenstand  behandelnden  Schrift, 
welcher  im  Jahre  1862  erschien ,  sind  nun  zunächst  diejenigen  Relationen 
entwickelt,  welche  zwischen  den  P-  und  i7-Functionen  mehrerer  Ecken  mit 
gemeinschaftlichem  Scheitel  stattfinden«  Die  hier  gewonnenen  Formeln 
sind  ganz  analog  denen  der  gewöhnlichen  Goniotnetrie,  wie  folgendes  Bei- 
spiel zeigen  mag ,  das  uns  zugleich  mit  den  allgemeinsten  dieser  Formeln 
bekannt  macht,  aus  welchen  sich  eine  grössere  Anzahl  anderer  als  specielle 
Fälle  ergeben. 
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Gehen  von  einem  Punkte  0  im  Baume  fünf  Btrablen  aus,  welche  r^  rj, 
r,,  r,^  r^  he Usen  mögen,  von  denen  im  Ällgeoieuicu  koiuo  drei  in  eiiier 
Ebene  Hegen,  und  schneidet  tnun  diese  durch  eine  Ebene  m  dea  Punkten 
A^  B^  C\  B^  M^  so  ist  immer 

OBCD  +  OBDE  +  OBEC+OEDC==Q, 
wenn  man  aicli  das  Vorzeichen  Jedes  Tetraedervolumena  in  der  von  Mö- 
bius  (Barjcentrischer  Calcul^  S.  22J  angegebeuen  Weise  bestimmt  denkt, 
dai»ä  man  das  Auge  in  dem  Punkte  annimmt,  welcher  durch  den  ersten  Buch* 
Stäben  der  Formel  angegeben  wird,  und  nun  smijebt,  ob  ein  Uing^ebea  der 
GegenÖäehe  in  der  ÜeiKenfolge,  wie  die  Buchstaben  der  B^oroiel  es  vor- 
schreiben, als  eine  Drehung  in  demselben  Sinne  wie  diejenige  eines  Ulirtei- 
gorji,  oder  als  eine  Drehung  im  entgcgengesetsten  Sinne  ersteh  eint« 

Statt  der  vorigen  Gleichung  kaun  man  aber  die  folgende  getzeu; 
0B,ÖC,0I),P{r,rtr^+0B.0D.0E.P(rtr^r^)  +  0B.Ö£,OC.P{r^r^r^} 
+  O£.OÜ.0C.P{r^r,r^)^0^ 
SetÄt  man  voraus,  daae  OA  senkrecht  zu  der  SchnitlebeDe  steKt^  so  lit 
ÖB^^OJsecr^r^,  OC^^OAstCr^r^,  OD^^OAsecr^r^^  0 E ^=  O  A See r^r^ 
und  durch  Kitisotsung  dieser  Werthe  geht  die  vorige  Gieicbung  Über  in 
^v  K^t  n  '*t)  Cöf  r^  t^  +  P  t^i  r^  r J  cos  r^  r,  +  P(r,  i^r^)  €as  r^r^ 

Das  |»lanimetrisehe  SeitenstUck  dieser  Gleichung  lautet 

iin  r^  r,  ros  r^  rjj  +  Mtn  r,  r,  üqs  r„  r,  4-  sin  r ^  r,  c o*  r„  r, = 0 
und  wird  ganz  analog  bewiesen,  indem  man  sich  die  von  einem  Punkte 
aasgehenden  Stiahleu  r^  *  r^ ,  r, ,  r^  durch  eine  zu  r^,  senkrechte  Gorade  ge- 
schnitten denkti.  Lft^st  man  r^  mit  r,  coincidireu  ,  so  ergiebt  sich  die  For- 
mel für  den  Sinus  der  Summe  oder  Differenz  zweier  Winkel  als  ein  s^mr 
eller  Fall 

«Die  Formel  a)  hat  aber  auch   noch  ein  stereometrisches  SeitenstÜcL 
Sind  nämlich  e^^  <r,,  e^,  tv  e^  füuf  Ebenen  ^  welche  auf  die  Strahlen  r^,  r,  r^ 
'ti  ''4  senkrecht  stehen,  so  gilt  für  dieselben  die  folgende  Gleichnng 
.  ü  (e,  ^t  ^a)  cos  e^e^+n  {e^  e^  e^)  cos  e^e^  + H  {e^  e^  e^)  cose^  e^ 

Die  vorstehende  kurze  Ableitung  der  Formeln  a)  und  b)  macht  allerdings 
die  Anwendung  des  Princips  der  Vorzeichen  nüthig,  ein  Princip,  dessen  sicli 
unser  Verfasser  nicht  bedient  hat.  Letzter  Umstand  ist  aber  ein  Mangel, 
der  den  Verfasserauch  nöthigt,  in  seinem  sechsten  Capitel,  wo  er  dies« 
Eormelu  entwickelt,  verschiedene  Falte  zu  unterscheiden  und  in  diesen  ver^ 
fichiedenen  Fällen  den  eiu^eloen  Gliedern  der  Gleichung  andere  Voraeicheii 
£u  geben.  Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  auch  hei  der  Bezeichnung 
der  Functionen  P  und  JI  dieses  Princip  zur  Anwendung  zu  bringen  ist,  dtu 
ako  z«  B. 

P  i^i  rfr^)  =  P  C^i  r,  r,)  =  -  P  (r,  r^  r,) 
Ist  u.  s.  w« 
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Was  nun  den  ans  vorliegenden  zweiten  Band  des  Werkes  betrifft ,  so 
behandelt  derselbe  verschiedene  selbstständige  Aufgaben  und  ist  eigentlich 
bestimmt,  durch  die  That  zu  zeigen,  welcher  Nutzen  aus  der  Anwendung 
der  Functionen  P  und  77  bei  den  verschiedensten  stereometrischen  Unter- 
suchungen erwächst.  Die  Tetraedrometrie  in  dem  eingangs  angegebenen 
Sinne  ist  darin  noch  zu  keinem  einigermassen  abgeschlossenem  Systeme 
ausgebildet,  ja  der  Verfasser  hat  eigentlich  nur  einige  Hauptaufgaben  behan- 
delt, nämlich  die  Berechnung  des  Tetraeders  aus.  seinen  sechs  Kanten 
(Cap.  XIV)  und  die  Berechnung  aus  dem  Halbmesser  der  umschriebenen 
Kugel  und  fünf  von  den  sechs  Winkeln ,  welche  die  vier  nach  den  Ecken 
des  Tetraeders  hinlaufenden  Radien  einschliessen  (Cap.  XVI).  Um  nun 
beurtheilen  zu  können,  in  wieweit  die  Erwartungen,  welche  der  Verfasser 
an  die  Einführung  der  Eckenfunctionen  knüpfte,  gegründet  sind,  müssen 
wir  uns  einige  der  behandelten  Probleme  und  ihre  Lösungen  etwas  näher 
betrachten. 

Zunächst  behandelt  der  Verfasser  im  Capitel  IX,  dem  ersten  des  zwei- 
ten Theiles,  das  Parallelopipedou  und  die  Transformation  der 
Coordinaten  im  Räume.  An  der  Spitze  dieses  Capitels  steht  ein  Satz, 
welcher  als  ein  stereometrisches  Seitenstück  des  planimetrischen  Sinussatzes 
BU  betrachten  ist.  Sind  nämlich  ti,  p,  ^  die  drei  in  einer  Ecke  zusammen- 
stossenden  Kanten  eines  Parallelepipedons  und  ist  d  die  von  derselben  Ecke 
ausgehende  Diagonale,  so  verhält  sich 

u  : p  :  g  :  d=  P (pqd)  :  P  {uqd)  :  P{upd)  :  P(upq). 
Es  werden  dann  verschiedene  Folgerungen  aus  diesem  durch  Vergleichnng 
der  hier  vorkommenden  Tetraedervolumina  leicht  zu  beweisenden  Satze 
vorgeführt,  z.  B.  der  Satz,  dass  vier  an  einem  Punkte  im  Räume  wirkende 
Kräfte  im  Gleichgewicht  sind,  wenn  sie  sich  verhalten  wie  die  P-Sinus  ihrer 
Oegenecken  (S.  2).  Als  die  wichtigste  Anwendung  erscheint  unserem 
Verfasser  aber  die  Formel,  welche  er  (S.  12)  für  die  Transformation  Räum- 
licher Parallelcoordinaten  gewinnt.  Sind  nämlich  or,  y,  z  die  alten ,  ti,  p,  ^ 
die  neuen  Coordinaten  und  ti, ,  pi ,  q^  die  auf  das  neue  System  bezogenen 
Coordinaten  des  früheren  Anfangspunktes,  so  ist 

und  analog  lauten  die  Formeln  für  p  und  q.  Auf  diese  Formeln  legt  der 
Verfasser  augenscheinlich  ein  sehr  grosses  Gewicht.  Denn  S.  13  äussert 
er  sich :  „Es  ist  der  Mühe  werth,  mit  den  einfachen  Formeln  130  (den  eben 
angeführten)  die  weitschweifigen  und  schwer  zu  übersehenden  trigono- 
metrischen Formeln  zu  vergleichen,  mit  denen  man  sich  für  die  Coordi- 
natenverwandlnng  bisher  hat  behelfeu  müssen,  wie  sie  z.  B.  im  Grün  er  t- 
schen  Supplement  zu  KlügeTs  mathematischem  Wörterbuch,  Art.  Coor- 
dinaten, No.  15,  S.  471,  gefunden  werden,'*  und  an  einer  späteren  Stelle 
(S.  130,  §.  181)  lesen  wir:  „Die  Vergleichnng  dieser  Formeln  mit  . .  .  allen 
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iisber  fiir  diesis  Aufgabe  aufgeitellten  ist  vielleiebt  mehr,  al»  irgendein 
anderer  in  dit^seni  U«cho  abgebandeUer  Gegen^ttand  gef?igiiet,  die  Tetrae- 
dromotrio  al«  eine  ftclUMtHtHödige ,  für  die  stereotnetrWliea  ßechnun^ea 
nothn'end  ige  Dieciplin  niigonfjtllig  hiDKitÄtrlleQ,"  Hif^rge^geii  uiüni^au 
WH'  znaachst  bemeiketi^  dA»ä  die  Kinfachbeit  der  vam  Verfasse? r  aurg^^atf^U* 
ten  Formeln  dock  nur  in  dwr  üüssiireii  Form  bestebt;  ai«d  die  Wink«*!  awi- 
»chen  den  alteti  und  dea  neuen  Axen  gegeben^  bo  rnnt^a  man  ja  aua  diet«ii 
Biittelst  der  »in  Eingänge  anöerea  Referates  stellenden  Formel  dif^  F-Fmic- 
tionen  bereebnen  und  sei^i  man  in  die  nbigen  Formeln  statt  der  Fnnctioiiftii 
Pihre  Werthe  ein,  so  erbäh  mau  eben  die  Im  matbematiscben  WetiterUactl 
stehe uden  Formeln.  Immerbin  muss  aber  d»nn  den  Fortneln  de»  Verfai- 
aera  derV^rztig  zogeaprochen  werden,  dass  sie  sich  dem  Gedächtnit^a  leicb* 
ter  einprügen.  Allein  diesen  Vorzug  haben  »ie  getuein  mit  andercin  länpt 
bekannten  Formeln  fUr  dieselbe  Aufgabe  and  eg  kann  von  einem  Vorxug« 
der  vom  Verfasser  aufgestellten  Formeln  vor  allen  bisher  für  die  Coordi^ 
naten-Trnii^rormation  aufgestellten  gar  keine  Kede  sein,  Ka  worden  nitm* 
lieh  die  trigonametrischen  Formeln  für  die§es  Problem  sofort  hdehft 
einfach,  wenn  man  die  Winkel  awiachen  den  allon  Axen  und  den  neüaa 
Ooordinatenebenen  oder  deren  Normalen  als  gegeben  annimmt,  Heboti  in 
der  bekannten  im  Jabre  1837  erschieneneu  Bammluiig  von  AufgAbc^n  nnd 
Lehrsätzen  au.";  der  analytischen  Geometrie  dea  Kaumei  von  L.  J.  M  agnus 
findet  sieb  anf  B,  51  die  Formel 

r  j^"v  (j\if-^  --  j'  /'ifS  (x^yz)  +  y  tfts  ^t/.t^t)  +  s'  mir  (t',y  r) 
nebst  zwei  analogen  für  y  und  z,  wo  o:,  jf,  z  die  neuen  nnd  x\  p\  z  die  altm 
Axen  sind  und  (a^yz)  in  vielleicht  nicht  recht  entsprechender  Weise  dea 
Winkel  zwischen  einer  Geraden  a  und  der  Ebene  von  y  und  z  beseichnet» 
Diese  Formeln  finden  sich  auch  in  vielen  spätem  Lehrbüchern  der  anaJjti* 
sehen  Geometrie,  z.  B.  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
von  Schlö milch.  1.  Aufl.  Leipzig  1855.  8.  86,  Formel  (3);  Analytische 
Geometrie  des  Raumes  von  George  Salraon.  Deutsch  von  Fiedler.  Leip- 
zig, 1863.  S.  13,  Anmerkung.  Wenn  daher  unser  Verfasser  auf  S.  18,  §.  98 
meint,  dass  „  in  der  bisherigen  Literatur  die  Aufgabe  der  Coordinatenver- 
wandlung  stets  unter  dieser  Voraussetzung  behandelt  gefunden  wird :  näm- 
lich dass  die  Lage  der  neuen  Axen  bestimmt  sei  durch  die  Winkel,  welche 
sie  mit  den  primitiven  Axen  bilden,**  so  befindet  er  sich  in  einem  Irrthame. 
Die  von  ihm  auf  S.  19  gegebenen  trigonometrischen  Formeln  sind  mit  den 
bei  Magnus  u.  a.  a.  0.  zu  findenden  identisch.  Die  Ableitung  dieser  For- 
meln hat  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  und  ist  mit  wenig  Worten  abge- 
than ,  wenn  man  sich  ded  auch  von  unserem  Verfasser  angewandten  Theo- 
rems bedient,  dass  die  Projection  eines  geschlossenen  Polygons  anfeine  Ge- 
rade den  Werth  Null  hat. 

Mit  Uebergehung  des  zehnten  und  elften  Capitels,  welche  das  Polar- 
hexaeder (d.  h.   das  System  zweier  polarer  körperlicher  Dreiecke)  und 
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die  Terminologie  des  Tetraeders  zum  Gegenstande  haben,  wenden 
wir  uns  zu  dem  in  vieler  Hinsicht  interessanten  zwölften  Capitel,  in  welchem 
die  Moduli  des  Tetraeders  untersucht  werden.  Unter  Modulus  des 
Tetraeders  versteht  nämlich  der  Verfasser  jede  Function  einzelner  (oder 
auch  aller)  Bestiramungsstücke  des  Tetraeders ,  die  ihren  Werth  nicht  än- 
dert, wenn  man  diese  Bestimmungs stücke  durch  andere  ersetzt.  Ein  solcher 
Modulus  ist  z.  B.  (§.  115)  die  Grösse 

'*  =  ¥' 

wo  2  p  den  Durchmesser  des  einer  Tetraederfläche  umschriebenen  Kreises 
(oder  den  Modulus  dieser  Tetraederfläche)  und  M  den  Modulus  der  Gegen- 
ecke in  der  von  Breis chneider  angegebenen  Bedeutung  bezeichnet.  Ein 
anderer,  interessanter  Modulus  ist 

wo  d  eine  Tetraederfläche  und  77  die  il-Function  der  Gegenecke  bedeutet. 
Es  verhalten  sich  also  die  Seitenflächen  des  Tetraeders  wie  die  77- Sinus 
ihrer  Gegenecken  (§.  116),  welcher  Satz  ein  Seiteostück  des  trigonometri- 
schen Sinussatzes  ist 

Zu  den  Moduln  des  Tetraeders  gehört  auch  der  Inhalt  desselben.  Bei 
Betrachtung  dieses  Moduls  erwähnt  der  Verfasser  in  §.  118  den  Feuer- 
bach'schen  Satz,  dass  die  algebraische  Summe  der  fünf  Pyramiden,  welche 
durch  fünf  Punkte  im  Kaume  bestimmt  sind,  gleich  Null  ist.  Er  findet  in- 
dessen den  Ausdruck  „algebraische  Summe**  unbestimmt  und  ist  genöthigt, 
verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Letzteres  ist  unnöthig,  sobald  man 
das  Princip  der  Vorzeichen  beachtet,  denn  es  ist  alsdann  in  allen  Fällen, 
wenn  Ay  B^  C,  />,  E  die  fünf  Punkte  sind, 

ABCD  +  BCDE+  CDEA  +  DEAB  +  EABC=0, 
wie  schon  Mob  ins  (Barycentr.  Calcul,  S.  25,  Formel  I)  gezeigt  hat.  Aus 
dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  man  ABCD  =:%  setzt  und  die  auf  die 
Seitenflächen  dieser  Pyramide  vom  Punkte  E  ans  zu  fällenden  Senkrechten 
mit  ^0  9  ^1)  ^>i  A3,  sowie  die  il- Functionen  der  diesen  Seitenflächen  gegen- 
überliegenden Ecken  mit  /7o,  ili,  iZ,,  /7j  bezeichnet,  dass 

Äoilo  +  A,  il,  +  ÄtH,  +  ^5/15  =  — 

eine  constante  Grösse  ist.  Es  ist  dieser  Satz  das  Analogen  zu  dem  plani- 
metrischen  Satze,  nach  welchem 

h^  sin  a  +  A,  sin  ß  +  h^  sin  y 
constant  ist,  wenn  Aq,  A, ,  A,  die  von  einem  willkürlichem  Punkte  der  Ebene 
auf  die  Seiten  eines  Dreiecks  gefällten  Perpendikel  und  a,  /?,  ^  die  Gegen- 

Winkel  dieser  Seiten  sind.     Für  die  Grösse  Tr=v,  welche  gleichfalls  ein  Mo- 


äul  des  Tarmed  ert  iat,  theilt  der  V^jrfiisser  noc]i  versehieäena  andere  A«i- 
dräcke  mit. 

Anf  einen  bemerkonewerthoti  B«tS5  werden  wir  Im  §*  129  Anfmerkesm 
gßrttnvUL  Es  %'erUalton  »ich  tiÄniHch  dip  drei  Oer^dt^n»  wolclie  den  Schwer* 
jiiinkt  eines  Tetraeders  mit  den  vier  Eckenituiikten  verbiiifJf'ii ,  wie  dte  P- 
Skm»  ihrer  Gf'^enwinkel,  woraus  mit  BoRchtiing  des  fl.  2  ang-eftihrten  Sat^ee 
folgt»  dass  drei  an  dem  Scbwerpimkte  eines  Tetraeder»  aiigehrncbt«%  nRch  d**ii 
Ecken  hin  wirkende  Kräfte,  welche  «ich  wie  die  Entfernungen  de»  Schwer- 
ptmktes  von  dmi  Eckten  verb alten ^  im  Gleichgewicht  äind. 

Dat  drei  zehnte  Capitel  enthalt  nach  der  eigenen  Ang:abe  des  Verf«5<ien 
»nin  grösflten  Tli^ile  mir  Material  für  spätere  Ausführnngen,  die  in  dem 
Buche  noch  nicht  vorhanden  sind^  Wir  fibergehen  daher  seine  BctsprediiiDg 
und  wenden  uns  aogleicli  zum  vierzehnten  Cupitel,  in  welchem  Her  Vef' 
fasficr  eine  Analyöe  von  Carnot^s  Memoire  sur  /a  relaiiiin  qui  e^- 
istt*  entre  lei  difimncei  de  cinq  poinlt  pris  arbitrairemeni  dam$ 
Pespacf  gi«^bt.  Csrnot  an  cht  Änerst  eine  Gleichung  zwischen  den  vech« 
Verbindungslinien  von  vier  Punkten  in  einer  Ebene,  indem  er  dann  in 
einem  dieser  Punkte  ein  Perpendikel  von  bestimmter  Läng-e  anf  der  Ebene 
errichtet  und  die  von  diesem  Punkte  ans^gehenden  Linien  ausdruckt  durch 
das  Perpendikel  und  die  von  dessen  Endpunkte  aus  nach  den  drei  anderen 
der  ersten  Punkte  gehenden  Geraden ^  gelangt  er  zu  einer  Gleichung,  die 
man  in  der  Gestalt 

141  X^  =  —ZJ*ii^—  Z/'m'n'  +  £l*m*t^ 
schreiben  kann ,  wo  /  und  u  Oegenkanten,  /,  m  und  n  Kanten  einer  Seiten- 
fläche ,  / ,  m  und  u  aber  Kanten ,   die  nicht  in  einer  -Ebene  liegen  und  nieht 
von  einer  Ecke  ausgehen,  bedeuten  und  £  das  Summationsseichen  ist.    Un- 
ser Verfasser  leitet  dieselbe  Formel  dadurch  ab,  dass  er  von  der  Gleichung 

Q3:=^upq  P{upq) 
ausgeht,  worin  u^  p,  g  drei  von  einer  Ecke  ausgehende  Kanten  bedeuten ;^ 
dann  die  P- Function  durch  die  Cosinus  der  Winkel  up^pqy  uq  und  endli.eh 
diese  mittelst  der  Verallgemeinerung  des  Pythagoreischen  Lehrsatzes  durch 
die  Kanten  des  Tetraeders  ausdrückt.  Wir  wollen  hierzu  nur  bemerken, 
dass  der  Gebrauch  der  P-Function  hier  ganz  überflüssig  ist;  die  Formel 

31  =  upq  sin  up  sinpq  sin  up  "^  pq^ 
sowie  der  Ausdruck  des  Sinusproductes  durch  die  Cosinus  der  Kantentrin- 
kel  und  dieser  durch  die  Kanten  sind  längst  bekannte  Sachen  und  die  Ent- 
wickelung  der  Formel  findet  sich  in  dieser  Weise  schon  in  der  im  Jahre  1807 
publicirten  Sammlung  geometrischer  Aufgaben  von  Meier  Hirsch,  2.  Tb., 
S.  lll.  Wenn  übrigens  unser  Verfasser  in  §.  144  meint,  die  von  Carnot 
angegebene  Formel  sei  „in  dieser  Gestalt  nicht  geeignet,  grosses  Interesse 
in  Anspruch  zu  nehmen,  da  sie  kein  einfaches  Gesetz  markire,'*  und  sich 
dadurch  veranlasst  findet,  auf  S.  81  ein  Paar  andere  Schreibweisen  dieser 
Formel  anzugeben,  von  denen  die  zweite  sich  auch  schon  bei  Meier  Hirsch 
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findet,  80  möchten  wir  anf  nnsere  obige  Erläatemng  dieser  Formel  verwei- 
sen, aus  der  ein  solches  einfaches  Gesetz  doch  wohl  zu  ersehen  ist. 

Es  folgt  nun  in  §.  145  und  146  die  Berechnung  des  Halbmessers  der 
Kngel,  welche  sich  einem  Tetraeder  umschreiben  lässt.  Der  von  Carnot 
vorgeschlagene  Weg,  zu  einem  Ausdrucke  dieses  Halbmessers  durch  die 
Kanten  zu  gelangen,  ist  allerdings  etwas  mühsam  und  die  tetraedro metrische 
Rechnung  des  Verfassers  besitzt  dem  gegenüber  den  Vorzug  der  Kürze. 
Allein  es  lässt  sich  die  betreffende  Formel,  welche  Grelle  (Sammlung 
math.  Aufsätze,  I,  8.  112  u.  folg.)  auf  die  Form 

blfiVr'={a  +  b  +  c){a  +  b—c)(a-'b  +  c){—a  +  b  +  c) 
gebracht  hat,  wo  a,  6,  c  die  drei  Producte  von  je  zwei  Oegenkanten  sind 
und  r  den  gesuchten  Halbmesser  bedeutet,  auch  auf  sehr  einfache  Weise 
durch  ein  rein  geometrisches  Verfahren  ableiten,  wie  dieses  v.  Stau  dt 
(Grell e's  Journal,  Bd.  57,  S.  88)  gezeigt  hat,  und  die  Anwendung  der 
Eckenfnnctionen  ist  daher  hier  überflüssig.  Diese  letztere  Bemerkung  gilt 
auch  für  die  nächsten  Aufgaben,  die  Bestimmung  des  Halbmessers  der  dem 
Tetraeder  eingeschriebenen  Kugel,  den  Ausdruck  der  Entfernung  des  Fuss- 
punktes  einer  fiöhenlinie  des  Tetraeders  von  einer  Ecke  oder  von  einer 
Seite  der  Basis  mittelst  der  Kanten ,  die  Berechnung  des  Neigungswinkels 
Bweier  Gegenkanten  n.  a.  Dabei  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  diese 
Aufgaben  z.  Tb.  an  sich  ganz  interessant  sind. 

Es  folgen  auf  dieses  Gapitel  noch  drei  andere ,  welche  die  gemein* 
same  Form  vieler  tetraedrometrischer  Gleichungen  und  die 
Aufgaben,  das  Tetraeder  zu  berechnen  aus  dem  Halbmesser  der 
umschriebenen  Kugel  und  fünfvon  den  sechs  Winkeln,  welche 
die  vom  Mittelpunkte  nach  den  Ecken  g&zogenen  Linien  ein- 
schliessen,  sowie  aus  der  Grösse  und  Lage  der  vier  von  einem 
Punkte  ausgehenden  Normalen  seiner  Seitenflächen,  zum  Ge- 
genstande haben. 

Als  nächstes  durch  die  vorliegende  Schrift  su  erreichendes  Ziel  hat 
dem  Verfasser  die  Einführung  der  Eckenfnnctionen  in  die  Stereometrie 
vorgeschwebt.  Dieses  Streben  halten  wir  für  ein  vollkommen  berechtigtes, 
denn  es  hat  sich  an  vielen  Stellen  des  Buches  gezeigt ,  wie  durch  die  Ein- 
führung der  Eckenfnnctionen  der  ^usdruck  der  stereometrischen  Sätze  oft 
eine  überraschende  Einfachheit  gewinnt  und  wie  dabei  eine  auffallende 
Analogie  mit  planimetrischen  Formeln  zu  Tage  tritt  In  Folge  des  ersten 
Umstandes  werden  auch  vielfach  die  Entwickelungen ,  welche  auf  rein  tri- 
gonometrischem Wege  an  sich  ausführbar  sind,  beträchtlich  einfacher. 
Diese  Gründe  sind  jedenfalls  hinreichend,  die  Einführung  der  Eckenfunctio* 
nen  in  die  Stereometrie  zu  rechtfertigen.  ' 

Anders  steht  es  nach  der  Ansicht  des  Referenten  mit  der  vom  Verfas- 
ser so  oft  und  so  nachdrücklich  betonten  unbedingten  Noth wendigkeit 
einer  Einführung  dieser  Functionen;  es  dürfte  sich  in  dieser  Beziehung  doch 
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mit  den  FunctionBii  Pnnä  IT  nicht  gfing  so  verhalten,  wie  mit  den  trigono- 
wiPtriscUen  Functionen  Sinns ^  Cnainps  n*  ß.  f*  Diese  letsetciren  sind  2,  B* 
wirklich  unemhehrlich ,  wenn  man  den  Zasammenfiang  swischen  den  Seiten 
nnd  tlt^n  Winkeln  einea  Dreiecks  dArstellen  will ,  wogegen  man  den  Zusam- 
menhang zwischen  den  Beitenilacben  und  den  Winkebi  eines  Tetraedei-f 
anstatt  durch  ^^1^^  =  U^i  /Ii 

anch  durch  die  Proportion 

A^i  ^^=^ $m  Ay  A^  sin  A^ ä^  :  Jt«  d^d^  sin  d^d^ 
ausdrücken  knnn;  ja  man  wird  sogar  %m  letzterer  Formel  oder  einer  ähnli- 
chen greifen  müssen,  wenn  es  sich  um  eine  numerUcbe  Berechnnnjjr  handelt 
Zum  Schlüsse  sprechen  wir  noch  die  HofToung  aus,  dass  die  Bemühun- 
gen des  Verfassers  keine  vergebUchon  sein  mögen,  uad  dass  die  tetraedro- 
metrischen  Functionen  in  Zukunft  eine  Statte  finden  in  den  ste  reo  metrischen 
Untersncliungen.  Oh  diesolben  berufen  sind  eine  so  grosse  Rolle  2u  spie- 
len, wie  unser  Verfasser  es  glanht,  oder  ob  ihr  Wirkungskreis  ein  beschei- 
denerer sein  wird,  das  wird  sich  dann  von  selbst  linden.  Jedenfalls,  daran 
kann  nach  den  yorliegonden  Leistungen  kaum  gezweifelt  werden,  sind  sie 
im  Stande^  manchen  nicht  bequem  sn  formulir enden  Satz  erst  In  daa  rechte 
Licht  zu  setzen  nnd  auf  eine  einfache  Form  zu  bringen,  mancher  weitschwei- 
figeu  Formel  eine  kürzere  Fossnng  za  verschaffen*  Dem  Verfasser  der  von 
uns  besprochenen  Schrift  wird  jedenfalls  ein  solcher  Erfolg  der  beste  Lohn 
•  fiir  die  auf  seine  Arbeit  verwandte  Mühe  sein, 

Leipzig,  Juni  1805.  Gkktbchcl. 


Lelirbiioh  der  Geometrie,  von  Dr.  K.  Sonmdorfbr.  L  Theil.  Wien,  Braa* 
müller.     1865. 

Herr  Hofrath  Schlömilch  hat  im  vorletzten  Hefte  seiner  Zeitacbrift 
klar  nachgewiesen,  dass  Herr  Dr.  R.  Sonndorfer  seine  Geometrie  des 
Maasses  grösstentheils  entweder  ganz  genau  oder  mit  unbedeutenden  Aen- 
derungen  abgeschrieben  hat;  man  sollte  daher  glauben,  dass  jede  weitere 
Kritik  des  Sonndorfer'schen  Werkes  ganz  überflüssig  sei;  aber  die  letste 
Recension  dieses  Buches  durch  Herrn  Prof.  Grün  er  t  bestimmte  mich,  einige 
Stellen  ans  Sonndorfer^s  Geometrie,  wo  der  Herr  Verfasser  selbstatändig 
auftritt,  hervorzuheben. 

S.  1 :  „  Die  Flüche  ist  der  Weg,  welchen  die  Linie  beschreibt,  wenn  sie 
sich  stetig  fortbewegt,  vorausgesetzt,  dass  sienicbt  in  sichselbstfort« 
geschoben  wird;  und  der  Körper  endlich  jener  Weg,  welchen  die  Fläebe 
zurücklegt,  wieder  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  nicht  in  sich  selbst 
f  o  r  t  g  e  8  c  h  o*b  e  n  wird.**  Wir  fragen  Herrn  S. ,  wie  ist  die  Verschiebung 
einer  krummen  Linie  oder  Fläche  in  sich  selbst  mT5glich?  S.  7  heisst  es 
von  Pythagoras:  Wir  werden  die  von  ihm  erfundenen  schönen  Lehrsfttae 
gelegentlich  kennen  lernen.     Im  ganzen  Buche  Sonndorfer's  kommt  bei 


Literatarzeitung.  69 

den  histonsclien  Anmerknngea  immer  der  Ausdruck  erfunden  statt gefun* 
den  vor.  S.  23:  „Die  zwischen  je  zwei  Durcbschnittspunkten  liegenden 
begrenzten  drei  Geraden  bilden  ein  geschlonsenes  begrenztes  geometrisches 
Gebilde,  und  dieses  nennen  wir  imAllgameinen  eine  Figur.**  Dann  werden, 
ohne  dass  diese  Definition  der  Figuren  geändert  wird,  die  Figuren  in  gerad- 
linige  und  krummlinige  eingetheilt.  S.  32  u.  s.  f. :  Die  Congruenz  der  Drei* 
ecke  mit  Hilfe  der  Construction  ist  durchgängig  unrichtig  bewiesen,  die  Be- 
weise setzen  die  Congruenzlehre  bereits  voraus.  S.  126  — 140  enthält  einige 
Sätze  aus  der  neueren  Geometrie.  Dieser  Theil  enthält  die  Sectio  aurea,  den 
Satz  von  Mene  laus,  die  harmonische  Theilung,  Aehnlichkeitspunkte,  Pole 
und  Polaren.  Die  Behandlung  ist  eine  sehr  unzweckmässige,  bei  der  har- 
monischen Theilung  fehlt  die  Discussion  der  Lage  der  conjugirten  Punkte, 
als  interessante  Anwendung  des  Satzes  von  Menelaus,  und  um  dem  An- 
fanger die  Leichtigkeit  zu  zeigen,  mit  welcher  die  neuere  Geometrie  ihre 
Aufgaben  löst,  wird  das  Problem  behandelt,  „eine  gegebene  gerade  Linie 
ohne  Gebrauch  des  Zirkels  in  zwei  gleiche  Theile  zu  theilen".  Die  Auflö- 
sung einer  so  leichten  Aufgabe  durch  angebliche  Sätze  der  neuen  Geometrie 
ist  ganz  geeignet,  dem  Anfänger  von  diesem  Zweige  der  mathematischen 
Wissenschaften  eine  schlechte  Meinung  beizubringen ,  da  der  schwächste 
Schüler  diese  Aufgabe  mittelst  des  Satzes,  dass  die  Diagonalen  eines  Paral- 
lel ogrammes  sich  gegenseitig  halbiren,  auch  ohne  neuere  Geometrie  lösen 
wird.  Die  Auflösung  des  allgemeinen  Berührungsproblemes  für  den  Kreis, 
welche  Aufgabe  dem  Anfänger  den  Nutzen  der  neueren  Methoden  ganz  deut- 
lich zeigt,  wird  hingegen  nicht  gegeben.  S.  144.  Nachdem  die  trigonometri* 
sehen  Functionen  als  Verhältnisszahlen  definirt  wurden,  sagt  Herr  S.  von 
denselben:  „Diese  sechs  Verhältnisse  müssen  alle  durch  dieselbe  Längen- 
einheit gemessen  werden,  wenn  wir  die  trigonometrischen  Functionen  un- 
ter einander  vergleichen  wollen.^'  Das  Verhältniss  zweier  Linien  ist  doch 
von  der  Einheit,  mit  welcher  die  Linien  gemessen  wurden,  unabhängig* 
S.  104.  Sind  zwei  Seiten  a  und  b  und  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel 
C7  gegeben,  so  erhält  man  die  Seite  c  bekanntlich  nach  folgender  Formel:    . 

1)  sintp^^^^^^i^cos-^J  ',c  =  {a  +  b)cosq>. 

Ueber  die  Benutzung  dieser  Formeln  meint  Herr  S.  Folgendes:  „Die 
Berechnung  von  c  aus  der  Gleichung  1)  gewährt  dann  jdie  grösste  Genauig- 
keit, 80  lange  tp  '^  4b^  wird.  Je  kleiner  9,  desto  ungenauer  c**.  Jedem 
Anfänger  in  der  Trigonometrie  ist  bekannt,  dass,  wenn  der  Winkel  tp  gross 
ist ,  derselbe  sich  aus  dem  Sinus  nicht  genau  bestimmen  lässt ,  andererseits 
der  Cosinus  für  jeden  kleinen  Fehler  intp  sehr  empfindlich  ist;  es  findet  ge* 
rade  das  Gegentheil  Statt.  Ist  9  <4ö,  so  ist  die  Formel  1)  zur  Berechnung 
von  c  geeignet. 

Um  au  sehen,  wie  sicher  die  numerischen  Rechnungen  des  Hrn.  Sonn- 
dorf er  sind,  rechnete  ich  die  drei  Beispiele  S.  197,  200  und  203  durch.   Im 
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ersten  eind  vier,  im  dritten  drei  Fehlen     Intereeaant  durch  die  Felilür 
Ut  dafl  BeUpkl  3*  200 : 

hg  b  sin  A  =3  1  .mmm  statt  L .5930152  ^d 

%a  =  1.5400192       „     K649018S.  ^ 

Herr  Sontidorfer  erhält  nun   aus   seinen  Zahlen  zwei  Werthe  des  Wio- 
kel  Ü  C=  74«» 9'  4r%53;     (7  =  17*'  It*  3&'\57, 

Die  Seiten  c  und  c'  werden  nach  den  Formeln  gerechnet: 

n  tinC       ,       ü  sin  €' 

jTf  n  jl  Flu  jf 

Nun  ordnet  Herr  8,  die  RecUntitig  folgend ermaisen  an: 

log  a  sin  €  ^^  l  .6322002 
lüg  jrin  ji  =  9.8442247 
log  Q  sin  (f  T=  i,V^\^M, 


Die  Differenz  der  beiden   ersten  Logarithmen  gieht  lag  c,   die  Differenz 
der  beiden  Ißtetercn  Logarithmen  giebt  log  c  \  in  beiden  Fällen  mnss  log  sin  A 
als  BubtrnUend  gcnamtnen  werden«     Herr  S,  irrt  aichj  nimmt  log  u  sin  C  als 
SubtraliE^nd,  erhält  daher: 
log  ff  ^^      8.7241014, 
daraus  c  =0,0529787-     (Der  wahre  Werth  von  €  ist  c  =  18,875505.) 
Auf  diese  Art  erhalt  Herr  S.  ein  Dreieck  mit  folgenden  drei  Seiten : 

a  =  44.5676,  b  =  56.078,  c  =  0. 0529787, 
also  ff  ^  r  vif^l  kleiner  ale  b.  Der  schw^ichste  Anfänger  wird  nicht  gegen 
den  Satz ,  dass  die  Summe  zweier  Seiten  grösser  ist  als  die  dritte  verstos* 
Ben;  ja  selbst  wenn  derselbe  sich  nicht  an  diesen  Satz  erinnern  würde,  so 
mttsste  ihm  die  Kleinheit  von  c  im  Verhä1tni|se  gegen  die  übrigen  Besüm- 
mungsstücke  auffallen,  und  er  in  der  Rechnung  einen  Fehler  vermuthen. 

Die  analytische  Geometrie  ist  in  einem  ähnlichen  Umfange,  wie  in 
den  übrigen  Lehrbüchern  für  Mittelschulen  behandelt.  Das  Compendium 
der  höheren  Mathematik  von  Burg  wurde  viel  benutzt  Doch  das  Werk 
S.  enthält  auch  einige  Sätze  aus  der  neueren  Geometrie  auf  analTtischem 
Wege  behandelt;  dieser  Theil  ist  beinahe  wörtlich  (nur  in  anderer  Zusam- 
menstellung der  einzelnen  Sätze,  unbedeutenden  Veränderungen  der  Zwi- 
schenrechnungen) aus  Aderholdt  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
metrie abgeschrieben.  Man  sehe  Sonndorfer  S.  271 — 287,  S.  306  u.  s.  f. 
Aderholdt  S.  27 — 89,  62.  Die  ganze  Darstellung  in  der  analytischen 
Geometrie  ist«eine  sehr  weitläufige,  entbehrt  grösstentheils  jeder  Einfach- 
heit und  Natürlichkeit.  S.  226,  enthaltend  eine  Lobrede  auf  die  analytische 
Geometrie,  heisst  es  von  derselben:  „Ihr  allgemeiner  Charakter  über- 
windet mit  Leichtigkeit  alle  Hindemisse,  mit  denen  die  synthetische  Geo- 
metrie noch  zu  kämpfen  hat.  *^ 

Was  Herr  S.  von  der  neueren  Geometrie  gelesen  haben  m^is,  dürfte 
aus  folgender  Stelle  klar  werden:  „sie  ist  frei  von  jeder  algebraischen  Rech- 
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nung  tind  betrachtet  nur  Verhältnisse  der  geradlinigen  Entfernungen  einer 
gewissen  Art'^ 

S.  264  sagt  Herr  S.,  dass  bei  der  durch  die  Gleichung  1) 
1)  (a:_p)«+(y_g)t  =  r« 

dargestellten  Curve,  die  Abscissen-  und  Ordinateuaxe  alle  auf  sie  senkrech- 
ten Sehnen  halbirt. 

S.  280.  „Der  erste,  welcher  die  Kegelschnittslinien  von  diesem  allge- 
meinen Standpunkte  aus  (nämlich  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
zwischen  zwei  Veränderlichen)  behandelte,  war  der  deutsche  Mathematiker 
Euler  (1707 — 1783)  in  seiner  Iniroduclio  in  analysm  infinilorum,  welche  1748 
erschien/' „Trotzdem  ein  Euler  die  Kegelschnitte  so  allgemein  be- 
handelte, so  war  es  weder  den  alten  noch  den  neuern  Geometern  möglich, 
auch  über  die  Krümmung  dieser  Linien  etwas  Näheres  anzugeben.  Erst 
als  der  deutsche  Mathematiker  Lei bnitz  den  Calcul  des  Unendlich-Kleinen 
erfand  und  auf  diesem  gestützt  der  englische  Mathematiker  Taylor  (1685 
bis  1731)  seinen  nach  ihm  benannten  Lehrsatz  aufstellte,  war  man  im  Stande, 
auch  die  Krümmung  der  Kegelschnitte  und  der  krummen  Linien  überhaupt 
genau  zu  untersuchen  und  anzugeben. ''  Der  arme  E  u  1  e  r  musste  also  nach 
Herrn  S.  erst  warten,  bis  der  um  ungefähr  hundert  Jahre  früher  lebende 
Lei  bnitz  die  Differentialrechnung  erfand,  und  musste  warten  bis  Taylor 
seinen  Lehrsatz  aufstellte ,  damit  die  um  hundert  Jahre  früher  lebenden 
Nachfolger  Euler*8  die  Krümmung  der  Kegelschnitte  untersuchen  können. 

Wir  müssen  die  ganze  Arbeit  des  Herrn  Sonndorfer,  abgesehen  von 
den  Unrichtigkeiten,  die  selbst  ein  mittelmässiger,  nur  mit  den  nöthigsten 
Kenntnissen  ausgerüsteter  Gymnasialschttler  vermieden  hätte,  eine  sehr 
flüchtige  nennen.  Das  Werk  ist  voll  von  Druck-,  orthographischen  und 
logischen  Fehlern.  Höchst  naiv,  ja  wahrhaft  lächerlich  klingt  uns  die  Ent- 
schuldigung Herrn  S.  am  Schlüsse  seiner  Vorrede,  wo  er  erzählt,  dass  die 
im  October  1863  begonnene  und  im  September  1864  vollendete  Arbeit  leider 
zu  wiederholten  Malen  durch  die  traurigsten  Familienereignisse  unterbro- 
chen wurde,  in  Folge  dessen  einzelne  Paragraphen  vielleicht  als  etwas  zu 
flüchtig  behandelt  erscheinen  könnten.  Wer  hat  denn  Herrn  S.  befohlen : 
innerhalb  einer  Jahresfrist  ein  schlechtes  Lehrbuch  der  Geometrie  zu 
schreiben? 

Wir  besitzen  wahrhaftig  eine  grosse  Menge  guter  Werke  aus  der  Geo- 
metrie, und  Herr  Sonndorfer  hätte  uns  daher  mit  seiner  Arbeit  ganz  gut 
verschonen  können. 

Wien,  den  22.  April  1865.  Dr.  Johann  Fbischauf. 
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Xlemente  der  Theorie  der  Fmotioiieii  eiaer  domple^en  Teränderliehtii 
QrÖBse.     Von  Prof,  Dr,  DtitiiGE.     Leipzig,  bei  ß.  G,  Teubner, 

Ich  habe  mit  Frencleii  das  Ergcbcineu  eines  BncU^n  begrilsst^  welches 
ich  fiir  wob]  geeignet  halte,  die  KoDutniBS  der  Arbeiten  Kie man  d*5  za. 
yerbroiten. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  eine,  wie  ich  §:latibef  durchaus  sweck- 
mftssigF^;  das  vom  Verfasaer  in  der  Vorrede  geänstierte  Bedonktn  in  Bezog 
auf  §.  21  möchte  ich  dahin  erledigen ,  da^e  der  an  und  für  isich  swar  nicht 
ülerflüsäigen  Bemerkung  üher  f<p{z)dz^  um  einen  Veriweigudgspunkt  herum 
erstreckt f  ein  etwas  zn  grosser  Raum  gestattet  ist;  anstatt  deg  Satzes  auf 
6.  88  hätte  die  einfache  Bemerkung  genügt,  da£S  auf  den  Werth  genaantea 
Integrnles»  sei  der  Üneudlichkeitspunkt  ein  Verzweignngspuukt  oder  oiebt, 
nur  der  Werth  von  {z — ^)<p{z)  von  Einfluss  seL 

Ueherhaapt  scheint  es  mir,  als  ob  ein  grosser  Tbeil  der,  namentlich  in 
Abschnitt  VH,  gegebenen  einzelnen  Sätze  nur  ihren  Werth  haben,  wenn 
Bie  sofort  auf  ein  vorliegendes,  praktisches  oder  wissenscliaftliches  Beispiel 
angewandt  werden;  auch  scheint  die  Entwicklung  vieler  dieser  speeiellen 
Sät^e  vermöge  des  aligemeinen  Satzes  über  die  Gültigkeil  der  Keikeuent- 
wickelungeü,  oder  vermöge  des  Ausdruckes 

90  leicht,  dass  sie  fngUch  jedem  Leser  nberlasson  aeia  mag. 

Doch  will  icli  hierüber  nicht  mit  J(*mand  rechten,  welcher  ein©  um  so 
Beträchtliches  längere  Zeit  der  Erfahrung  in  Lehrthätigkeit  vor  mir  voraofi  hat. 

Mehr  Gewicht  möchte  ich  hier  auf  einen  andern  Punkt  legen. 

Alle  die  allgemeinen  Sätze  über  Functionen  sind  unter  der  Yorans- 
setzung  gemacht,  dass  die  Function  differentiirbar  ist;  dies  möchte  ich  spe- 
ciell  als  Bedingung  der  Stetigkeit  angeben  und  von  dem  Unendlichwerden 
scheiden. 

Diese  Stetigkeit  hört  selbstverständlich  auf,  sohald  die  Function  selbst 
in  einem  Punkte  keinen  bestimmt  angebbareu  Werth  hat ;  lässt  man  die 
Voraussetzung  der  Stetigkeit  für  ganze  Flächentheile  des  Gebietes  der  un- 
abhängig Variablen  fallen,  so  hört  die  Gültigkeit  aller  dieser  allgemein  an- 
gegebenen Gesetze  auf;  von  diesen  Fällen  kann  man  jedoch  mit  vollem 
Rechte  so  lan^e  zunächst  ganz  absehen ,  als  eben  nicht  solche  Functionen 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden  und  ausser  dem  Bereiche  der  Betrachtung 
bleiben. 

Anders  ist  es  mit  den  Functionen,  die  in  einem  bestimmten  Punkte 
keinen  bestimmt  angebbaren  Werth  haben ;  hier  gelten,  wenn  man  will,  im- 
mer noch  die  früheren  Sätze ,  aber  es  ist  wohl  der  Mühe  werth ,  nachzuse- 
hen, in  wie  weit  sie  als  unrichtig  erscheinen.  Beispiele  liefern  die  bekann- 
testen transcendenten  Functionen:  e*j  e^    oder,  um  den  angedeuteten  spe- 

ciellen  Werth  von  x  nicht  im  Unendlichen  zu  lassen:  e',  e«'*. 
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Diese  Functionen  verhalten  sich  so,  dass  Herr  Weierstrass  den  Satz 
aufS.  125:  „eine  eihwerthige  Function  wird  in  der  ganzen  unendlichen 
Ebene  ebenso  oft  Null  wie  unendlich.**,  als  falsch  bezeichnet  für  alle  trans- 
cendenten  Functionen;  ich  möchte  sagen,  er  verliert  nur  seine  Bedeutung 
möglicherweise  ganz  und  gar,  sobald  die  betrachtete  Function  transcendent 
wird;  als  transcendent  kann  man  jede  unendlich  vieldeutige  Function  be- 
.trachten,  sowie  auch  jede  Funtion,  welche  irgend  einen  Werth  unendlich 
oft  annimmt.     Von  letzerer  Natur  sind  unsere  Beispiele. 

Setaen  wir  x=^ie^\  i  sehr  klein,  so  ist 

Dieser  Ausdruck  kann  f(ir  d=0  jeden  Werth   annehmen;  in  derThat, 

man  mache  q>  so  nahe  gleich  •—  oder  gleich  3---,  dass  endlich    bleibe, 

2  2  0 

wie  klein  auch  i  sei ,  so  ist  iin  g)  nahezu  gleich  +  1  oder  —  1  und  e —  ^  .e  ^ 
kann ,   indem  i  unterhalb  jeder  noch  so  klein  angenommenen  Grenze  liegt, 

jeden  Werth  erlangen.  In  ar=0  hat  also  e'  überhaupt  keinen  angebbaren 
Werth;  diese  Function  wird  nur  Null  oder  unendlich,  wenn  j;  =  0  ist;  der 
Satz,  dass  eine  jede  Function  ebenso  oft  jeden  beliebigen  Werth  erlangt, 
als  sie  unendlich  1.  Ordnung  wird,  verliert  demnach  hier  seine  Bedeutung 
vollständig. 

-L  i. 

Die  Function  ^*  ',  überhaupt  jede  eindeutige  Function  von  e*  ,      hat 

ähnliche  Eigenschaften. 

Der  Satz  auf  S.  108:  „eine  einwerthige  Function  kann  nur  dadurch  un- 
stetig werden,  dass  sie  unendlich  wird  *S  gilt  nur,  sobald  man  für  die  Func- 
tion die  Unstetigkeit  anderer  Art  ausscbliesst.  Doch  wären  hier  nur  noch 
UnStetigkeiten  zulässig,  die  durch  Abänderung  des  Werthes  in  einem  Punkte 
hebbar  sind.     Soll  nämlich  die  Formel 


-«=,v^ 


überall  innerhalb  eines  endlichen  Gebietes  den  /,  mit  Ausnahme  von  ^=a, 
gelten;  nehmen  wir  dann  an,  die  Function  habe  in  diesem  Punkte  nicht  den 
Werth  1         /*q>(z)dz 

2nt    J     z  —  a 
sondern  den  Werth  A^ ,  so  würde  9  (/) ,  welches  innerhalb  des  betrachteten 
Gebietes  stetig  ist,  auch  in  a  stetig  bleiben,  wenn  man  der  Function  in  zsssa 
statt  Ji  den  Werth  A  gäbe. 

Diese  Art  Unstetigkeiten  lassen  sich  auch  leicht  bei  den  Betrachtungen 
im  11.  Abschnitt  berücksichtigen,  wenn  man  den  Punkt  z=a  durch  eine 
sehr  kleine  geschlossene  Curve  als  Querschnitt  ausscheidet ;  zu  beiden  Seiten 
derselben  unterscheidet  sich  dann  die  Function  um  (nahezu]  eine  Constante, 
und  das  Begrenzungsintegral  wird,  durch  diesen  Querschnitt  erstreckt,  un- 


etidlieb   kteia   «em;    derartige   Uustetigkaiten|  l&ssen   demnacb    den   AEi- 

/[(H)'+ai)>-'         4 

ein  Hinimam  bleiben^  und  können  immer  in  willkürlicher  Änsahl  tttid  Lag# 
ßoeb  ftugenommen  werden. 

Der  Verfassor  bat  jedoch,  vielleicUt  mit  Unrecht,  derartige  Unstetig- 
keiten  ab&icbtlicb  nicbt  berücksichtigt  Mögiicber  Weicie  uind  die  kter  ge». 
machten  BeinerkuDgeu  von  Nutzen  für  denjenigen,  welclier  i»ein6  erste 
KenntnU«  HiemAnn^scher  Anächauaugsweise  aus  dem  Bnche  geschöpft 
hat,  welches  hier  besprochen  wird, 

Die  Bemerkungen,  welche  der  V«irrasaer  In  der  Anmerkung  ^u  S.  lOa 
darüber  gieht,  ob  eine  convergaote  Reihe  intpgrirt  werden  darf,  lastaen  t^icb 
durch  sehr  eiofaehe  erietaen.  Daä  Wesen  der  couTergenten  Eeihe  besteht 
darin,  dass  der  nach  n Gliedern  noch  übrige  Rest  Ä„  durch  Vergrössernng 
von  n  unter  jede  noch  &q  klein  angeEiommene  endliche  Grensie  gebmcbt  wer- 
den kann;  hierbei  bleibt  n  immer  endlich  und  im  integrale  von 

darf  daher  jedes  Glied  einzeln  iniegrirt  werden.  Offenbar  muas  auch,  wenn 
die  Reihenglieder  r  und  der  Rest  7?,.  Functionen  von  z  ^ind ,  und  /7„  unter 
jede  noch  so  kleine  Grösse  gebracht  werden   kann ,   für  alle  innerhalb  der 

Integrationsgrenzo  liegenden  Werthe  von  tJ*R^  dz  se  klein  gemacht  werden 

können»  als  man  nur  immer  wlJl^  hieraus  ergiebt  sich  die  Convergeos  der 
durch  Integration  entstehenden  Retbe^  auch  ist  ersichtlich,  da^^a  diese  neue 
Reihe  wirklich  die  Fanction  von  z  darstellt,  welche  durch  Integration  der- 
jenigen Function  entsteht,  welche  die  erste  Reihe  darstellt. 

Ist  Rn  Ais  Function  von  z  sehr  klein ,  so  braucht  deshalb  nicht  — ^  kleiB 

sn  sein ;  die  Differentiation  der  Reihe  ist  also  mit  grösserer  Vorsicht  aosxa« 
führen  als  die  Integration. 

Bei  den  in  Rede  stehenden  Potenzreihen  sieht  man  auch  ohne  Schwie- 
rigkeit, dass  der  Integrationsweg  auch  sich  bis  ins  Unendliche  erstrecken 
darf,  ohne  dass  das  Integral y*/?»  dz  endlich  würde,  während  Rn  unendlich 
klein  bleibt.  Man  kann  dies  auch  dadurch  erledigen ,  dass  man  die  Reihe 
als  Function  einer  Grösse  j;  betrachtet,  wo  etwa 

aH-6 
^      cz  +  d 
80  gewählt  wird,  dass  es  während  der  Integration  endlich  bleibt. 

Auf  S.  64 — 67  untersucht  der  Verfasser  die  verschiedenen  möglichen 
Lagen  der  Verzweigungsschnitte  f&r  gegebene  Flächen.  Ich  hätte  hier  gern 
Beispiele  gesehen  von  mehr  als  zweiblättrigen  Flächen ;  dann  lassen  sieb 
innerhalb  gewisser  Grenzen  die  Verzweigungspunkte  zwischen  einseinen 
Blättern  ganz  und  gar  entfernen  und  auf  andere  Blätter  tibertragen. 

Im  8.  Abschnitt,  namentlich  in  der  aweiten  Hälfte  deaselben,  wäre  es 
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auch  gut  gewesen,  meiner  Meinnng  nach,  die  Integrale  logarithmischer  oder 
ähnlicher,  transcendenter  Functionen  zu  betrachten,  für  welche  in  der  Nfthe 
gewisser  Punkte  gar  keine  convergente  Reihenentwickelung  existirt.  Für 
solche  Functionen  hört  das  in  §.  44,  S.  149  gegebene  Kriterium  für  die  End- 
lichkeit von  * -.  V  . 

J'f{z)dz 

auf.     So  ist  z.  B.  ^ 

unendlich  für  z  =  0,  obgleich  1     1 

'z.lgz       Igz 
Null  ist  für  «=0. 

Während  mir  diese  ersten  Parthien  des  Buches  den  Eindruck  grösster 
Ausführlichkeit  und  Deutlichkeit  machen,  hätte  ich  z.  B.  im  Abschnitt  IX 
stellenweise  ein  grösseres  Eingehen  gewünscht;  so  speciell  auf  S.  161. 

Nehmen  wir  an,  dass  6,  mit  a,,  a, .  •  a«  (also  n  —  1  der  geschlossenen 
Curven  a,  . .  a«)  einen  Flächentheil  begrenzte;  ferner  m  mit  allen  a^  •  •  an, 
80  haben  beide  Flächen  die  Linien 

flr„  ^3 . . .  a« 
gemeinschaftlich  und  durch  Vereinigung  der  Flächen  entsteht  die  Fläche, 
welche  von  a|,  b^  und  m  begrenzt  wird ;  denn  in  der  gesammten  Fläche  sind 
die  den  beiden  Theilen  gemeinsamen  Begrenzungen  nicht  mehr  als  Begren- 
zungblinien  enthalten;  hier  ist  es  also  nicht  möglich,  wie  der  Verfasser 
durchführt,  a^  durch  b  zu  ersetzen.  Man  muss  sich  hier  begnügen  zu  sagen, 
dass  6|  immer  wenigstens  eine  der  Curven  «r,  . .  a,  ersetzen  kann,  mit 
denen  letzteren  (allen  oder  einigen)  m  einen  Flächentheil  begrenzt.  Die 
Theorie  dieser  Curven,  und  damit  zusammenhängend,  der  Querschnitte,  ist 
einer  der  schwierigeren  Theile  dieser  Betrachtungen,  so  dass  mir  hier  ein 
genaueres  Eingehen  auf  Einzelheiten  besonders  zweckmässig  erschienen 
wäre.  Indess  ist  gerade  in  diesem  Abschnitt  die  Behandlung  greifbarer 
Beispiele  zu  rühmen,  und  es  kann  der  Leser,  welcher  dieselben  mit  Aufmerk- 
samkeit verfolgt,  wohl  die  vermissten  Details  sich  selbst  liefern.  UeberlHsst 
der  Verfasser  jedoch  dies  dem  Leser  mit  Recht,  so  wäre  in  den  vorhergehen- 
den Abschnitten  eine  kürzere  Fassung  auch  entschieden  zu  wünschen. 

Die  Bestimmung  der  Function  durch  Grenz-  undUnstetigkeitsbednigun- 
gen  enthält  eine  Lücke;  es  kommt  hierbei  wesentlich  darauf  an,  zu  wissen, 
dass  die  Function  a  von  x  und  y,  welche  Sl  (a)  zum  Minimum  macht  (siehe 
S.  202),  nirgends  unendlich  werden  kann,  oder,  bei  den  Betrachtungen  von 
§•  54,  zu  wissen,  dass  a  keine  andern  als  die  vorgeschriebenen  Unstetigkei- 
ten  besitzt;  dies  ist  evident,  sobald  man  weiss,  dass  das  Integral: 

stets  unendlich  werden  muss,  sobald  a  reeller  Theil  einer  Function  von 
x  +  yi  ist,  welche  nicht  überall  endlich  bleibt.    Dies  beweist  der  Verfasser 

Literalurttg.  d.  ZeiUchr.  f.  Math.  a.  Phyi.  X,  4.  6 


liteke  ftuiftirfbaeii,  weldM  Smi  äixMngujMmMk 

Die  betreCuide  fieattrinttig  «flriSdiliiiNie  tob  Si  6«  aiiii%  ,^ 
einer  Functioii  einer  yerlnderli^en  i^mplexen  Grösse  dnreh-i 
ütkstetigkeitsbedingangen^S  (^dle  J.  B*4Mi,  ist  allerdings  etwas  dniikeL 

Bei  dieser  Gelegenkeit  konnten  aneb^  we  ich  schon  YoAfai  beaed^ 
ohne  grosse  Schwierigkeit  die  ünätet^k^en  berücksichtigt  wefdeo,  welebe 
dnreh  AbAndemng  des  Wertbea  der  Function  in  einem  Punkte  bebbstr  sind. 
Man  braucht  nur  diesen  I^nnkt  dnreh  einen  unendlich  kleinen  Kreia  Tonder 
fibrigen  Fliehe  aussuscheiden ;  das  über  diesen  Kreis  erstredkia  Iniepal  (M) 
fi.  aw  mnss  ohne  £influ«i  auf  den  Werth  des  gesammten  Bil^gralfBa  blei- 
ben» da  der  lategrisUoQswiig  nnendlieh  klein  is^    . 

JU#  Sehhiss  dd#  Werkes  bitte  ich  die  Daratellung  der  el%tiai^beA  Wmm- 
Ammi  dureh  ^«Functionen  |;ewünscht,  indess  ist  die  ^iif^&bjpillp  juaderer 
B^Mspiele,  aoirie  im  Absehnitt  X. gegeben  sind,  schon  i^  instra^y  und 
ilsst  an  Deutlichkeit  nichts  au  wünschen  übrig. 

Fernere  Beispiele ,  die  sehr  geeignet  gewesen  wiren,  den  Leaer  wnm 
V^Men  diesMT  1%aorieft«u  tbeiaeafen^,  siad4ie  trigenemiitriiibMa  Baibwi 
Mr  die  oBiptiseben  Fmietionen,  «eirie  die  Dar»teUaag  ^UeMT  I^H^tü^flpfih 
FartiattMrttcbe.  Ich  beaweifle  dui ehseos  naeht,  daes  die  AnHnalnif  ittnmiSß^ 
«erea  JUsahl  eöfchet  wissensebaftlieben  Beispiele  sehr  «tsamtbigeigd  sma 
Weiterstudium  sein  musste,  und  glaube,  das»  auch  aDderntheils  dnrch  solche 
Beispiele  die  Lecture  dieses  Werkes  selbst  um  Vieles  interessanter  gewor- 
den wäre« 

Die  Einleitung  des  Werkes  darf  man  als  vollständig  klar  und  schsrf 
bezeichnen ;  die  daselbst  gegebene  Auseinandersetzung  wird  jeden  aufmerk- 
samen Leser  von  der  Berechtigung  der  complexen  Grössen  überzeugen;  ebenso 
klar  und  scharf  sind  die  Betrachtungen  der  Einleitung  über  die  Definitionen 
der  mathematischen  Operationen  in  der  allgemeinen  Zahlenreibe  (S.  0, 10  etc). 

Ich  möchte ,  nach  allen  diesen  Ueberlegungen,  das  Werk  von  Dur&ge 
allen  Anfängern  empfehlen,  welche  sich  eine  erste  Kenntniss  der  modernen 
mathematischen  Anschauungsweisen  erwerben  wollen.  Ich  halte  dafür,  es 
sei  s'ehr  zweckmässig,  dass  der  Lernende  ziemlich  bald  sich  an  die  Betrach- 
tung der  Eigenschaften  der  Functionen  gewöhnt.  Das  gewöhnliche  mathe- 
matische, mehr  rechnende  Verfahren,  wird  durchaus  nicht  überflüssig  durch 
diese  neuere  Betrachtungsweise ;  es  lassen  sich  aber  oftmals  doch  sehr  grosse 
Rechnungen  ersparen;  ferner,  was  sowohl  für  das  Studium,  als  auch  für 
selbstständige  Arbeiten  von  grösstem  Werthe  ist,  die  Möglichkeit  gewisser 
Darstellungen  (als  z.  B.  der  elliptischen  Functionen  durch  die  O)  lässt  sich 
sofort  übersehen;  es  wird  dadurch  leichter,  den  Faden  einer  gegebenen  Rech- 
nung, welche  man  nachstudirt,  zu  bebalten,  und  es  kann  viel  zielloses  Rech- 
nen bei  sclbstständigen  Arbeiten  vermieden  werden. 
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Die  im  Laufe  dieses  Heferates  gemachten  Ausstellungen  berühren  zum 
grossen  Theile  nur  Punkte,  die  erst  bei  einem  etwas  tieferen  Eingehen  be- 
merkbar werden ;  ich  empfehle  daher  das  Werk  nochmals  einem  Jeden,  welcher 
sich  mit  Biemann^sclien  Arbeiten  vertraut  machen  will,  zum  Vorstudium. 

Halle,  den  3.  Mai  1865.  G.Koch. 
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Recensionen. 

Elemente  der  analytischeiL  Geometrie  der  Ebene  für  höhere  Lehranstalten 
und  a&um  Selbststudium  von  Dr.  Wilhelm  Schütte,  Oberlehrer 
an  der  Eealschule  zu  Stralsund.  Mit  4  Figurentafeln.  Breslau, 
G.  Ph.  Aderholz.     8  (IV  und  164  S.). 

Das  vorliegende  Buch  ist  zur  ersten  Einführung  in  die  analytische 
Geometrie  bestimmt,  ins  Besondere  hat  der  Verfasser  die  Bedürfnisse  frühe- 
rer Gymnasiasten,  die  sich  dem  Studium  der  Mathematik  widmen,  im  Auge 
gehabt  Diese  sind  nämlich  insofern  in  einer  üblen  Lage,  als  auf  den 
Gymnasien  die  analytische  Geometrie  nicht  getrieben  wird  ^und  doch  die 
akademischen  Vorlesungen  über  diese  Disciplin  nur  kurze  Zelt  bei  den  Ele- 
menten verweilen ,  so  dass  ein  Buch ,  welches  gerade  die  ersten  Anfangs- 
gründe ausführlicher  behandelt,  höchst  erwünscht  sein  muss.  Diese  Rück- 
sicht, sowie  überhaupt  das  Streben,  sein  Buch  für  das  Selbststudium  möglichst 
zweckmässig  einzurichten,  haben  den  Verfasser  bewogen,  bei  den  ersten 
Anfangsgründen  verhältnissmässig  lange  zu  verweilen  und  dem  Leser  an 
einer  Anzahl  von  Problemen,  deren  Lösungen  schon  aus  den  Elementen  der 
Geometrie  bekannt  sind,  das  eigenthümliche  Verfahren  der  analytischen 
Geometrie  vorzuführen. 

Was  nun  den  Inhalt  betrifft ,  so  zerfällt  dieser  in  neun  Capitel*,  welche 
folgende  Gegenstände  behandeln :  1.  Die  Methode  der  Parallel-Coordina- 
ten  im  Allgemeinen  und  die  gerade  Linie;  2.  den  Kreis;  3.  die  Transforma- 
tion der  Coordinaten  und  die  Polar- Coordinaten;  4.  die  Parabel;  5.  die  El- 
lipse; 6.  die  Hyperbel;  7.  die  Linien  zweiten  Grades  im  Allgemeinen;  S.Ver- 
bindung zweier  Kegelschnitte  (gemeinsame  Punkte  Zweier  Kegelschnitte, 
Berührung  derselben,  Krümmungskreise) ;  9.  Curven  höherer  Ordnung.  Dazu 
kommt  noch  ein  Anhang,  welcher  eine  Anzahl  Aufgaben  enthält. 

An  diese  kurze  Inhaltsübersicht  müssen  wir  zunächst  einige  Bemerkun- 
gen knüpfen,  welche  sich  auf  die  Behandlung  einzelner  Punkte  beziehen. 

In  §.  67  hat  der  Verfasser  die  Quadratur  der  Parabel  vorgetragen,  und 
zwar  auf  eine  von  dem  gewöhnlichen  Verfahren  abweichende  Art.     Um 

LiUralaritff.  d.  ZeiUehr.  f.  Math.  o.  Phyi.  X,  6.  7 


LiterAturzeitung, 


nämlich  daß  vt>n  einer  beliebigen  Sehne  AB  Rbgcschntttenc  Stück  der  Pa* 
rabcltiiiclie  zu  bcstinimen,  erinittelt  er  ÄUörichst  die  Fläche  des  grösslen 
über  JB  errichteten  Dreieckes,  welches  sich  in  diefieB  Segmc[it  eiaEetchnen 
lä$£tt>  Die  Spitise  C  dieses  Dreieckes  ist  der  Fuukt,  in  welchem  der  zur 
ßehne  Aß  conjngirte  Durchmcs&er  die  Cur^e  schneidet,  Ist  t/*=^ps  die 
Axcngleichung  der  Parabel  und  sind  ij  und  ^,  die  Ordinalen  der  Punkte  J 
und  B^  so  ist 


^ÄBCz 


16/7 


Conetruirt  roan  dann  über  den  Seitpn  ^Cnnd  /?C  wiedernm  die  gröbsten  Drei- 
ecke, welchesich  in  die voadiesen Linien  abgeeclinittenen Segmente einmeich- 
iien  lassen,  so  iat  jedes  v^on  diesen  Dreiecken  gleich  ^  des  ersten  Dreieckes, 
ihre  Sumnie  beträgt  also  ^  von  ABC.  Fährt  man  so  fort,  indem  man  über 
den  Sehen  der  schon  vorhandenen  Dreiecke  neue  2eicbnet,  so  findet  man, 
dass  die  Summe  der  Flächen  der  Dreiecke  jeder  Gruppe  imnjer  ^  von  der 
Summe  der  Flächen  der  vorhergehenden  Gruppe  betragt»  und  man  gelangt 
so  zu  dem  Resultate,  dass  die  Fläche  S  des  ganzen  Farabelsegmentes  dea 
Wertb  hat 

.=^.^,+i  +  ±  +  i  +  ...)=|^.*C=i.(s=20'. 

Dieses  Verfahren,  welches  in  der  Hauptsache  von  Archimedes  lierrüfartf 
ist  an  sich  ganz  vorzüglieh»  aber  io  einem  Lehrbuehe  der  aualytischen  Geo- 
metrie, wekhesi  &eine  Leser  niebt  mit  eiii-^elnrn  scharfsintng<ut  Kunstgriflfen 
sondern  mit  den  allgemeinen  Metboden,  die  in  allen  Fällen  anwendbar  sind, 
bekannt  machen  soll,  scheint  es  nns  nicht  recht  am  Platze  zu  sein.  Da 
man  sich  bei  Anwendung  von  Parallelcoordinaten  die  zu  berechnende 
Fläche  immer  in  schmale  Streifen  zerlegt  denkt,  welche  einer  Coordinaten- 
axe  parallel  liegen,  so  war  auch  hier  zunächst  dieses  Verfahren  auseinan- 
der zu  setzen,  um  so  mehr,  als  die  Quadratur  der  Parabel  das  erste  Beispiel 
einer  Quadratur  ist,  welches  uns  das  Buch  vorführt. 

Eine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  in  §•  97  behandelte  Qua- 
dratur der  Hyperbel.  Ist  xy  =  r^  die  auf  die  Asymptoten  bezogene  Glei- 
chung dieser  Curve  und  soll  das  Flächenstück  ermittelt  werden,  welches 
zwischen  ihr,  der  Abscissenaxe  und  den  zu  den  Abscissen  x  und  Ä  gehöri- 
gen Ordinaten  liegt,  so  schaltet  der  Verfasser  zwischen  x  und  X  die  Werthe 
ein 

Xi=xg,    a:j  =  j?y*, 
wo  q  eine  mit  wachsenden  n  zur  Grenze  1  abnehmende  Zahl  bedeutet,  welche 
durch  die  Gleichung  X=xq^ 

bestimmt  ist.  Für  die' gesuchte  Fläche  j^  findet  sich  dann  bei  Anwendung 
der  allgemein  üblichen  Methode  die  Belation 


«) 


t    •       9- 
n  r*  51«  9  — 


<  F<nr*  sin  q>  (s'— l), 
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wo    <p  den   Asymptotenwinkel   bezeichnet.     Unser  Verfasser   setzt   dann 
n  =  —  und  schreibt  für  q  seinen  Werth 

'=(D^=(f)'' 

dadurch  geht  die  obige  Relation  über  in 


r*  sin  q>  — -^        <  F<  r^sin q> 


Um  nun  den  gemeinschaftlichen  Grenzwerth  zu  ermitteln ,  dem  sich  die 
rechts  und  links  stehenden  Ausdrücke  nähern,  wenn  man  z  zur  Grenze  Null 
abnehmen  lässt,  wird  die  Beihenentwickelung 

in  welcher  m  =  7^iia/l-~]  ist,  als  bekannt  vorausgesetzt,  und  mit  deren 
Hilfe  findet  sich  dann,  dass  für  ein  zur  Grenze  Null  abnehmendes  z 

,  (I)'-    ,  (I)--    ,    ,.x. 

und  sonach 

c)  F  ^^T*  sin  (p  lg  nal  l—\ 

ist« 

Gegen  dieses  Verfahren  ist  zunächst  einzuwenden,  dass  es  immer  ein 
Umweg  ist,  wenn  man  sich  zur  Ermittelung  des  Werthes  eines  einzelnen 
Gliedes  einer  Reihenentyickelung  bedient;  ausserdem  aber  dürfte  die  Eei- 
henentwickelung  b)  den  Lesern,  für  welche  der  Verfasser  sein  Buch  vor- 
zugsweise bestimmt  hat,  schwerlich  bekannt  sein.  Das  ganze  vorstehend 
angegebene  Verfahren  kann  aber  durch  ein  anderes  sehr  einfaches  ersetzt 
werden,  welches  in  der  Hauptsache  von  G  r  u  n  e  r  t  (Archiv  XXV,  8. 85  u.  f.) 
angegeben  worden  ist.     Man  setzt  nämlich  für  n  seinen  Werth 

n  =  — 

in  die  Relation  a),  wodurch  diese  In 

■^''"''FW'*'(l)<'<'''*''W"(§) 

übergeht.  Da  die  Basis  des  Logarithmensystems  noch  willkürlich  zu  wäh- 
len ist,  so  wird  man,  um  die  Formel  möglichst  zu  vereinfachen,  den  Versuch 
machen,  dieselbe  ans  der  Ungleichung 

7» 
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zü  beEtimmen,     Setzt  man  nun  q^\-\ -,  wo   m  eine  tibei"   alle  Greozeo 

wachsende  positive  Zahl  bedeutet,  so  crUiDt  man  weiter 

und  wenn  man  nun  die  gesuchte  Basis  des  Logarithmensystems  mit  €  be- 
le^icbnetf  so  ergiobt  sieb  zur  Beättmmung  dieaer  Zahl  die  Ungleicbnog 

(.+±r'>,>0+i)- 

Hierdurch  ist  e  zwiscben  zwei  Grenzen  eingeschlossen»  welche  einaader  be- 
liebig nahe  gebracht  werden  können,  ea  ist  also  die  wirkliche  Existenz  von 
e  dargetban  und  zuglekb  ein  Mittel  znr  Berechnung  dieser  Zahl  gegeben. 

Da  übrigens  die  Hyperbel  gewöhnltcb  niebt  durch  ihre  Potenat  r*  nnd 
den  Asymptoten  winke!  <p  bestimmt  wird,  sondern  durcb  die  Halbazen  a  und 
^,  »o  hätte  für  F  auch  die  Formel 

angegeben  werden  sollen.  Ausserdem  haltte  aus  der  entwickelten  Flächen- 
formel auch  die  zwischen  der  Hyperbel,  ihrer  Hauptaxe  und  einer  zu  dieser 
senkrechten  Ordinate  gelegene  Fläche  mit  leichter  Mühe  sich  entwickeln 
lassen,  wodurch  die  Frage  nach  der  Hyperbelfläche  eine  vollständigere  Be- 
antwortung gefunden  haben  würde. 

Eine  dritte  Bemerkung  betrifft  die  Regel  für  die  Constraction  des 
Krümraungskreises  an  einem  Punkt  P  eines  Kegel^hnittes,  welche  der  Ver- 
fasser in  §.  120  in  folgender  Fassung  giebt:  „Zieht  man  darch  Pdie  Nor- 
male PU  und  schlägt  um  irgend  einen  ihrer  Punkte  L  einen  Kreis  mit  XP, 
so  wird  derselbe  in  P  den  Kegelschnitt  zweipunktig  berühren  und  in  A  und 
B  schneiden.  Verbindet  man  diese  Durchschnittspunkte  und  lässt  A  auf 
dem  Kegelschnitte  hingleiten,  während  die  Sehne  parallel  mit  AB  fortrückt, 
so  wird  eine  dreipunktige  Berührung  stattfinden,  wenn  A  mit  P  zusammen- 
fällt, wobei  ^  in  C  fällt,  wenn  PC  parallel  AB  ist.  Zieht  man  daher  durch 
P  eine  Parallele  zu  der  gemeinsamen  Sehne  des  Kegelschnittes  und  des  in 
L  geschlagenen  Kreises,  so  giebt  C  den  vierten  gemeinsamen  Durchschnitts 
punkt  des  Krünimungskreises  mit  der  Curve,  so  dass  man  den  Krümmungs- 
mittelpunkt erhält,  wenn  man  OCP=  OPC  macht." 

Dieses  von  Poncelet  angegebene  Verfahren  zur  Bestimmung  des 
Krümmungskreises  ist  allerdings  sehr  elegant,  allein  das  Vorstehende  ent- 
hält keinen  Beweis  für  die  Eichtigkeit  desselben;  denn  es  ist  keineswegs 
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selbstverständlich,  dass,  wenn  man  eine  beliebige  Sehne  des  Kegelschnittes 
parallel  mit  AB  zieht  und  nnn  durch  die  beiden  Endpunkte  dieser  Sehne 
und  durch  P  einen  Kreis  legt,  dieser  den  Kegelschnitt  in  P  berühren  müsse, 
und  deshalb  ist  auch  nicht  einzusehen,  warum  der  durch  P  und  C  gelegte 
Berührungskreis  der  Krümmungskreis  sein  soll.  Es  beruht  diese  ganze 
Constrnction  auf  einem  Satze ,  den  wir  in  dem  vorliegenden  Buche  nicht 
haben  finden  können,  nämlich  diesem:  Wenn  ein  System  von  Kreisen 
(oder  allgemeiner  von  ähnlichen  und  ähnlich  Hegenden  Kegelschnitten)  mit 
irgend  einem  Kegelschnitte  dieselben  zwei  Punkte  (welche  auch  coincidiren 
können)  gemein  hat,  so  liegen  die  Sehnen,  welche  sich  durch  die  zwei 
Schnittpunkte  legen  lassen,  in  welchen  ein  jeder  von  ihnen  den  Kegel- 
schnitt ausserdem  noch  schneidet,  alle  parallel.  Dieser  Satz  ist  eine  ein- 
fache Folge  des  in  §.  116  bewiesenen  Theorems,  „dass,  wenn  drei  Kegel- 
schnitte eine  gemeinsame  Sehne  haben,  die  drei  übrigen  je  zweien  von  ihnen 
gemeinsamen  Sehnen  sich  in  einem  Punkte  schneiden."  Ist  nämlich  k  ein 
willkürlicher  Kegelschnitt  und  sind  a  und  b  ein  Paar  unter  sich  ähnliche 
und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte ,  welche  k  in  denselben  zwei  Punkten 
schneiden,  und  ist  ß  die  Sehne,  welöhe  durch  die  zwei  andern  Schnittpunkte 
von  k  und  a  geht,  a  die  Sehne  durch  die  zwei  andern  Schnittpunkte  von  k 
nnd  b  und  endlich  %  die  Sehne  durch  die  zwei  andern  Schnittpunkte  von  a 
und  6,  so  müssen  er,  ß  und  %  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Nnn  schnei- 
den sich  aber  die  beiden  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitte  a 
und  b  ausser  in  den  beiden  ersten  in  unendlicher  Ferne  liegenden  reellen 
Punkten  nur  noch  in  zwei  unendlich  entfernten  Punkten  und  haben  also  eine 
unendlich  entfernte  gemeinschaftliche  Sehne  (bei  Kreisen  und  Ellipsen  sind 
natürlich  diese  unendlichen  Schnittpunkte  imaginär,  die  Sehne  aber  ist  im- 
mer reell);  mithin  liegt  auch  der  Schnittpunkt  von  a  und  ß  in  unendlicher 
Ferne  und  diese  Sehnen  sind  parallel.  Freilich  findet  sich  der  Satz ,  dass 
zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte,  welche  sich  in  zwei 
endlich  entfernten  Punkten  schneiden,  ausserdem  noch  zwei  unendlich  ent- 
fernte (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  gemein  haben,  auch  nicht  in  dem  vor- 
liegenden Buche,  was  wir  übrigens  an  und  für  sich  nicht  tadeln  wollen. 

Zur  wirklichen  Berechnung  des  Krümmungshalbmessers  wendet  darauf 
der  Verfasser  ein  von  dem  gewöhnlich  üblichen  abweichendes  Verfahren 
an.     Da  zwei  Kegelschnitte,  deren  Gleichungen 

a^  +  2bxy  +  cy*  +  2djp  =  0  und  o:* -f  2b^xy  +  cy*  +  2dx=^0 
sind,  sich  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  dreipunktig  berühren,  so  dass 
die  Ordinatenaxe  die  gemeinschaftliche  Tangente  ist,  so  denkt  sich  der 
Verfasser  zunächst  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  dem  Punkte 
der  Curve  verlegt,  dessen  Krttmmungskreis  zu  bestimmen  ist,  und  nimmt 
die  Tangente  als  Ordinatenaxe.  Sodann  transformirt  er  die  beiden  vor- 
stehenden Kegelschnittsgleichungen  so,  dass  die  Ordinatenaxe  bleibt,  die 
neue  Abscissenaxe  aber  in  die  Normale  fällL    Hierauf  wird  die  Bedingung 
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dflffir  anfgesnclit,  tlass  tler  eine  dftr  beiclßn  KegelscTjnittp  ein  Kreis  i«t,  Ali 
Radios  dieses  Kreises  finilet  sich  daniii  wenn  v  den  Wiokel  zwieclieii  dei 
Tangente  und  der  erbten  Abscisseofixe  bedeotet 

_  d 
^^^  csinv' 
Der  Verfftsser  wendet  dann  diesea  Verfahren  auf  die  drei  KegelscUnitt*!  an 
tind  kommt  zu  den  bekannten  Formeln  für  q>  Darunter  bi^fimlet  sieb  leider 
keiac  einzige,  welcbe  oline  Weiteres  ein©  Construction  gestattet,  tind  der 
Aoninger  wird  also  nicht  recht  wiegen ,  wn»  er  mit  diesen  Ergebnissen  an- 
fangen  soll.     Es  bätte  da  docb  die  Formel 

iti  welcher  n  die  bis  zur  Hanptaxe  verlJingcrte  Normale  nnd  ^  den  Winkel 
zwischen  Normale  und  Leitstrahl  bedeutet,  mit  Ängregeben  werden  soÜenf 
da  dieselbe  auf  eine  höchst  einfache  Con»truction  führt,  die  merkwürdiger- 
weise in  nicht  wenigen  LehrhCichern  noch  fohlt,  obwohl  sie  1-ingst  bekannt 
ist,  und  schon  in  der  von  Le  Settr  und  Jacquicr  besorgten  Ausgrtbci  der 
Principia  Newton*s  sich  findet.  Uebrigens  ist  die  Praxis  des  Verfahrens, 
%ekhc8  der  Verfaäser  anwendet,  um  für  die  einzelnen  Kegelschnitte  don 
Werth  van  g  zn  ermitteln,  keineswegs  sonderlich  elegant  und  er  hätte  woUl 
besser  gethan,  wenn  er  sich  auf  das  gewöhnliche  Verfahren  beaehrlfnkt 
hätte,  nach  welcliem  man  erst  den  Krilmmungsmitlelpunkt  als  Dnrehschnittfl- 
punkt  zweier  Nachharnarmalen  bestimmt^  ein  Verfahren,  welches  er  im 
§♦  122  nur  im  Beziig  auf  die  Parabel  durchführt,  im  letzten  Capitel  aber 
auch  auf  Curven  höherer  Ordnung  anwendet. 

Was  dieses  letzte  Capitel  betrifft,  so  wird  in  demselben  keine  ausführ- 
liche Theorie  der  Curven  höherer  Ordnung  gegeben,  sondern  der  Verfasser 
zeigt  nur  an  verschiedenen  Beispielen,  auf  welche  Art  man  die  Form  einer 
Curve  aus  ihrer  Gleichung  zu  erkennen  vermag,  wie  man  Tangenten,  Nor- 
malen, Krümmungskreise,  singulare  Punkte  durch  elementare  Hilfsmittel 
bestimmen  kann.  Aus  der  allgemeinen  Theorie  hätten  indessen  doch  die 
Sätze  mit  erwähnt  werden  sollen,  dass  der  Grad  der  Gleichung  von  d^r 
Wahl  der  Coordinatenaxen  unabhängig  ist,  und  dass  eine  Curve  w*®'"  Ordnung 
von  einer  Geraden  im  Allgemeinen  in  ri  Punkten  geschnitten  wird. 

Abgesehen  von  diesen  Ausstellungen  halten  wir  das  Buch  im  Ganzen 
für  seinen  Zweck  entsprechend;  die  Auswahl  des  Stoffes  ist  im  Allgemeinen 
die  richtige,  die  Behandlung  desselben  zwar  nicht  elegant,  aber  doch  klar 
und  verständlich. 

Leipzig.  Gretschel. 
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Die  Akustik  in  elementarer  Dantellnng.  Leitfaden  für  Gymnasien,  Beal- 
and  Gewerbeschulen.     Von  Dr.  E.  Winkler  ,  Lehrer  der  Mathe* 
matik  und  Physik  am  Lehr-  und  Erziehungs-Institute  für  Knaben 
in  Friedrichstadt-Dresden.     Separatabdruck  aus  der  Einladnngs- 
schrift  zu  den  öffentlichen  Prüfungen  von  genanntem  Institute  zu 
Ostern  1865.     Dresden,  Verlag  von  Woldemar  Türk.     1865. 
Wie  aus  der  Vorrede  hervorgeht,  ist  es  dem  Verfasser  bei  seinem  Un- 
terricht am  oben  genannten  Institute  darum  zu  thun,  nicht  nur  die  Phäno- 
mene in  hinreichender  Vollständigkeit  zu  lehren,  sondern  auch  ihre  Erklä- 
rung ans  den  Naturgesetzen  zu  bewerkstelligen.     Deswegen  wird  der  me- 
chanische Theil  der  Physik  in  einem  Jahre  in  der  3.  Classe,  Magnetismus, 
Elektricität  und  Wärme  in  der  2.  Classe  zur  Erledigung  gebracht,  in  der 
1.  Classe  wird  erst  Optik,  hierauf  ein  neuer  Cursus  in  der  Mechanik  gelehrt, 
wobei  die  ganze  ebene  Geometrie,  die  Anfangsgründe  der  Stereometrie  und 
Trigonometrie  und  Algebra  bis  zu  den  Gleichungen  2.  Grades  zur  Anwen- 
dung kommt     Als  letzter  Theil  der  Physik  wird  die  Akustik  behandelt. 
Wenn  schon  aus  dem  physikalischen  Unterrichtsplan  die  Werthschätznng 
der  Deduction  hervorgeht,  so  wird  dieselbe  in  folgender  Stelle  der  Vorrede 
besonders  klar  ausgesprochen : 

„In  vielen  Lehrbüchern  der  Physik  ist  die  Akustik  etwas  stiefmütter- 
„lich  behandelt.  Bei  der  Hauptsache,  nämlich  der  Darstellung  der  Schwin- 
„gUDgsgesetze,  beschränkt  man  sich  meist  darauf,. die  durch  Versuche  oder 
„durch  Theorie  gefundenen  Gesetze  anzufühten,  ohne  Gründe  für  die  Kich- 
„tigkeit  derselben  anzugeben.  Für  die  Schüler  hat  dies  keinen  grossen 
„Nutzen;  diese  Gesetze  vergessen  sich  bald  wieder,  so  dass  im  Gedächt- 
,,niss  nicht  viel  mehr  zurückbleibt,  als  einige  Versuche,  welche  auf  das  Auge 
„  oder  Ohr  Effect  gemacht  haben.  Erlaubt  der  vorausgesetzte  Stand  der  Mecha- 
„nik  auch  nicht,  ganz  bestimmte  Formeln  für  die  Schwingungsgesetze  zu 
„ermitteln,  was  ja  selbst  der  höheren  Mathematik  zum  Theil  nicht  geringe 
„Schwierigkeiten  bereitet,  so  erlaubt  er  doch  in  der  Mehrzahl  der  Fälle» 
„  die  Gründe  für  die  Bichtigkeit  der  durch  Versuche  oder  durch  die  Theo- 
„rie  gewonnenen  Resultate  zu  entwickeln,  und  hieraufhabe  ich  bei  vorlie- 
„  gender  Arbeit  mein  Hauptaugenmerk  gerichtet.  Dann  bietet  die  Akustik 
„  eine  treffliche  Uebung  in  der  Anwendung  der  Mechanik  und  liierauf  lege 
„ich  beim  Unterricht  in  der  Akustik  den  Hauptwerth. ^^ 

Der  hierin  vom  Verfasser  ausgesprochenen  Ansicht  kani»  man  nur  bei- 
stimmen, ob  aus  dieser  Ansicht  ein  recht  tüchtiges  und  brauchbares  Prodnct 
hervorgegangen  ist,  versuchen  wir  in  den  nachfolgenden  Zeilen  zu  ent- 
scheiden. 

Das  Schriftchen  (gr.  8)  enthält  ausser  der  Vonrede  (2  Seiten)  90  Seiten, 
auf  denen  die  akustischen  Erscheinungen  in  4  Abtheilungen  vorgetragen 
worden  sind:  1.  Abtheilung:  Schwingungen  im  Allgemeinen;  2.  Abthei- 
lung: Empfindung  des  Schalles;  3.  Abtheilung :  Erregung  des  Schalles; 
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4-  AbÜicilnng:  Fortpflanzang  des  8ctiiiUes.  Diese  EiDtbellDDg,  die  der 
VcrfasiPr  „aus  praktischen  Grund«*!!**  bei  seinem  Unterricht  gewählt  hat, 
hätte  wabrsch^inlicli  zum  Vortheil  für  den  Gebrauch  des  Schrifltchens  durch 
folgende  logischere  ersetzt  werden  könoeti:  1.  Erregnng  von  Schwingungen 
und  einfache  ScbwjngnDgen-  2.  Fortpflanzung  des  Schalles  durch  die  fort- 
schreitenden Schwiugungen;  3.  Empüudaug  des  Sdiattea- 

Der  Leser  ^udet  in  den  vom  Verfasser  angenommen  an  4  Captteln  die 
In  die  Aknsttk  gehörigen  Erscbeinntigen  recht  vollstfindig  vor  und  der  Ver- 
fasser hat  sich  möglichste  Mühe  gegeben,  das  in  der  Vorrede  an.«ges prochen« 
1-rincip  festznhalten,  Hberall  dnrch  einfache  Betrachtungen  bei  den  mathe* 
tnatiäcb  ableitbaren  GsBetisen  die  ungeßihre  wahrscheioliche  Form  des  spä* 
ter  mitgetheilten  geuaneren  Gesetzes^  wie  es  nur  auf  dem  Wege  der  bähern 
MAtbematik  erbalten  werden  kann,  seu  bestimraen*  Dass  dergleicbeti  Be* 
traehtungen  für  den  Lernenden  bei  gehöriger  Vorsicht  bei  der  Anwendung 
nur  uütslidi  werden  können,  liegt  auf  der  Hand.  Diese»  Verfahren  de» 
Verfassers  bs^t  ancli  eine  gute  Frucht  getrflgeu  ^  Fein  Bestreben,  die  wahr- 
ficheinliche  Form  des  Gesetzes  durch  einfache  Beuachtungen  aus^umitteln, 
hat  ibn  auf  einen  netten  Beweis  geführt,  der  sich  eigentlich  auf  einen  auf 
der  hohem  Mathematik  äu  beweisenden  Satz  gründet,  der  von  ihm  aber 
hier  ohne  Beweis  in  Form  eines  Principes  zu  Grunde  gelegt  worden  ist. 
Dieser  Beweis  steht  AnfS.6  und  bezieht  sich  auf  die  Gesetze  der  einfacheu 
Schwingungeu- 

Zn  bedaaern  ist  es,  dass  der  Verfasser  bei  seinem  Bestreben,  in  seinem 
Schriftchen  zum  Nachdenken  über  die  Erscheinungen  anzuregen,  bisweilen 
etwas  zu  flüchtig  verfahren  ist,  wodurch  d.ie  meist  anzurühmende  Klarheit 
verletzt  wird.  So  z.B.  steht  auf  S.  15:  Wenn  die  Schwingungen  eines 
Körpers  sehr  langsam  erfolgen,  so  pflanzen  sich  dieselben  gar  nicht  fort, 
was  offenbar  mechanisch  unmöglich  ist.  Unrichtig  ist  geradezu  die  Defini- 
tion auf  S.  18  zu  nennen :  „  Den  Abstand  zweier  Töne  oder  ihren  Intervall 
„bestimmt  man   durch  das  Verbältniss  der  Differenz  dieser  Töne  zum  nte- 

5 8 

„dern  Tone,  so  ist  z.  B.  der  Intervatl  zwischen  den  Tönen  |  und  |  =  *-^-'." 

Aus  den  genannten  guten  Seiten  des  Bücbelchens  und  aus  den  zuletzt 
genannten  Fehlern  geht  für  uns  nur  der  Wunsch  hervor,  der  Verfasser  möge 
nicht  in  seiner  Strebsamkeit  nachlassen,  aber  auch  durch  sorgfältige  Revi- 
sionen seiner  Manuscripte  vor  dem  Druck  den  Producten  die  Correctheit 
sichern,  welche  so  massgebend  für  die  gewünschte  weitere  Verbreitung  ist. 

Für  den  Gebrauch  des  Schriftchens  ist  es  noch  wünschenswerth,  zu  er- 
fahren, dass  der  Druck  (lateinische  Lettern)  deutlich  ist,  dass  die  Figuren 
(30)  in  Form  von  Holzschnitten  in  den  Text  mit  aufgenommen  sind,  dass 
zahlreiche  geschichtliche  Notizen  mit  kleinerer  Schrift  boigedruckt  sind,  und 
endlich,  dass  ein  kurzes  NameniMl^r  auf  der  90.  S.  diiS  Wiederauffindcu 
bestimmter  Gegenstände  crloidpHH^^  j^flHH0^«  Kahl. 
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Sepertorinm  der  Cometen- Astronomie  von  Dr.  Ph.  Carl,  Privatdocent  an 
der  Universität  München.  München,  M.  Eieger^sche  Universitäts- 
buchhandlnng.     1864.     (VI  und  378  S.)  8. 

Der  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  hat  sich  die  Aufgabe  gestellt, 
die  verschiedenen  Cometenerscheinungen,  von  denen  uns  die  Geschichte 
Kunde  giebt,  in  historischer  Reihenfolge  zu  verzeichnen,  was  Über  die  Bah- 
nen derselben  bekannt  ist,  anzugeben  und  die  Quellen  nachzuweisen,  aus 
denen  weitere  Nachrichten  zu  schöpfen  sind.  Er  wollte  auf  diese  Weise 
eine  Vorarbeit  zu  einer  vollständigen  Cometographie  liefern,  ein  Unterneh- 
men, bei  welchem  er  jedenfalls  auf  den  Dank  des  astronomischen  Publikums 
rechnen  darf.  Scbon  im  vorigen  Jahrhunderte  hat  Pingr^  in  seiner  Co- 
metographie  ou  Traili  hisiorigue  ei  ihe'orique  des  Comiles  diese  Aufgabe  in  einer 
für  seine  Zeit  mustergiltigen  Weise  gelöst,  und  an  dieses  Werk  hat  sich 
auch  unser  Verfasser  bei  der  Bearbeitung  der  ersten  Abschnitte  seines  Bu- 
ches zunächst  angeschlossen,  ohne  sich  aber  das  Zurückgehen  auf  die  Ori- 
ginalliteratur, soweit  sie  ihm  zugänglich  war,  zu  ersparen  oder  die  Benutzung 
neuerer  Quellen  zu  vernachlässigen. 

Das  ganze  Werk  zerfällt  in  fünf  Abschnitte,  deren  Inhalt  wir  hier  kurz 
angeben  wollen. 

Der  erste  Abschnitt  enthält  die  Cometen  bis  zu  Ende  des  16.  Jahr- 
hunderts. Wir  treffen  hier  53  Cometen  aus  der  Zeit  vor  Christi  Geburt  und 
408  aus  der  Zeit  von  Christi  Geburt  bis  zum  Jahre  1599.  Der  Verfasser  hat 
dabei  nur  solche  Cometen  verzeichnet,  deren  Existenz  nicht  zu  bezweifeln 
ist  und  beginnt  mit  dem  Cometen  von  612  v.  Chr.,  während  Pingr^  noch 
ältere  Cometen  angiebt.  Unter  diesen  461  Cometen  befinden  sich  nur  49, 
für  welche  man  Bahnen  berechnet  hat.  Die  Grundlage  für  diesen  Abschnitt 
bildete  zunächst  das  schon  erwähnte  Werk  von  Pingr^,  ausserdem  sind 
aber  namentlich  auch  die  Auszüge  aus  den  chinesischen  Annalen  benutzt 
worden,  welche  Biot  in  der  Connaissance  des  Temps  pour  Van  1843  veröffent- 
licht hat. 

Der  zweite  Abschnitt,  weicher  die  Cometen  des  17.  Jahrhunderts 
behandelt,  zählt  im  Ganzen  27  Cometenerscheinungen  auf,  von  denen  blos 
bei  8  die  Beobachtungen  keine  Bestimmung  der  Bahn  zulassen.  Hier,  wie 
auch  im  vorigen  Abschnitte,  finden  sich  in  den  Quellennachweisen  zahlreiche 
cometomantische  Schriften  mit  verzeichnet,  welche  in  den  ersten  Jahrhun- 
derten nach  der  Erfindung  der  Buchdruckerkunst  in  grosser  Menge  veröf- 
fentlicht wurden,  und  die  zwar  in  rein  astronomischer  Beziehung  zum  Theil 
ganz  werthlos  sind ,  für  die  Geschichte  der  Wissenschaften  aber  immerhin 
ein  Interesse  haben. 

Im  dritten  Abschnitte  finden  wir  die  Cometenerscheinungen  des 
18.  Jahrhunderts,  im  Ganzen  69,  nämlich  33  telescopische  und  36  mit  blossem 
Auge  wahrnelimbaro.  Bei  6  der  beobachteten  Cometen  reichen  die  Anga- 
ben nicht  zur  Bestimmung  einer  angenäherten  Bahn  aus. 
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Im  vierteil  Abschnitte  iind  He  Oometea  des  19,  Jalirhnoderta  mil 
Emsehlass  drr  zwei  ergten  des  Jalrreft  lHiS4  bearbeitet.  In  diesem  AbscbDitte 
WR.T  eine  grössere  Gleicbtnäafiigkek  der  DArfitellung  möglich,  als  m  dcD  frti- 
lieren.  Bei  jedem  Cometen  ist  xnnSEcbst  die  Zeit  seiner  Entdeckung  und 
dar  Name  des  Entdeckers  atjgcgeben;  dann  folgen  Ort  und  Dauer  der  Be- 
obachtungen nebit  Angabe  des  Ortes  der  Publikation,  endlich  werden  noch 
die  Bahoelemente  übersiditlich  xusammeugestellt.  Bei  einzelnen  Cometeti 
Bind  auch  noch  etnige  andere  für  wichtig  erachtete  Bemerkungen  beigefügt 
worden;  doch  sind  Angaben  über  die  physische  Bescha^Tenhctt  der  Cometen 
nur  im  Allgemeinen  gemacht  worden,  weil  hier  die  einzelnen  Beobachter 
bedeutend  Ton  einander  abweicheD. 

Der  fünfte  A  bschnitt  endlich  giebt  etneUebersicht  der  periodischen 
Cometen*  Der  Verfasaer  unterscheidet  hier  L  Cometen  mit  karger  Um* 
laufs^eit:  a)  der  Encke'sche,  l?)  der  Biela'sche,  c)  der  Faje*Mö!ler- 
Bche,  d)  der  De  Vico^ache,  e)  der  Brorson'sche,  f)  der  D  *Arreflt*schc, 
^)  der  Win  neck  e'öche  Coraet  und  A)  Cometen  mit  kuraser  Umlanfsseit^ 
welche  blos  bei  einer  eiusigcu  Sonnennähe  beobachtet  worden  sind,  nümltcb 
17ß6,II.  (nach  Burkhardt  5,025  Jahre  Umlaufüzeit),  17«3  (nach  Bnrk- 
bar  dt  bfiiZ  Jahre),  IS19,  IV.  (nach  Eneke  zfenilich  unsicher  4%  Jahre)» 
1846,  VI,  (nach  D' Arrest  lO.Sa  Jahre,  nach  Feters  12,8  Jahre),  1855,  IL 
(nach  Schulze  14,25  Jahre,  während  Donati  402,35  Jahre  fand)  und  nm^ 
L(nachBrnbns  ia,7  Jahre).  ^^ — II,  Cometen  mit  einer  Umlaufszeit  von 
circa  70  Jahren:  a)  der  Halley^sche  Comet  und  6)  Cometen  mit  einer  Um- 
laufszeit  von  circa  70  Jahren,  welche  blos  bei  einer  einzigen  Sonnennahe 
beobachtet  worden  sind,  nämlich  1812  (nach  Encke  70,68  Jahre),  der  Ol- 
bers'sche  Comet  von  1815  (nach  Bessel  74,05  Jahre),  1846,  IV.  (nach 
vanDeinse  73,25  Jahre)  nnd  1847,  V.  (nach  D* Arrest  nahezu  70  Jahre). 
—  IIL  Cometen  mit  sehr  grosser  Umlaufszeit,  deren  hier  24  aufgezählt 
werden. 

Es  dürfte  nnnöthig  sein ,  zur  weiteren  Empfehlung  dieser  mit  grossem 
Fleisse  gearbeiteten  Schrift  Etwas  beizufügen.  Wir  bemerken  nur  noch, 
dass  der  Verfasser,  falls  seine  Schrift  den  Beifall  des  astronomischen  Publi- 
kums sich  erwerben  sollte,  woran  wir  nicht  zweifeln,  beabsichtigt,  in  beson- 
deren Nachträgen  etwaige  Lücken ,  welche  sich  in  seiner  Arbeit  etwa  noch 
finden  sollten,  auszufüllen  und  dabei  gleichzeitig  eine  Uebersicht  der  seit- 
herigen Untersuchungen  über  die  allgemeinen  Pnnkte  der  Cometenastrono- 
mie  zu  geben. 

Leipzig.  Gretschei*. 
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JahretlMrieht  der  Bealsdhnle  mit  Progymnasium  m  Chenmiti;  womit  zu 
den  vom  4.  bis  7.  April  1865  stattfindenden  öffentlichen  PrüfungeD 
ergebenst  einladet  der  Director  Professor  Carl  AuausT  Caspari. 

Inhalt : 

1.  Das  „  Geometrische  Zeichnen  'S  als  Unterrichtsgegenstand  in  Beal- 
schnlen,  vom  Oberlehrer  Braunersrenther. 

•2.     Schnlnachrichten,  vom  Director. 

Die  in  diesem  Programm  enthaltene  Abhandlnng  über  das  geometrische 
Zeichnen  hat  mich  in  einer  Weise  interessirt,  dass  ich  mir  erlaube,  mit  eini- 
gen Worten  auf  den  Inhalt  derselben  anfmerksam  za  machen.  Zunächst 
ist  zu  bemerken,  dass  das  Wort  „geometrisches  Zeichnen'*  in  seiner  wei* 
testen  Bedeutung  genommen  ist,  und  dass,  wie  der  Titel  besagt,  vorzugsweise 
auf  Realscholen  Bezug  genommen  wird.  Trotz  des  letzteren  Umstände« 
aber  sind  die  hier  ausgesprochenen  Gedanken  auch  für  andere  Lehranstal- 
ten von  Wichtigkeit  und  verdienen  überhaupt  eine  allgemeinere  Beachtung. 

Unter  Fachgenossen  werden  das  bildende  Element  und  die  praktische 
Wichtigkeit  des  geometrischen  Zeichens  wohl  allgemein  gebührend  gewür- 
digt. Dagegen  aber  sind  die  Ansichten  über  die  Methodik  dieses  Unter- 
richtsgegenstandes noch  sehr  aus  einander  gehend.  In  weiteren  Kreisen 
ist  das  geometrische  Zeichnen  noch  nicht  allgemein  genug,  oder  doch  wenig- 
stens nicht  seinem  wahren  Werth  und  Wesen  nach  hinlänglich  bekannt. 
Nach  diesen  Richtungen  hin  sucht  nun  der  Verfasser  aufzuklären,  weiter  zu 
führen  und  zu  vervollkommnen,  und  es  ist  ihm  dies  in  nicht  geringem  Grade 
gelungen. 

In  der  Einleitung  führt  der  Verfasser  die  in  Beziehung  auf  das  geo- 
metrische Zeichnen  herrschenden  irrigen  Vorstellungen,  sowie  deren  Ursa- 
chen vor  Augen  und  gelangt  dabei  zugleich  zu  den  Hindernissen  ,  welche 
einer  gedeihlichen  Entwickelung  dieses  Unterrichts  im  Wege  stehen.  Die 
hier  gesprochenen  Worte  verdienen  die  Beachtung  nicht  blos  der  Lehrer, 
sondern  insbesondere  auch  der  Schulbehörden  und  der  Aeltern  der  Schüler. 
Die  am  Ende  der  Einleitung  gegebene  kurze  historisch  -  statistische  Rund- 
schau über  die  Stellung  dieses  Unterrichtsgegenstandes  in  aussersächsischen 
Staaten  gewährt  einen  wohlthuenden  Eindruck,  indem  man  aus  derselben 
erkennt,  dass  sich  das  Gute  und  Noth wendige  trotz  aller  Hindernisse  und 
Schwierigkeiten  doch  Bahn  bricht. 

Im  ersten  Abschnitt,  „das  geometrische  Zeichnen  an  sich***,  stellt  der 
Verfasser  die  verschiedenen  Begriffe  fest,  die  man  mit  dem  Worte  „geo- 
metrisches Zeichnen  ^Werbindet,  führt  die  Darstellungsobjekte  vor,  be- 
spricht die  verschiedenen  Darstellungsmethoden  und  stellt  schliesslich  die 
Beziehungen  fest,  in  welchen  das  geometrische  Zeichnen  zum  Freihand- 
zeichnen, zur  geometrischen  Formenlehre  und  zur  Geometrie  steht.  Dieser 
Abschnitt  ist  insbesondere  darauf  berechnet,  dem  Laien  die  wissenschaftliche 
Seite  des  vorliegenden  Gegenstandes  vorzuführen. 


»9 

Im  swflilea  Afcielmit««,  ^^»fMigogteW  Vidilig^i«  dai  giMwM« 
mhmt  Zeiehneat^V  boliaodelt  im  Verftmjir  dM  EänAu»  d«t  geonietrisdieBi 
Zeiehneiis  mai  die  fbrmale  Aiiibfldiiiig  «bii  OeitäM^'^  taf  dia  Kldvag  fftr  das 
Berufsleben  und  auf  die  Fördenmg  anderer  ünterriehtsgegensl&ttde  der 
Baalschnle.  Das  Uffir  Gesagte  lial  Bwdf eUos  nidit  Ues  fär  Bealsehnlen, 
sondern  anch  für  jede  andere  TerVTaadte  LcfaraaslaH,  die  Oyasnasien  nielit 
ansgenommen,  nnbeschrinkte  Oflltigkest.  « 

Im  dritten  Absebnittei  ^  ^  metbo^selie  Befcandfaittg  des  gecmelriseben 
Zmebnens^,  besprieht  endlieb  der  Verfbaset  die  allgemeinmi  Ghiaiehta> 
lenkte,  naeb  welebea  man  bei  der  Awwablf  BebaBdlm^  wid  T^rAeilvag 
des  Stoffes  flir  das  gemnetriselM  Zei^Mn  TerfMren  mnss.  Faebgenosses 
wefd^i  diesmi  Absebnitt  mit  Nmtaen  vnd  Tergnigmi  lesen«  da  die  in  dem* 
selbem  niedei^el^^  mediediseben  Winke  aUe^eaelrtnag  Terdienen. 

Es  wire  an  wttmeben«  dass  dies^  Abhaadlnng  ^»e  grdssere  Verbrri* 
tnng  linde,  als  es  dnrdi  ein  Progimnm  ToransriditKeb  d«r  Fall  sein  wiid* 

Es  bt  niebt  meine  iUidebt,  die  ki  diesem  Programm  entbaltenen  Sebnl- 
naebricben  nibw  an  beqpreehmi.  Indessen  soll  doeh  niobt  nnerwAbni  Uei* 
ben,  dass  es  jedenfalls  eine  sebr  lobensirmrtlie  Emrtebtnng  ist,  im»  die  bei 
den  Betfeprttftingen  gestdllesi  sebrifttiehea  Anfgabmi,  iiuibesondere  aaek 
die  matkematisebmii  ToUstindig  abgedmekt  sind#  Im  üebrigen  lassen  di# 
gestellten  matbematischmi  An%aben  erkennen,  dass  die  botreffenden  Tii^e 
der  Matbematik  an  der  Realsebnle  an  Olmmnits  sebr  eingebend  bebandoli 
werden  müssen. 

F r  e  i  b  6  r g.  August  Junge. 
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Recensionen. 

Dm  Bechnenbnch  dei  Mazimni  Planndes.  Nach  den  Handschriften  der 
kaiserl.  Bibliothek  zu  Paris  herausgegeben  von  C.  J.  Gerhardt, 
Halle,  Schmidt,  1805.     XII,  47. 

Da  geschichtliche  Untersuchungen  zu  um  so  verlässigeren  Ergebnissen 
fuhren,  je  vollständiger  die  Quellen  vorliegen,  aus  denen  geschöpflt  wird, 
80  ist  es  immer  höchst  erfreulich,  wenn  ein  nur  aus  Handschriften  von  We« 
nigen  gekanntes,  aber  in  Folge  seines  Inhaltes  zur  Zahl  der  zu  benutzenden 
Quellen  beigezogenes  Werk  durch  den  Druck  allen  auf  dem  betreffenden 
Gebiet  Nachforschenden  zugänglich  gemacht  wird.  Dies  ist  der  Fall  mit 
der  tf/ijqpoqpo^/a  des  Maximus  Planudes. 

Nachdem  Yilloison  nach  2  Handschriften  in  Venedig  den  Anfang 
desselben  mit  den  indischen  Ziffern  und  Woepcke  nach  4  Pariser 
Handschriften  einen  Abschnitt  der  Multiplication  und  nach  2  derselben 
einen  Theil  der  Division  im  Urtext  bekannt  gemacht  hat,  und  dadurch 
dieses  Werk  in  die  Untersuchungen  über  den  Ursprung  unserer  Ziffern  und 
unseres  jetzigen  elementaren  Rechnens  hereingezogen  ist,  erscheint  es  als 
eine  sehr  verdienstliche  Arbeit,  dass  Herr  Gerhardt  dasselbe  aus 
2  Handschriften  in  Paris  vollständig  herausgab,  und  zwar  so,  dass  die  Zif- 
ferformen, wie  sie  höchst  wahrscheinlich  Planudes  selbst 
schrieb,  im  Druck  wiedergegeben  sind.  Vergleicht  man  diese  Formen 
mit  den  Facsimile,  die  Woepcke,  Sur  Vinlrod,  de  farithm.  ifid.  en  occident, 
Home  1850 ,  S.  27  aus  den  4  Handschriften  mittheilt,  so  muss  man  zugestehen, 
dass  die  Grundzüge  möglichst  getreu  dargestellt  sind. 

Was  nun  den  Text  betrifft,  so  benutzte  Herr  Gerhardt  nur  die 
2  ältesten  Handschriften  2509  s,  XIV  und  2381  5.  XV  (Herr  G.  nennt  die 
Nummern  nicht,  während  die  genaue  Bezeichnung  doch  sehr  wUnschens- 
werth  ist),  von  denen  die  erste  mit  der  Multiplication  abbricht.  Dass  die 
dritte  Handschrift  2428  s.  XV  unbeachtet  blieb,  lässt  sich  dadurch  rechtfer- 
tigen, dass  sie  mehr  eine  Bearbeitung  der  iprifpotpogia  ist,  als  eine  Abschrift 
derselben.     Für  die  Nichtbeachtung  der  4.  Handschrift  2382  s.  XVI  lässt 
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ileli  äIä  Grund  nn^ebcD,  was  Woppckfi  fi.  a.  0,  S.  39  in  der  Änmerktin^ 
»agU  äA9n  dieselbe  vf>o  dem  Ms,  23S1  ablinngig  ht^  und  %n  merklicher  Ver- 
besserting  des  Textes  nicht»  beitrSlgt*     Dennoch  hätte   eine  Vergleiclinng 

derselben  wohl  den  Nutzen  gf^lmht,  das  nnleserliche  Wort  S,  24  äu  entrHth- 
seln,  nnd  anch  sonst  übrr  den  Wortlaut  einigen  Aufschluss  zn  geben. 

Vergleicht  man  njfmlkb  danText  de^ Herrn G,  mit  dem,  wnaWo  opeke 
davon  in  der  genannten  Schrift  S.  27 — 30  und  S.  3Ö — 40  mittheilt,  so  erge- 
ben Bich  einige  Verschiedenbciten,  die  vielleicht  dnrcb  Beiziehung  des  Ms, 
23^2  nicht  vorhanden  würen.  Gleich  im  Titel  ergiebt  sieb  eine  solche.  Herr 
G,  giebt  S.  XU  an:  ^ovöfj^ov  x«l  tov  ficcj/^or  tov  nletvovÖov  i/'jyqpoqpo^iX 
W,  (S.  20)  fiQvaiQv  nvf^lov  fAtti,l^ov  r&v  kIuvov6i}  if7}(po^oi)la.  Sicher  ist 
xvqIqv  die  richtige  Lesnrt  nnd  ebenso  in  der  Äiirschrift  des  Ms,  2428  (S-XH) 
etÄlt  ncti  Tov  zu  lesen.  Die  Form  nla^'ovdov  ht  vielleicht  nur  ein  Schreib- 
vergeben.  S,  10,  Z*  5  v.  n.  hat  W.  nach  jTQllaT^lauio^Qfityog  das  natliwen- 
Z*  2  V.  u.   steht  das  Eingeklammerte  bei  W,    im  Texte.     S*  11, 


dige  (itifi. 
Z,  7  V,  0, 


etebt  bei  W*  hnmXrii^iüG^tß  siatt  hTzhif^ovo^ta.  Z^  12  v.  o,  G,i 
,  W-:  xctiiito  x&i.  B- 20  n,  21  fehlen  bei  den  Diagrammen  die 
Reste,  die  bei  W.  übereinstimmend  mit  dem  Texte  Bw  der  HoitG  sieben. 
8. 


2t  fMt  das  Diagramm 

1 

40       4 
1 

das  W.  mittbeilt,  und  S.  23  fehlen  2  Diagramme,  die  bei  W.  S.  44  u.  46  den 
Text  verdeutlichen.  Wahrscheinlich  fehlen  sie  in  dem  von  Herrn  6.  be- 
nutzten Ms.  Möglich  auch,  dass  W.  sie  erst  selbst  beigegeben  hat.  Sie 
sind  aber  zum  Verständniss  der  Stelle  fast  unentbehrlich.  S.  20,  Z.  8  v.  o. 
ist  Ttdv  wohl  nur  ein  Druckfehler  für  ndkiv.  Der  Herr  Herausgeber  scheint 
überhaupt  eine  sehr  grosse  Mühe  mit  der  Correctnr  gehabt  zu  haben,  so 
dass  manche  Ungenauigkeken,  wie  in  denAccenten,  nicht  hoch  angerechnet 
werden  dürfen.  Z.  16  v.  o.  steht  nach  dem  ersten  ygacpoo  die  Zahl,  die  nach 
W.  in  beiden  Mss.  fehlt.  Z.  18  steht  ivcSvj  was  W.  aus  dem  handschriftli- 
chen iv  nur  vermuthete.  Z.  11  v.  u.  fehlt  oxav  nach  ngoi  ikdxtovcc  dl.  S.  21, 
Z.  14  y.  0.  fehlt  nach  iiovdöog  das  nöthige  tqLxov.  Z.  26  steht  dvarigm^  bei 
W.  xaxoaxiQoo y  allerdings  unrichtig,  aber  es  fragt  sich,  was  die  Handschrif- 
ten haben.  Z.  6  v.  u.  steht  bei  W.  vor  vno  xov  noch  tov.  S.  22,  Z.  2  v.  o. 
ist  die  Lücke  bei  W.  richtig  nach  inxdxtg  angedeutet,  welches  Wort  ein 
oder  zwei  Zeilen  später  nochmals  stand  und  dadurch  die  Lücke  veranlasste. 
S.  23,  Z.  5  V.  o.  lautet  der  Anfang  bei  W.  ziemlich  abweichend:  fiBxd  to  7 
xal  12  xol  7  xftfi/vcDv.  Z.  7  v.  o.  fehlt  nach  W.  die  Zahl  nach  tmv  in  den 
Mss.,  und  in  der  folgenden  Zeile  steht  dort  nicht  ov  ydg ,  sondern  d  yd^ 
Ferner  stehen  bei  W.  vor  diesem  ov  ydg  noch  die  gleich  darauf  sieb  wieder- 
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holenden  Worte:  ota  tovto  tolvov  vno  tov  7  t«  3  tl^izt.  Ausser  diesem 
kommen  noch  kleinere  Abweichungen  vor,  deren  Aufzählung  hier  zu  weit 
führen  würde.  Im  Allgemeinen  zeigt  sich  bei  W.  ein  etwas  genauerer 
Text,  und  es  ist  wohl  nicht  irrig,  den  Grund  davon  in  der  Benutzung  der 
grösseren  Anzahl  von  Mss.  zu  sehen.  Vielleicht  hat  Herr  6.  noch  Gelegen- 
heit, das  Gleiche  zu  thun  und  dadurch  sein  Verdienst  um  das  Werk  des 
Planades  noch  zu  erhöhen.  Aber  schon  jetzt  ist  seine  Arbeit  eine  sehr 
dankenswerthe  und  leistet  den  Nachforschungen  über  den  Stand  der  Arith- 
metik im  14.  Jahrhundert  eine  bedeutende  Hilfe. 

Es  erübrigt  nun  noch ,  Einiges  über  die  dem  Text  vorangehenden  An- 
gaben über  Planudes  und  sein  Werk  zu  bemerken.  Den  Zusammenhang 
mit  der  indischen  Arithmetik  vermuthet  Herr  G.  von  der  Art,  dass  Pla- 
nudes von  byzantinischen  Kaufleuten  oder  Missionaren  lernte,  die 
längere  Zeit  in  Indien  sich  aufgehalten  hatten.  Einem  solchem  fast  un- 
mittelbaren Zusammenhang  widerstreitet  aber  die  Form  der  Ziffern  und 
das  Wort  if/gj^a,  welches  beides  Woepcke,  Journ,  asiat,  1863,  S.  526  u.  527, 
bestimmte,  eine  Vermittolung  durch  die  Araber  des  Orients  anzu- 
nehmen (vergl.  auch  Cantor,  math.  Beiträge  S.  263).  Letzteren  Punkt 
bespricht  Herr  G.  nicht;  von  ersterem  aber  ist  allerdings  seine  Ansicht,  dass 
die  Ziffern,  die  Planudes  neben  den  griechischen  Zahlbuchstaben  ge- 
braucht, die  Anfangsbuchstaben  der  entsprechendeu  indischen  Zahlwörter 
sind.  Dies  zeige  sofort  eine  Vergleichung  mit  der  letzten  Reihe  der  Ini- 
tial letires  modern  inPrinsep's  Essay  of  Indien  Antiquilies  Tom  II,  pL  XL, 
Es  wäre  sehr  zu  wünschen,  dass  in  solchen  Fällen  die  verglichenen  Zeichen 
neben  einander  gestellt  und  dadurch  dem  Leser  die  Möglichkeit  gegeben 
würde,  von  der  Richtigkeit  des  Vergleiches  aus  eigener  Anschauung  sich 
2U  überzeugen.  Referent  kann  nämlich  die  Ansicht  nicht  theilen,  dass  man 
in  den  modernen  Anfangsbuchstaben  der  indischen  Zahlwörter  sofort 
die  Zeichen  des  Planudes  erkeunt,  am  wenigsten  vermag  er  dies  bei  den 
Zeichen  für  2,  3  und  8.  Auch  hier  muss  er  Woepcke  beitreten,  der  {Journ. 
asiat.  1863,  S.  73  —  78)  in  den  Sanskritbuchstaben  des  2.  Jahrhunderts 
nach  Chr.  die  Grundzüge  der  Go  bar  Ziffern  findet,  welche  nicht  die  Ziffern 
des  Planudes  sind.  Es  scheint  daher  um  vieles  wahrscheinlicher,  dass 
die  Kenntnisse  von  der  indischen  Arithmetik  dem  Planudes  durch  die 
Araber  des  Orients  vermittelt  wurden. 

In  Bezug  auf  die  Verwandtschaft  der  tf;i}(jpo9>o^/a  mit  dem  Liber  Abaci 
des  Leonardo  von  Pisa  stimmt  Herr  G.  mit  W.  im  Wesen  überein,  dass 
nämlich  eine  directe  Benutzung  des  Werkes  des  Letzteren  nicht  nachweis- 
bar  ist.  Die  Aehnlichkeit  lässt  sich  mit  Herrn  G.  erklären  aus  einer  Be- 
nutzung von  Werken  aus  Leonardo's  Schule,  oder  mit  W.  aus  Benutzung 
gleicher  oder  verwandter  Quellen  von  Seite  Beider.  Bezüglich  der  Neu- 
nerprobe aber  besteht  eine  diametrale  Verschiedenheit.  Herr  G.  spricht 
dieaelbe  auf  Grand  einer  Bemerkung  Tay  lor'a  den  Lidern  ab,  Herr  W.  be- 

8* 


legt  {Journ^  asiai.  S,  501  —  504)  mit  2  StelleQ  ans  einer  Arithmetik  des  Avi- 

coiiiiÄ  dca  iuclbchon  Ursprung  derselben.  Auf  wessen  Seite  das  Hichiige 
ist,  TDilssen  weitere  ForschuDgen  auf  dem  Gebiet  der  indiacben  Alterthums- 
kundo  uad  der  Kundo  vom  Orient  ifbcrbatipt  nocb  aeigcu.  Möge  nur  die 
sehr  fübibare Llieke,  die  durcb  Woepcke'sTod  etitsta.Ltdeii  i$t^  bald  auage* 
füllt  werden! 

Uio  aiisführlicbo  Inbaltgangabe»  die  Herr  G.  S,  V  — XTI  von  dein 
Werk  des  Planudes  giebtj  ist  für  die  Verwertbuog  desselben  von  sehr 
giosdom  Wertbe  und  verdient  eine  besonder§  rühmliche  Erwäbtiung, 

Ansbach,  F&i&DLSizi . 


Ble  Integration  xnsammengeBetzter  Posctionen  nacli  der  Methode  der  nn- 
beitimmten  Coefflcienten.      Von    E.    Geüttefiek,    Baumeister. 
Berlin,  VerUg  von  Carl  Beelitz,     1865. 
Die  Metbode  dei  Verfassers  wird  durch  folgendes  Beispiel  klar  werden. 

Um  das  Integral 


f  -zz — -  —  '     ^1=-.  — -  du 


auf  das  oinfftchere  nnd  bekannte  Integral 


/. 


zurückzuführen,  setze  man 

*/      *   '  --dx  =  f(x)ya  ^hx+  ca^  +   I  --  , 

ya  +  bx+  ex"  J  y^bof  +  ex" 

wo  f{x)  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  a;,  und  K  eine  unbekannte 
Constante  bezeichnet«  Differenzirt  man  und  schafft  nachher  die  Brüche 
weg,  so  folgt 

a  +  ßx  +  yx^  +  Sx^ 
=  r{x)  {a  +  bx  +  ex')  +  f{x)  (^b  +  ex)  +  K. 
Damit  die  rechte  Seite  von  demselben  Grade  sei  wie  die  linke,  darf  f(x) 
den  zweiten  Grad  nicht  übersteigen;  man  nimmt  daher 

f(x)  =zA  +  Bx+  Cx\     f\x)  =  B  +  2Cx 
und  vergleicht  nach  Substitution   dieser  Ausdrücke  die  Coef^cienten  von 
aP^  x^,  jr*,  X*  in  der  vorigen  Gleichung.   Man  erhält  dadurch  vier  Bedingun- 
gen für  die  Unbekannten  A^  B^  Cy  K^  man  kennt  also  auch  f(x)  und  K^  wo- 
mit die  Keduction  des  ursprünglichen  Integrales  abgemacht  ist. 

Dieses  Verfahren  dürfte  wohl  schon  von  Jedem  benutzt  worden  sein, 
der  öfter  Integrationen  ausgeführt  oder  Integralrechnung  vorgetragen  hat 
Dasselbe  verursacht  allerdings  in  manchen  Fällen  weniger  Bechnnng  als  der 
Gebrauch  der  üblichen  Keductionsformeln ,  dagegen  verlangt  es  häufig  eine 
geschickte  Wahl  von  ([o^  und  der  ursprünglichen  hypothetischen  Gleichung. 
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Wer  solches  Geschick  nicht  besitzt,  verliert  dabei  leicht  die  Zeit  mit  un- 
glücklichen Versuchen ,  und  eben  deswegen  dürfte  dieses  Verfahren  nicht 
den  Jüngern  der  Wissenschaft  als  Regel,  sondern  nur  Lehrern  für  Uebungs- 
beispiele  und  Ezcurse  zu  empfehlen  sein.  Schlömiloh. 


Katliematisohe  Aufgaben  zum  Gebrauche  in  den  obersten  Classen  höherer 
Lehranstalten.     Aus   den  bei  Abiturientenprüfungen    an  preussi^ 
sehen   Gymnasien  und  Realschulen  gestellten  Aufgaben   ausge- 
*     wählt  und  mit  Hinzufügung  der  Resultate  zu  einem  Uebungsbuche 
vereint  von  H.  C.  £.  Martus,  Oberlehrer  an  der  Königstädtischen 
Realschule  in  Berlin.  —  L  Aufgaben  (XII  u.  187  S.),  IL  Re- 
sultate (196  S.).    8.     Greifs wald,  1865.     C.  A.  Koch's  Verlags- 
buchhandlung. 
Das  Material  zu  der  vorliegenden  Aufgabensammlung  haben  theils  die 
in   den  Programmen  von  Michaelis  1857   bis  Ostern  1862  veröffentlichten 
Abiturientenaufgaben  der  preussischen  Gymnasien,    theils   die  früheren 
Prüfungsarbeiten   der   Berliner  Gymnasien  geliefert,  namentlich  die  des 
Friedrichs- Werder^schen  Gymnasiums  seit  Ostern  1832,  die  des  Cölnischen 
Realgymnasiums  seit  Ostern  1836,  des  Joachimstharschen  Gymnasiums  seit 
Ostern  1837  und  des  Friedrich  •  Wilhelms  -  Gymnasiums   seit  Michaelis  1842. 
Ausserdem  ist  ein  Theil  der  Aufgaben   aus  der  angewandten  Mathematik 
den  Programmen  der  preussischen  Realschulen  vom  Jahre  1863  entnommen. 
Beim  Ordnen  des  so  zusammengebrachten  reichen  Materials  zeigten  sich 
die  verschiedenen  Gebiete  der  Geometrie  ungefähr  gleichmässig  vertreten; 
in  der  Arithmetik  und  Algebra  aber  hatten  einzelne  Abschnitte  nur  wenige 
Aufgaben  aufzuweisen.     Um  daher  eine  Aufgabensammlung  herzustellen, 
welcl^e  zur  Einübung  des  ganzen  Cursus  der  beiden  oberen  Classen  an 
Realschulen  und  Gymnasien  dienen  könne,  sah  sich  der  Verfasser  genöthigt, 
in  solchen  Abschnitten  selbst  Aufgaben  zu  erfinden,  um  die  Lücken  auszu- 
füllen.    Er  hat  so  bei  den  Combinationen  die  Hälfte,  bei  den  Anwendun- 
gen des  binomischen  Satzes  %,  bei  den  Progressionen  V^,  bei  den  Ketten- 
brüchen V5)  bei  den  unendlichen  Reihen  V51  bei  den  diophantischen  und  den 
in  Zeichen  gegebenen  Gleichungen  % ,  bei  den  cubischen  %  und  bei  den 
höheren  Gleichungen  V5  der  Aufgaben   selbst  hinzugesetzt.      Aufgaben, 
welche  sich  bereits  in  anderen  Sammlungen  finden,  hat  der  Verfasser  wis- 
sentlich nicht  aufgenommen,  ohne  sie  durch  Aenderung  des  Zahlenbeispie- 
les oder  durch  Erweiterung  umzuwandeln. 

Betrachten  wir  uns  nun  die  auf  diese  Art  entstandene  Sammlung  von 
IdOO  Aufgaben  etwas  genauer,  so  finden  wir  zunächst,  dass  der  Verfasser 
durch  eine  sehr  ins  Einzelne  gehende  Ordnung  des  Stoffes  das  Aufsuchen 
der  Aufgaben  und  damit  die  Benutzung  deb  Buches  überhaupt  sehr  bequem 


gemaclit  bat.  Wir  können  in  ä^r  naelistel] enden  Ueberiicbt  üea  Inhaltes 
mir  die  Hiiuptpitökte  dieser  ElnÜieilung  ÄUgeben>     Diese  sind  falgende; 

Erster  Th(^iL  Geometrie.  A.  Planimetrie.  L  Lehrsätze  1  — 15, 
11,  Constructionsftufgaben  10  — 118  (Construetion  des  Dreipckcs  aus  ver- 
schiedenen Bestimm ungsslMcken  ,  utiter  denen  die  FlKcbe  ,  die  Summe  und 
Differenz  zweier  Seiten,  die  Höheuli nien,  die  Radien  der  Berühr ungskreise 
u.  a.  vorkommen ,  desgleichen  auf  das  Viereck  und  den  Kreis  be/tigliche 
Oonstrüctionen),  III.  Aufgaben  ans  der  algebraiscbon  Geometrie  119 — IWl 
(thfiila  Aufgaben,  bei  denen  die  Formelentwickelutig  auf  eine  ConstructioQ 
führt,  tbeils  numeriicbe  Berechnungen). 

B.  Trigonometrie.  1,  Goniometrie  und  trigonometrische  Gleichun- 
gen 188 — 200,  IL  ebene  Trigonometrie  210  —374  (Bciechnung  der  Dreiecke 
aus  den  rerschiedenartigateu  Bestimmungsetücken,  Anwendungen  der  Tri- 
gonometrie auf  LKngenbeslimmnngen) ,  lir.  sphärische  Trigonometrie  3T5 
bis  4(M)  [Aufgabe ü  au^  der  mathematbchen  Geographie,  Verwandlung  astro- 
nomischer Cöordinaten  n,  a,). 

C*  Stereometrie.  K  Pyramide  401—440,  2.  Prisma  447— 4öa,  3. Ke- 
gel 404  —  543,  4.  Cylioder  544—561,  5.  Kugel  562  —  622^  G,  die  regelmässigen 
Körper  623— §42,  7.  Mnicima  und  Minima  643 — ^675, 

D.  Coord  inatengeometrie,  1*  Gerade  Linie  67Ö — 681,  2,  Kreis 
682  — tkS6,  3.  Parabel  087  —  712,  4.  Ellipse  713  —  743,  5.  Hyperhel  743  —  750, 
0.  alle  drei  Kegelschnitte  75t  u.  752,  7.  Cnwen  höheren  Grailcs  75S  — 755. 

Zweiter  TheiL  Arithmetik.  A.  Algebra.  I.  GleicbuDgeu  vom 
ersten  und  zweiten  Grade  und  solche  Gleichungen,  welche  sich  auf  diese 
zurückführen  lassen  756  —  1029  (dieselben  sind  theils  in  Zeichen ,  theils  in 
Worten  gegeben),  IL  Diophantische  Gleichungen  1030 — 1065  (vom  ersten 
und  zweiten  Grade),  IIL  cubische  Gleichungen  1066 — 1138,  IV.  höhere"  Al- 
gebra 1139  — 1178  (höhere  algebraische  und  transcendente  Gleichungen). 

B.  Niedere  Analysis.  I.  Progressionen  1179 — 1266  (arithmetische 
Beihen  erster  und  höherer  Ordnung,  geometrische  Pi^ogressionen,  zusam- 
mengesetzte Reihen),  IL  Zins  auf  Zins  1267 — 1329  (Zinseszins-  und  Renten- 
rechnung), IIL  Kettenbrüche  1330  — 1349,  IV.  Combinationslehre  1350  — 1377 
(Permutationen,  Variationen  und  Combinationen,  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung), V.  binomischer  Lehrsatz  1378 — 1391  (verschiedene  Reihenentwi- 
ckelungen mittelst  des  Binomialtheorems)  ,  VI.  unendliche  Reihen  1392  bis 
1400  (Fragen  nach  der  Convergenz  von  Reihen,  Reihenentwickelungen  mit- 
telst der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten ,  einige  specielle  Anwen- 
dungen der  Sinus-  und  Cosinusreihen). 

Dritter  Theil.  Aufgaben  aus  der  Physik.  I.  Mechanik  1401  bis 
1462  (Hebel,  Schwerpunkt,  freier  Fall,  Gravitation,  schiefe  Ebene,  Wurfbe- 
wegung, Schwungkraft,  Pendel,  specifisches  Gewicht,  Luftdruck),  11.  W  ärme- 
lehre 1463 — 1474  (Ausdehnung,  Wärmecapacität,  DampfmaBckine),  IIL 
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Optik  1475—1500  (Reflexion  und  Intensität  des  Lichtes,  Hohlspiegel,  Pris- 
men, Linsen,  der  Regenbogen). 

Die  Aufgaben  sind  meist  geschickt  gewählt,  und  viele  derselben  dürf- 
ten sehr  geeignet  sein ,  das  Interesse  der  Schüler  zu  erregen.  Einzelne 
unter  ihnen  gehen  allerdings  Über  das  Gebiet  der  mathematischen  Discipli- 
nen  hinaus,  welche  auf  Gymnasien  und  Realschulen  zu  behandeln  sind ;  in- 
dessen hat  der  Verfasser  derartige  Aufgaben  besonders  bezeichnet  und 
kenntlich  gemacht.  Uebrigens  sind  die  Aufgaben  von  sehr  verschiedener 
Beschaffenheit  rücksichtlich  ihrer  Schwierigkeit;  während  manche  auch  von 
weniger  geübten  Schülern  sich  in  wenigen  Minuten  lösen  lassen,  dürften 
andere  zu  längerer  Beschäftigung  der  Schüler  Anlass  geben.  Es  werden 
daher  Lehrer,  denen  der  mathematische  Unterricht  in  den  oberen  Classen 
von  Gymnasien  oder  Realschulen  obliegt,  in  dem  vorliegenden  Buche  den 
mannigfaltigsten  Uebungsstoff  für  ihre  Schüler  finden  und  dem  Verfasser 
Dank  wissen  für  die  Mühe,  welche  die  Zusammenstellung  dieser  Aufgaben- 
sammlung gemacht  hat.  Wir  unsererseits  wünschen,  dass  diese  Sammlung 
eine  recht  weite  Verbreitung  finden  und  zur  Belebung  der  mathematischen 
Studien  sich  recht  förderlich  erweisen  möge. 

Ein  besonderes  Interesse  gewährt  das  Buch  noch  insofern ,  als  es  uns 
eine  ungefähre  Vorstellung  von  dem  Standpunkte  verschafft,  auf  welchem 
sich  die  mathematischen  Studien  auf  den  Gymnasien  unseres  Nachbarstaa- 
tes befinden.  Dieser  muss,  wenigstens  auf  den  Schulen,  welche  zu  der 
Sammlung  Material  geliefert  haben,  als  ein  sehr  befriedigender  bezeichnet 
werden,  und  wir  möchten  nur  wünschen,  dass  überall  an  ähnlichen  Anstalten 
ein  gleiches  Ziel  erreicht  werde. 

L  e  i  p  z  ig ,  October  1865.  Gretschel. 


Di«  Prinoipien  der  neueren  ebenen  Geometrie  und  deren  Anwendungen  auf 
die  geradlinigen  Figuren  und   den  Kreis.     Ein  Lehrbuch  für  hö- 
here Unterrichtsanstalten  von  Carl  Schmitt,  Hauptmann  im  k.  k. 
Geniestabe,  Professor  der  höheren  Mathematik  an  derk.  k.  Genie- 
akademie.    Wien,  Verlag  von  Carl  Gerold^s  Sohn.     1864.     (IX 
u.  148  S.   8). 
Das  vorliegende  Schriftchen  enthält  eine  kurze  systematische  Darstel- 
lung der  Principien  der  neueren  ebenen  Geometrie,  bei  der  es  dem  Verfas- 
ser seiner  eigenen  Angabe  nach  besonders  darauf  ankommt,  diese  Disciplin 
in  ihren  Elementen  möglichst  eng  mit  der  analytischen  Geometrie  zu  ver- 
knüpfen und  die  Anschauungsweisen  der  neueren  Geometrie  bis  zu  dem 
Punkte  zu  entwickeln,  wo  es  vortheilhaft  erscheint,  neue,  der  analytischen 
Geometrie  angehörige  Hilfsmittel  und  Betrachtungsweisen  eintreten  zu  las- 
•eo.   In  einem  zweiten  Ba&de  gedenkt  der  Verfasser  später  die  analytische 


Geometrie  der  Ebene  mit  Anwendung  und  weiterer  ÄnsftiliTnng  der  in  der 
vorliegenden  Sein  ift  etjtwickeltpn  Pnnclpien  folgen  zu  lassen.  ^  Der  In- 
halt des  Werkebens  ist  folgender mns«en  vertbeilt 

In  der  Einleitung  werden  zunächst  die  einfachsten  Sätze  übe?  ge- 
radlinige Strecken  und  Winkel  abgeleitet;  es  bandelt  sieb  dabei  hanptsHcb- 
lich  um  die  Begründung  des  Principa  der  Vorzeicben  im  Bezng  auf  Gerade 
und  Winkel  in  der  &iis  den  Scbilften  von  Mob  ins  nnd  Cbaslea  bekann- 
ten Weise. 

Das  ©rate  Capitel  bat  die  Bestimmung  der  Lnge  der  Punkte  einer 
geradlinigen  Punktreibo  2um  Gegenstande,  Am  Scblusse  dieses  CapjteU 
fübrt  der  Verfasser  aucb  den  Begriff  der  imaginären  Panktepaare  ein,  d^  b, 
solcbcr  Punkte,  deren  Lage  in  einer  beslimmten  Geraden  im  Bezug  auf 
fiincij  Fundamentnlpunkt  durcb  eine  quadiatiäcbe  Gleicbung  mit  coro pl exen 
Wurzeln  bestimmt  ist-  Als  Anwendung  ist  eine  kurze  Tbeorie  der  Chor- 
dalen  iswaior  Kreise  beigegeben. 

Das  zweite  Capitel  bebandelt  das  entsprecbende  Tbema  im  Bezug 
auf  die  8trablen  eine»  ebenen  Strahl  eubüscbelsp 

Im  dritten  Capitel  werden  die  TheilungsTerbältnisse  dea  Dreiecke« 
besprochen*  Es  werden  bier  entwickelt  die  Sätze,  welcbe  sieb  beziehen 
l)  auf  Strahlen  aus  den  Ecken  eiaes  Dreieckes  nacb  den  Gegenseiten, 
2}  auf  Strahlen  aus  einem  Punkte  nach  den  Ecken  Dnd  Seiten  des  Drei- 
eekes,  3)  auf  die  Durcbschntttspunkte  der  SBiten  und  Ecks trahlen  eines 
Dreieckes  mit  einer  Geraden,  4)  auf  die  Sobiiittp unkte  des  Kreises  mit  dett 
Seiten  des  Dreieckes,  5)  auf  die  Tangenten  aus  den  Ecken  eines  Dreieckes 
zum  Kreise. 

Hieran  scbliesst  sich  ergänzend  im  vierten  Capitel  die  Behandlung 
der  Theilungsverhältnisse  der  ebenen  Polygone  im  Allgemeinen  und  des 
Viereckes  ins  Besondere.  Diese  Theilungsverhältnisse  beziehen  sich  theils 
auf  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  den  Vielecksseiten,  theils  auf 
BtrahlenbUschel,  deren  Strahlen  nach  den  Ecken  des  Polygones  gehen,  und 
deren  Winkel  entweder  durch  die  successiven  Seiten  des  Polygones  oder 
durch  ein  zweites  concentrisches  Strahlenbüschel  getheilt  werden,  dessen 
Strahlen  wieder  nach  bestimmten  Punkten  der  Polygonseiten  gerichtet  sind 
und  ähnliches. 

Im  fünften  Capitel  wird  der  Begriff  des  anharmonischen  Verhält- 
nisses von  vier  Punkten  und  vier  Strahlen  erläutert,  als  specieller  Fall 
kommt  dabei  auch  das  harmonische  Verhältniss  zur  Sprache,  dessen  geome- 
trische Eigenschaften  zum  Theil  schon  vorher  in  den  beiden  ersten  Oapiteln 
entwickelt  worden  sind. 

Das  sechste  und  siebente  Capitel  behandeln  die  collinearen 
Punktreihen  und  Strahlenbüschel,  und  zwar  ersteres  die  geometrischen 
Eigenschaften,  letzteres  die  algebraischen  Relationen.  Vermisst  haben  wir 
bier  die  ausdrückliche  H'ervorhebung  des  wichtigen  Satzes ,  auf  welchen 
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Cha8le8iin41.  Bd.  der  Compies rendus  aufmerksam  gemacht  bat,  nnd  wel- 
chem zufolge  zwei  Punktreihen  oder  Strahlenhüschel  oder  eine  Punktreihe 
und  ein  StrahlenbUschel ,  deren  Elemente  einander  eindeutig  entsprechen, 
stets  coUinear  sind.  Dieser  wichtige  Satz,  welcher  in  den  neueren  Dar- 
stellungen der  Geometrie,  z.  B.  in  Cremen a*s  Einleitung  in  eine  geome- 
trische Theorie  der  ebenen  Curven ,  mit  Recht  an  die  Spitze  der  Theorie 
der  collinearen  Punktreihen  und  Strahlenbüschel  gestellt  wird,  hätte  in 
§.80,  wo  unser  Verfasser  als  allgemeinen  Ausdruck  für  collineare  Punkt- 
reihen eine  lineare  Gleichung  nachweist,  seine  natürliche  Stelle  finden 
können ,  da  er  in  der  That  nur  der  Ausdruck  des  erwähnten  analytischen 
Merkmales  ist. 

Im  achten  Capitel  werden  die  Eigenschaften  der  Doppelpunkte 
collinearer  Punktreihen  und  der  Doppelstrahlen  collinearer  Strahlenbüschel 
entwickelt. 

Die  beiden  letzten  Capitel  endlich  behandeln  die  Involution  von  colli- 
nearen Punktreihen  und  Strahlenbüscheln,  und  zwar  enthält  das  neunte 
Capitel  die  allgemeine  Theorie  der  Involution,  während  das  zehnte  die 
Involutionen  beim  Dreiecke,  Vierecke  und  Kreise  bespricht. 

Wesentlich  neues  enthält  die  vorliegende  Schrift  allerdings  nicht;  auch 
hat  sie  mit  manchen  anderen  Schriften  ähnlichen  Inhaltes  das  gemein,  dass 
sie  die  Behandlung  ihres  Gegenstandes  gerade  da  abbricht,  wo  der- 
selbe erst  anfängt  interessant  zu  werden,  und  wo  sich  auch  die  Fruchtbar* 
keit  der  bis  dahin  entwickelten  Lehren  erst  recht  augenscheinlich  ,zu  zeigen 
beginnt.  Indessen  findet  dieses  Abbrechen  im  vorliegenden  Falle  seine  Er- 
klärung in  dem  Plane  des  Verfassers,  die  vorgetragenen  Principien  noch 
durch  die  Hilfsmittel  der  analytischen  Geometrie  zu  ergänzen.  Dieser 
Plan  ist  jedenfalls  auch  die  Veranlassung  dazu  gewesen,  dass  in  der  vorlie- 
genden Schrift  mehr  Rechnungswerk  zu  finden  ist,  als  in  manchen  anderen 
Lehrbüchern  der  neueren  Geometrie ;  doch  kann  man  nicht  sagen ,  dass  die 
rein  geometrische  Betrachtungsweise  deswegen  vernachlässigt  worden  ist. 
Da  die  Darstellung  im  Ganzen  sehr  ansprechend  ist,  so  eignet  sich  das 
Werkchen  sowohl  als  Grundlage  für  den  Unterricht  an  höheren  Lehranstal« 
ten,  als  auch  als  Hilfsmittel  für  das  Selbststudium.  Sehr  passend  für  beide 
Zwecke  ist  es ,  dass  der  Verfasser  die  Hauptlehren  immer  durch  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  erläutert  hat,  welche  in 
kleinerem  Drucke  an  der  betreffenden  Stelle  beigefügt  sind. 

Leipzig,  October  1805.  Gretschel. 


Lehrbnch  der  Planimetrie.     Für  Schulen   und  zum  Privatgebrauch  von 
M.  Job,  Oberlehrer  an  der  Annen- Realschule  zu  Dresden.   2.  Ab- 


tlißilimg.     Mit  80  m  den  Text  gedracktea  Abbildungen.     Drea- 

den,  Verlag  von  Carl  Adler.  18Ü5. 
Die  erste  Abthciluiig  dieses  LelirbocLes  ist  in  dieser  Zeitschrift  bereits 
früher  (IX.  Jahrgang,  8.  100  der  Literaturzettnng)  von  uns  kurz  augeaeigt 
wnrdeD»  Was  wir  von  dieser  lobend  bervorgehobea  haben ,  Strengte  der 
Darstellung  bei  gehöriger  Aufiführlicbkeit  und  leichter  Verßtjlndlichkeit,  das 
gilt  auch  von  der  vorliegenden  zweiten  Abtheilung,  welche  die  Kreislebre 
enthält.  Den  Anfang  bilden  die  Häi^e  über  Centri'  und  Peripheriewinke], 
dann  wcrilen  die  Eigenschaften  der  Sehnen  und  Tangenten  behandelt,  bei 
Tf elcher  Gelegenheit  auch  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise,  die  De* 
rUhrungkreise  des  Dreieckes,  sowie  die  Eigenschaften  dea  Kreisriereckes 
zur  Sprache  kommen;  den  nächsten  Gegeußtand  der  Untersuchung;  bilden 
die  regelroäafligen  Vielecke,  deren  Umfaugsberechuung  weiter  auf  die  Rec-i 
tification  des  Kreiacs  führt,  an  welche  sieb  die  Quadratur  desselben  an- 
schliesst.  Sodann  werden  die  verschiedenen  Fäll©  dos  Apollonischen  Beriih- 
ningsproblems,  bis  zur  allgemcinaten  Aufgabe  aufsiteigcnd,  behandelt  j  den 
Schltias  bildet  eine  Entwickelimg  der  w^icbtigsten  Sätze  über  harmoniseho 
Theilung  von  geraden  Strecken  nebst  verschiedenen  Anwendungen  dieser 
Theorie,  unter  denen  die  CeuBtruction  der  Kreistangente  mit  alleiniger  Be- 
nwtÄung  des  Liueales  zuletzt  vorgetragen  wird.  In  diesem  letzten  Ab- 
scbuitte,  welcher  dem  Gebiete  der  sogenannten  neueren  Geometrie  ange- 
gehört, hätte  der  Verfasser  unserer  Ansicht  nach  der  in  dieser  Dlscipl in 
jetzt  üblichen  Bezeichnung  und  nicht  der  älteren  folgen  sollen.  Während 
man  nämlich  gegenwärtig  sagt,  die  Linie  AB  ßei  in  den  Pankten  C  und  D 
harmonisch  getheilt,  wenn  die  Proportion  besteht  * 

AC:CB  =  AD:  BD, 
ist  bei  dem  Verfasser  die  harmonische  Theilung  der  Linie  AB  durch  die 
Punkte  C  und  B  charakterisirt  durch  die  Proportion 

AB:BC=AD:CB, 
welche  in  der  Sprache  der  neueren  Geometrie  ausdrückt,  dass  AC  von  B 
und  B  harmonisch  getheilt  wird.  Es  ist  die  ganze  Sache  deshalb  nicht 
gleichgültig,  weil  bei  Anwendung  der  vom  Verfasser  benutzten  älteren  Ter- 
minologie die  bestimmte  Fassung  vieler  Sätze  verloren  geht;  man  erkennt 
die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung,  wenn  man  etwa  den  kurzen  Satz:  „jede 
Sehne  wird  durch  einen  in  ihrer  Verlängerung  liegenden  Punkt  und  dessen 
Berührungssehne  harmonisch  getheilt^*,  vergleicht  mit  dem  Ausdrucke  des- 
selben Satzes,  welcher  sich  auf  S.  104  (Lehrsatz  161)  der  vorliegenden 
Schrift  findet. 

Leipzig,  October  1865.  G&etschel. 
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Die  physiologische  Optik.    Eine  Darstellnng  der  Gesetze  des  Anges.     Von 
Dr.  Hebmann  Schefflbb.     Erster  Theil;  mit  226  in  den  Text 
eingedruckten   Holzschnitten.       Braunschweig ,    Schulbuchhand- 
lung.    1864. 
Der  auf  dem  Gebiete  der  Physik  schon  rühmlich.bekannte  Verfasser 
hat  mit  vorliegendem  Werke  einen  neuen  Beweis  geliefert,  wie  scharfsich- 
tig er  nicht  blos  beobachtet,  sondeui  auch  wie  glücklich  er  es  versteht,  in 
überzeugender  Weise  die  von   ihm  gemachten  Beobachtungen  in  die  bis 
jetzt  anerkannten  Gesetze  einzureihen.     Mit  Hecht  sagt  er  selbst,  dass  es 
noch  grosse  Gesammtclassen  von  Erscheinungen  und  physiologisch -opti- 
schen Gesetzen  giebt,  denen  es  an  genügender  Begründung  fehlt,  und  dass 
eben  deshalb  eine  Durchforschung  des  Gebietes  der  physiologischen  Optik 
ebenso  wünschenswerth  für  die  Wissenschaft,  wie  sie  wegen  des  interessan- 
ten Gegenstandes ,  der  uns  so  zahlreiche  und  schöne  Naturwunder  enthüllt, 
anziehend  für  den  Forscher  sei. 

Bevor  er  sich  in  seiner  Schrift  zum  Auge  selbst  wendet,  bemüht  er 
sich  in  einer  kritischen  Entwickelung  der  Grundänschauungen  der  Theorie 
des  Lichtes  in  dem  Leser  volle  Klarheit  über  die  Erscheinungen  der  Licht* 
materie,  Lichtintensität,  der  Farben,  der  Reflexion,  der  Beugung,  der  In- 
terferenz, der  Brechung,  des  Spectrnms,  der  Fluorescenz  etc.  etc.  hervorzu- 
rufen; nicht  minder  über  gewisse  optische  Begriffe,  wie  Linsenbild,  Krüm- 
mung und  Verrückung  der  Linse ,  Brechungscoefficient  etc.  Auf  eine  ge- 
nerelle Beschreibung  des  Anges  folgt  alsdann  in  mehreren  Paragraphen 
eine  speciellere ,  welche  mit  ausserordentlicher  Genauigkeit  nicht  nur  die 
einzelnen  Theile  dieses  Sinnesorganes,  sondern  auch  die  Dimensionen  der- 
selben und  ihren  inneren  Mechanismus  bespricht.  Von  ganz  besonderem 
Werthe  erscheint  uns  §.8,  in  welchem  die  mathematische  Theorie  der  Ac- 
comodation  und  der  Linsensysteme  überhaupt  in  ausführlicher  Weise  be- 
bandelt wird.  Nach  der  Darlegung  der  Geliimthätigkeit  beim  Sehen,  ins- 
besondere beim  Sehen  mit  2  Augen,  wobei  das  Schielen  nicht  unberücksich- 
tigt bleibt,  giebt  der  Verfasser  eine  Anzahl  erläuternder  Experimente, 
welche  wegen  ihrer  Einfachheit  von  Jedermann  leicht  nachzuahmen ,  zur 
Erklärung  vorher  besprochener  Erscheinungen  aber  höchst  instructiv  sind. 
Die  Aufmerksamkeit  des  Lesers  wird  hierauf  namentlich  gefesselt  durch  die 
klare  Auseinandersetzung  des  Wettstreites  und  der  Identität  der  Sehfelder, 
sowie  des  Einfachsehens  trotz  zweier  Augen.  Einsender  dieses  beabsich- 
tigt indessen  nicht ,  eine  förmliche  Inhaltsanzeige  der  ganzen  Schrift  zu 
geben,  fühlt  sich  aber  zu  dem  Geständniss  gedrängt,  dass  er  bis  jetzt  kein 
zweites  Buch  kennt,  in  welchem  der  wichtige  Process  des  Sehens  in  allen 
seinen  Einzelheiten  mit  gleicher  Schärfe  als  das  Resultat  eigener  tiefer 
Forschung  im  Gebiete  der  Optik  dargelegt  wäre.  Aus  vollster  Ueberzeu- 
gung  empfiehlt  er  daher  das  vorligende  Buch  Jedem,  auch  dem  Laien,  dem 
darum  zu  thun  ist,  zu  einer  klaren  und  fassliehen  Anschauung  über  die  Thä- 


iigkeit  seines  wiebtigsteD  Sinnesorganes  zu  gelangen.   Bie  äussere  Ausstat- 
tung gereicht  übrigens  dem  Herrn  Verleger  zu  aller  Ebre, 
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i)iß  Theorie  der  geraden  Linie  und  d^r  Ebene;  ein  Tersuch  siur  »trcngeo 
Begründung  der  ersten  geometrischen  Grundanschauungen»  von 
Dr.  Hermann  Schwarz^  Oberlehrer  an  der  höheren  Bürgerschule 
SU  Düren.     H^lle,  Anton.     IB65.  |A 

Wenn  der  Verfasser  iu  der  Vorrede  erklärt,  dass  es  durchaus  nothwen-" 
dig  sei ,  den  Begriff  der  Bewegung  in  die  Elementargeomctrie  einzuführen, 
so  ist  das  ohne  Zweifel  richtig,  aber  keineswegs  etwas  soNcues^  als  derVer*^! 
fasser  zu  glauben  scheint^  denn  ein  grosser  Theil  der  in  den  letzten  20  Jah*^ 
ren  erschienenen  Lehrbücher  der  Greomctrie  zeigt  hinreichend,  dass  man  Tiel- 
fach  bemüht  ist,  die  starreu  Euhlidischeu  Definitionen  durch  genetische, 
also  fast  durchweg  phoronomische  Erklärnngen  zu  ersetzen  (z.  B*  beim 
Kreise).  Origineller  dagegen  ist  die  Art  und  Weise,  wie  der  Verfasser 
diesen  Bogriff  verwendet;  er  gebt  nämlich  von  nnendlich  kleineu  Bewegun- 
gen ans »  lässt  durch  diese  Kunächst  Linienelemente,  Winkelei  erneute  etc, 
entstehen  und  setstt  aus  diesen  die  endlichen  Linien  und  Winkel  etc.  zu^am- 
men^  In  §.  5  z,  B,  findet  sich  folgende  Definition:  „Linienelement  beisst 
dasjenige  Rrtumget^ild,  welclies  entsteht,  iudem  ein  Punkt  aus  seiner  primi- 
tiven Lage  unmittelbar,  d.h.  ohne  Durchlaufung  von  Zwischen- 
punkten, in  eine  angrenzende  Lage  übertritt.*'  Diese  Erklärung 
seheint  dem  Referenten  sehr  unglücklich ,  denn  sie  verlangt  von  der  An- 
schauung geradezu  das  Unmögliche.  Wie  nahe  auch  zwei  Punkte  einander 
liegen  mögen,  so  giebt  es  doch  immer  noch  unendlich  viele  Zwischenpunkte, 
und  wenn  umgekehrt  keine  Zwischenpunkte  da  sein  sollen ,  so  müssen  sich 
die  Punkte  decken.  Des  Verfassers  Linienelement  ist  also  entweder  ein 
Complex  zweier  sich  deckender  Punkte,  und  dann  hören  alle  weiteren  De- 
ductionen  des  Verfassers  sofort  auf,  oder  das  Linienelement  enthält  Zwi- 
schenpunkte, dann  involvirt  aber  die  Erklärung  einen  Widerspruch,  und 
die  nachherigen  Deductionen  leisten  nichts  weiter,  als  dass  sie  die  Eigen- 
schaften grosser  Linien  aus  denen  kleiner  herleiten.  —  Der  Verfasser  hebt 
die  Analogie  zwischen  seinen  geometrischen  Specnlationen  und  der  An- 
schauungsweise der  Analysis  hervor;  in  Wirklichkeit  aber  ist  diese  Analo- 
gie gar  nicht  vorhanden.  Es  hat  sich  wohl  noch  kein  Analytiker  einfallen 
lassen,  den  Begriff  des  Differentiales  als  einen  Urbegriff  anzusehen  und  die 
Existenz  endlicher  Zahlen  aus  d^r  Existenz  ihrer  Differentiale  erklären  zu 
wollen;  im  Gegentheil  geht  man  von  der  endlichen  Zahl  aus  und  gelangt 
durch  Division  derselben  mit  einem  unendlich  wachsenden  Divisor  zum 
Differential.     Der  Verfasser  dagegen  hält  seinen  durchaus  wideraprachs- 
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vollen  und  zufolge  des  Ausdrucks  „  angrenzende  Lage '*  ziemlich  dunkeln 
Begriff  des  Linienelementes  für  den  Urkeim  des  Linienbegriffes  überhaupt; 
er  geht  also  gerade  denentgegengesetzten  Weg,  wie  die  Analjsis.  Ueber- 
dies  ist  das  Linienelement  durchaus  verschieden  vom  Liniendifferential. 
Letzteres  ist  nämlich  selbst  eine  Linie ,  es  enthält  immer  noch  unendlich 
viele  Punkte  und  unter  allen  Umständen  ist  ds  gleichartig  mit  s;  des  Ver- 
fassers Linienelement  dagegen  soll  nur  zwei  Punkte  enthalten,  es  bildet  kei- 
nen Theil  einer  Linie  und  ist,  deutsch  gesagt,  ein  geometrisches  Unding.  — 
Dieselben  Bemerkungen  wiederholen  sich  beim  Winkelelement  etc.,  und 
kann  daher  Referent  nicht  finden,  dass  der  Verfasser  die  geometrischen 
Grund anschauungen  irgendwie  strenger  begründet  habe. 

SCHLÖMILCH. 
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